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Quiim enini Mundi univieysi 'Mrica sit jy^rfedüsBiiM «tqne a Creatore sapien- 
tissimo absoluta^ nihil omnino in mundo confingit^ in quo non Maiimi Minimive 
ratio qaaepiain eliiceat; quam ob rem dnbium prorsus est nulluni^ quin omnes 
mundi effectus ex causis finalibuSy ope Metbodi maximornm et minimorum; aeqne 
fcliciter deterniinari queant ^ atqne ex ipsis cauais efficientibu.«. 
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tSmtViaatitn mm Seiten, nimBä^ bü« äß^iäjtm »d tä>tt tie Mm^ 
jotiiBmng dyV tsOä^im %n tnü§en^ bk üBtigcitö, li^emt i^ iti^ ifit|f 
kre^ aud^ jä^m onbettofirt« angettof^n tihfcu 5&er Kad^ aKtut 
jr getrommene totale 1Di{fetentia^iu)ttettt bon a^T, loeirn ttStnfiii^ 
y tine gundiott ttn y,3?, 4^, . . . tjl «nb tDenn biitel y , ^p, jf, . . . 
ofe ^imctietiett Don .^r geba<i^ imim f ofien^ ift imtt gut ^ns^ 
eslip^antie öftetS 4tad^ eteer \>m Difut iwrgtfci^bscttett unb äind^ 

t>0tt Wnbetn l^äuftg Bcnu|ten ©d^rci^att burd^ -^ i^orgcjlctlt 
tooximf ^kx8 fpgar, b>o eine SStx\ot^\jdun^ mit btm ^parlieCeH 
2>iffeiTentml4fiti)iienten a^^ ittd^t tnBglid^ f^ten^ buiNJ^ ^^' ^^ 
b.a§ biefet Slugbrud gleid^Bebeutenb mit ,gz^j^ Aft* 

€» jft in §. 56 (®. 281) Bewsrtt toiMJben, bdf mm in 
jenn £ntta)tde(us^n^ ta» bie fogenmmten xtimm^xkix^nm ^^ 
gbid^ mit >ben ^^gonifci^'^ ^orlownen, iti bet 3tPtl^ f^antett 
fönne.^ :«& läe er^en ^buiofi^ ^cT, taie onberen im^ ein^nene^ 
&^valkl p Bejei^tten fouenf ober oB man wng^el^tt 4»€f folgen 
fofit. du bJET S^ot ftinmten l^terin meine SotgJtoget otlit «iit^ 
<mbet :)»tn3^ üBarem. X>]^in >(6ci^e Dpm iSfoS§teit tc @. 112) 
Beyeiij^niet tnJben fsdgfiii^en gNälen bie xdmn flSaviationen birr<j^ 

rf/yi «iP,.- fei^ gemifi^tenibm^ <^y> cTp,,.. fiaigtangt, in 
jieinen Sßoiiefnngett über Ipie ^ttndlionenneii^ttng^ bentd: 'DtrUBer^f 
gd^Qtb {f. j451) bte gcndfii^e 4Bari<ition bndbttrd^ an, Ibog werben 
ben i^ bnrid^ y tosgeftelltm JBariationSiqieetienten in ^£ine Heine 
^ßarentl^efe cinfd^Iicßt , alfo burd^ (y)j aBer auf ber felgcnben 
@icite fd^on gieBt er bk\t mtt für ^einen SIugenBtidC etogefü^rte 
Sdc^udfunnQ toiebcr auf, Strand^ (Bax.p&akA. ^11 u.120) 
tsttüfeet eBenfoO« bieft Keinen .^entl^efeit ^t bie .gemifd^ 
*tt(tiati©nen an^ inbem er (%:, ^)V «• f ♦ f- f#teiBt, lattein er 
B^ient :ft(^ biefer ^jeic^nung nidbt Med i)orüBergel^nb , teie 
Sagxccnge, nm ben UeBergang ton ben reinen iSnrurtieiieh ^n;.1»eä 
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gumif^ten ju »cnmttdn unb biefcn festeren altbam toicbtr baB 
geteiJ^nßii^ Seiii^tt rf: jit fifccrta§cn , f onbcrn im gÄiijcn Sönäft 
Äebcttten rfy, rf» :c/Bfo« tcttic a5ariattott8<|ttoticnt€tt* SDtcfcm 
bei bcm crflcn S(jil&fidc fcl^t ccnfcqucntcn SBctfal^rcn fötinen toir 
inbeffen ui^t Bei:|)f[t4]^ten, ba ntd^tö natärlid^er ifi ate bag man, 
toenn eine (Spurte AHB in eine tvenig aBtoei^enbe (^eflalt A^U^B^ 
öariirt.nnb toenn Mi ber bem ?ßnnfte M [a?, y, sj entf^red^enbc 
^nxät i% bie Socrbinaten i)on Mi burd^ x + dxj v + Sy^ » + <r« 
Begei(]^nen ti>etbe. SDieS ifl aud^ toirÜic^ bet allgemein t)on 
ben anbern ©d^tiftfteffern, j* S3- Sag ränge in ber Mecaniqae 
analytique, ^mpext, ^oiffon Befolgte @eBrau<i^, fte Bc? 
bienen fid^ aber für bie reine SSariaticn dy — pix be8 SSn^flaBen« 
TT, ober w, obrt fie fe^en iy — pdx^iu^ Dflrograb«!^ in 
feiner fd^S^Baren ^Bl^anblnng iiBer bie Variationen ber mel^rfad^en 
^)itegrale toenbet fogar ein loorgefd^rieBeneS D an. S)a nns min 
bie oBen erlD&](^nte Sejeici^nnng ^d) 3toedm&§ig erfd^ien, fo i^ 
biefelBe ba, ta)o jtoifci^en reinen nnb gemifci^ten Variationen }u 
unterfii^eiben ifk , fnr bie erfteren benn^t toorben , toäl^renb btc 
gemifii^tc^n bnrd^ baS einfati^e d angezeigt toerben« ä)ti8))er{iSnb^ 
niffe lönnen baranS nnrnftgUci^ entflel^en* 5Denn in jebem einzelnen 
^alKe mn§ ol^nel^in feftgefe^t toerben, oB ber SBertl^ ber VariaBIett 
ar., toetd^e ben gefuci^ten gnnctionen y, », . • . al8 Onbe^enbcntc 
jit (^rnnbe liegt, bariiren foH ober nid^t SlQgemetn ifi nnn 
6y^(S)y^pdx] fo lange atfo, toie in nnferm jtociten Bi8 vierten 
(Sa)}tte(, dx^o genommen toerben foH, rebncirt ftd^ dy anf bie 
reine Variation. 

272an toirb in ))iefer 5Darf}eIInng ber Variationdred^nnng 
bie %xiicS;/[ ber Weitläufigen Formeln nid^t fel^r gro§ finben. 
Von treten gUeberreid^n (Sleid^ungen, loeld^e nur !nr} angebeutet 
ti>orben fmb, faun.man ffiglid^ Bejtoeifeln, oB fie itvxaM eine 
^xraftifd^e SIntoenbnng finben toürben, unb anbererfeit« folgt il^re 
(EnttoidEeInng fo (eidj^t Wii ben rid^tig ^erflanbenen ^rtnci|}ien, 
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bag fcgat beut tl^otettfd^en (Skftd^t8f)unfte benfeO^en ein kfonbetet 
dntereffe nid^t }ugef))rcd^n tDctben fann. Sitten t^erl^tni«« 
mSgig bejio grStetn 9taftnt l^aBe id^ ber SInflöfnng einzelner 
SbtfgaBen gegönnt SDiefe ftnb, neBen einigen ans bem ©traud^^ 
fd^en SBerte entlel^nten '^), nnb einigen anbeten^ bie id^, nm Bei 
geta>i§en (Selegettl^eiten }ttt (Stiäntetnng einer aOgemeinen Stl^eotie 
ein geeignete» 93eif^)iel jn l^aBen, feJBfl Bilben muftc, grö§ten^ 
ü^eite btejenigen 9btfgaBen^ bie man bie Kafftfd^en nennen fönnte^ 
injüfetn fte fd^on )>on Snter in bet Methodas iuveiiiendi 
curvas Maximi JMiniinive proprietate gaudentes Bel^anbelt 
nnb aHen f^äteten @d^tiften gn ®vnnht gelegt bie ]^an))tf5d^Iid^{)e 
9$eran(a§nng gnr leiteten ^nSBilbung ber 9$ariatien8red^nnng 
gegeBen l^aBen« SDie Siteren ^earBeitnngen berfelBen la^tn freifid^ 
gar SKond^eS jn toünfd^en äBrig ; benn inbent man jtd^ meiftenS 
Begnügte, bie allgemeine ^efd^affenl^eit ber verlangten Sfffa^imnmS^ 
ober SWinimnmScnröe gefnnben gn l^aBen, üe§ man bie ©räng*^ 
gleid^nngen nnBead^tet, gieng bemnad^ auf bie Seftimmnng ber 
burd^ Integration ber ^an:()tgleid^nng eingeführten ^onftanten 
ni^t näl^er ein, oBtool^I i>on beren äßertl^en bie Oeftaft fo toie 
bie Sage ber fragßd^en (Snrbe bcrgngStoeife aBl^fingt, unb fal^ 
enblid^ atiäf bon ber Prüfung, cB toirllid^ ein älta^mum ober 
ein äKinimum ober leine« bon Beiben gefnnben toorben fei, gängßd^ 
aB, — lauter BebeuHid^e SWänget, gegen toeld^e guer jl 3) i r I f e n, 
jebod^ nur tl^eiltoeife , neuerbing» borgfigüd^ Strand^ mit 
(Sntfd^Iogenl^eit unb Sluebauer angefäm))ft l^aBen« (S« ift mir 
auf biefem gfelbe mand^e Seine SlusBeute gegludEt, burd^ tod^t 
ba« ton meinen Vorgängern üBcrKcferte SWaterial gn ergangen 
toar^ 3)e«l^aIB bfirfte aBcr aud^ eine ettoa« größere ÄuSsfü^r* 
tid^Ieit bon geredetem S£abe{ !aum getroffen toerben, felBft toenn 

*) (&i qjiit bicfed nament(t4 aud^, tcdi im Su4e nt4t ap^emerft ifl^ oon ben 
Aufgaben Ui %. 12 unb |. 15/ bte in Strauch** Var.-Calc. ali Aufg. 1^76^65, 
M auffieftt|vt |inb. 



mmUmtxfm Mfitt, jbft§ hn ber Befolgung avbtttx iSantn^ffttc 
bie Sit }a 1^1 bet Slufga&en^ ol^ne SSetgtöfennig beft iMimtm« 
be<f ®ttd^8, l^te «ermei^rt toerben Kimen* 2>ettn teat§ man ^ti« 
gltiid^ eine ^fgaBen^^cmtmlun^ l^ier toiebetftnbe^ fonnte infolge 
bet oBen angedeuteten ^ lettenben dbee gor ntd^t in bet Sl&ft^t 
be9 $erfa§et9 liegen. 5Dtt tSnttotdelnng bet aUgentcmen Sl^eorie 
erf^ien but4g&ngtg als bie ^an^tfa^tf nnb bte einge^o^^enen 
^eif^ele nnb ^ufgaBen foSten hU» baju btenen> nm bie üvt»^ 
gef^od^enen JBel^ait^tniigen ju Beflätigen^ bie äbttoenbung bet 
anfgefteSten Siegeln an einem ^m}^tl jn je^en^ bie Befonbem 
S(n$na]^mef&Qe Beget anfjuMren. ^ö^flenB lief ft^ no4 k^t 
3toerf bamit DerBinben, bie SlnfföfnKgejt bei aufgenommenen Sluf^ 
goBen f aB^nrnnben^ bag fle ben Slnf ängern gleid^fam cl8 SRu^er 
bienen fönitten^ toonati^ jte bie ^eatBeitung ber tl^nen i^ixrfommenben 
^roBIeme ^tdi^tx %vt etn^utifi^en loetfmi^en m&§tat« 

®o jtd^ fonjl im €injefttcn bie Unterfnd^ung an bie ^i>t^ 
f^nngcn anberer ^cld^rten im ©eBtctt ber SÄncrf^« ober btr 
anal^tifiä^cn ©eomdrie «n|^fo§^ ba toirb man in ben Sloten bie 
gel^örigctt Sitote ftnben* 8luf biefe änjeigen ijl eine gr6§ere 
©Drgfalt bertoenbet toorbcn, al8 c8 BiSl^cr in mcrti^matifd^en 
?e]^rBü<i^ern ber ©eBroud^ mit ftd^ Brad^te, nü^t Bio« bomit ber 
»od^ toeniger Bctoanbcrtt Sefcr crfal^re, toem bie Bcfcteffenbc Sfe* 
reiiä^ernng ber 2Bi§enf(i^aft ju bonEen fei, fonbem an^ bamit er 
|i<^ l^inreid^ oricntirt füllte, bie jQueSen felB^ anjug^d^en- 
(SBenbeSl^alB crfdj^eincn t)iefieid^t an^ dm%t anbexe in ben äiotett 
gegcBene Ktcrärifti^e SJad^tifungen alB eine angenehme . .3*^gaBc* 

S)a tin ]^ani|)tfS(3^lid^er @eBrand^ bon ber Ste^nung mit 
Variationen in ber tl^ceretifd^cn ÜÄed^onif gemad^^t toirb nnb ba 
l^icrBei bie SJariatiiMiicn fcIBft nid^t immer g«nj in cincriei <Bixm 
genommen tocrben, fo ^abt i(3^ gcglauBt ben Saugen, toeld^cn bie 
borficgenbe SlrBeit ettoa fliften lönnte^ burd^ Anfügung eine» 
l^ieranf Begüglid^en STnl^ang« ju erl^ö^cn. SD?an toirb barin auf 



dnem Md^fi1tot>ntfi§tg engen 9tamne mt^tnt Qfunbamentalfä^e 

ber aneiüftr^m SRt^awX entoidteU: mib te» Sei:^Snbni9 biefer 

(Snttoitfebtngen/ fi> loeit e^ fu^ itm bie tutd^ b^8 ^ei^tn itT m^^ 

gcjcigten O^jerationcn l^anbclt, bur(]^ eine fnrje ^u8cinanber*» 

fe^ung erleichtert finben. SBenn )* ®. Bei ber ^egrünbnng be8 

©tt^e« wn ber Heinjlen SSirlnng in Hof ftf^en Serien, tott 

Laplace Mec. eel. (L. I, No. S3) unb PoiitecoTilaiit 

Theorie analytiqne du Systeme da moude (T. 1 p. 50 et 

p. 100) Blo0 gefagt n>irb : Si Tou differeotie par rapport ä 

la caracteristiqae i l'eqoation 

v2 = Const. + 2j'(Xdx -]- \dy + Zd«) 

(ober and^ bie ^lei^ng 

Smv'^ = Const. + 2j2(Xda: + Yd(/ + Zds) 

to^Ic^e bem aQgemeinern $aQe ent[))ri(i^t) , oo aara 

vdv = Xcfcr -f YcTy -{- Z<Jä resp. 2mviv = -2(1*2: -f TcTy + ZcT«) 

fo ijl ber eigentliche ©ebonic, ben man mit biefer D|>eraticn jn 
t)erBinbett l^aBe^ giemlid^ )otxl^Mt, imb mand^em Sefer !ommt 
tool^I eine (SrI&nternng, toie bie in unferm §. 84 gegeBene, niC^t 
untoiSIcmmen* 

Einige Heine Unregelmägigleiten in t)^^ogra))]^ifd^er nnb 
ort]^Dgra^]^if(]^er ^inftd^t, )a>t^t Uum flörenb fein Serben, tooUe 
ber geneigte Sefer mit ber @d^toierigfeit be« Dntd« nnb ber 
Sorrccturber^Itniffe entfd^ntbigcn* ©efonberc ©ttöäl^nnttg t>er* 
bient l^ierBei ba« SBort SDifferentiat @r(t na(i^ Soßenbnng ber 
erjlen SlBtl^eUnng be8 Sßnäfi tonrbe ber SSerf* getoal^r, ba§ eine 
t)on il^m angenommene ® etool^nl^eit , bie (Snbf^IBe jene« SBort« 
mit einem g ju fii^reiBen, in ben 35rn(f üBergegangen ifl^ 3n 
ber jtoeiten f)älfte (^on ©. 169 an) tourbe atebann bie getoi§ 
richtigere ©d^reiBart abo|)tirt (S« lann toegcn biefer Ungleid^* 
l^eiten toeber ben fleißigen nnb anfmerl[amen @efter noc^ bie 
Dfficin dn Sortonrf treffen* (Sinige anberc SerBefiernngen pnb 
am @nbe be« SSu^S angezeigt. 
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Qnhiidf glattH bcr fßtx^. ^xtt ncd^ eine IBemeadEuttg in 
S3egte]^ttng auf ^ie in §« 34 Bd^onbelte SInfgal&e nt(4en jn mügen. 
(Ss tft bafetBfl bnt^ stoetntatige Ontegtation bie ®(et(i^nng 

<ia7=^~-7^^l — :7-xdp ober — lLL=2ap + 2b 

gcfttttben toorbcn (@cite 135) 2Kan l^ättc jid^ aBcr, tocil V 
ton a? unb y frei ifl , jireng genommen an bie aögemeine ®tei* 
^uug (1./9) bc« §. 30 l^olten foUen. ®a 

ifl/ fo rebuctrt [läf bie genannte ©leid^ung auf 

toa« mit bem oBigen Siefultate ibenttft]^ toirb, foBatb man c, 
= — 4a , C2 = 46 fetjt S)urd^ bief e SSejugnal^me auf §• 30 
tourbe augenfd^einUd^ bie Sleci^nung aBgefärjt Sorben fein. 

SRaröurg, im 3uni 1864. 
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SJott bctt ÄÄtiatiottcn ühtxffanpt ($. i U9 $. 5). 

ernanittflcn unb guttbatncntallcl^rfdfee §. 1 bi« §. 4 . . ' . . 1 
Uebctjt^t ber in ben fofflcubcn 6a»)itetn burd^jufüj^rettben Unter* 
fudjuitg«!. 8. 5 9 

Son bctt SSariaticitcn bcr 8(u«btü(fe, toortn Functionen einer 

cinjigcn Snbe^jenbentcn^ jcbcc^ leine Sntegralien \)orIommen* 
. 6 m %. 22). 

«attattonen Don U == FC^r, y, g, g, . . . 5, g, g, . . .) 
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txfits €üpittl 

$on ben Variationen öierl^an:)»^ 

§• 1. 

2){e gatijc it^xt t)on ber SSiffercnjtal^ unb Sntegralrc^nung «nb 
beten aniöenbungen auf geotnettifci^e ©c^cnfiÄnbe ^U jl^ an bte SSor*^ 
Rettung fc^, bop baa ©efej ber ?tb]^dngtgfeit unter ben öerfd^iebenen 
SSatfaHen, alfo tie gorm ber Functionen, ntit beren 'SJlfferenjialien man 
rechnet, wdl^renb bed gangen SScrlauf^ ber 8ledj>nung ungeänbert Bleibe. 
6^ giebt aber Derf^iebene SCrten t>un ^Problemen, beten Sel^onblung er^ 
forbert, ba^ man jene SSorfJeHung aufgebe, unb bte gorm ber in htm 
EaltuI bortommenben guncticnen felbji aHmfil^Hgen SSerfin^ 
bnungen. unterwerfe. 

Um fl^ ffier glei^ Slnfang« tintt^ Scflriff tjon ber S5ef(^ajfenl^cit 
fol^er aufgaben gu ma0)tn, »etc^e bte Slotl^wenbigfett mit fld^ fül^rcn, 
kic gorm einer gunction aU ebbäfi ttnbeftimmted unb Seränberttd^e^ auf^ 
{ufa^ett; betrad^te man eine^ ber tn ben Slnmenbungen ber 3tttegralre(^^ 
tiütig auf geomelrlfd^e JJragen botfömthenben attgemelnen Stttegralien, »ie 

jydx, jdx \/^+% tt- bgl. 

SBenn l^ier y M eine befKmmte Function t>on x gebac^t mirb, unb 
rmn man in Fig. i) 01SL = a^ UK^ßs Olü^h KB = t; fe^t^ fo 

tottb bÄ3 SntUötal f ^ V * "^ ^ ' ^^^^^^ ^ i»iW^« ken ©renaen 

ar = a unb df = f jeuommen »irb, We fiÄnge bed Sogena AB anqiAvM 

1 



I 

I 
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®fttn mttt aber y = /(a?) nl^t itt gönn m^ flege&m ifJ , f ottbent 
gefragt wirb , »ie bitff Function yt^) befcbaffen fein mäße , bamit ber 
jwif^cn ben gegebenen fpunften A unb B gelegene Sogen ein SRinimunt 
»erbe; fo innren mit bie unenbli^e üRannigfalHgftit aUer mdglit^en^ 
)mif(^en A nnb B ju {iel^enben 6nrt>en in ®ebanlen t>oruber gelten la^m, 
nm baraud bie t>erlangte audjnfucl^en , nnb e^ ift, »il^renb wir )>on einer 
biefer Suroen auf bie nid^ftt übergel^en, ni(^t ber Sertl^ ^on x^ fonbrm 
bie gorm ber gunction fix) ba« Seränberli^e. 

^er Snbegriff berjenigen ?el^ren, weld^e ji* auf bie Slenberungen 
im ©efeft ber unter ben SSariaUen ftattfinbenben 9lb|fingigleit bejiel^en, 
bilbet ben @egen{tanb ber IBariationd:^9t ed^ nun g; ^e giebt ballet 
bie 9(nn)eifung gu einer ntetl^obif^en 9[ufl$fung fold^er Probleme, mie fie 
fo eben angebeutet worben finb. 

S)ie gorm einer gunction mag nun gmar ni^t unmittelbar atö 
eine @rd$e erfd^einen, totld^t einer numerifd^en QefHmmung fdl^ig mire 
unb worüber ficb red^nen lie^e« $lDein man bebente, baf umtn an bie 
©teile ber gunction /(a?) eine mt^x ober weniger J)erf(^iebene gunction 
F(^) fl^f^^t ^)ib ^^^ Slrgument x irgenb tin beliebig angenommener 
Sertl^ ertl^eilt wirb, ber gugel^drige äBertl^ t>f>n y, ngd^ ber @tei(^ung 
y^=zY(x) bered^net; anberd werbe, aU wenn mw^, jwif^en y unb arbie 
©leidjiung y=^f{x) ©tatt flnben lie§. 2)iefe SSertl^inberungen 
)»on y finb offenbar einer numerifc^en SefUmmung fällig, unb bur(| {ie, 
ate SSirfungen ber 9(enberungen' ber gunctiondformen, werben biefe letztem, 
ald wirfenbe Urfad^ea, auf äRafi unb 3al^( gurüdtgfffil^rt. 

3m @inf(ange mit bem Avx ®efagten warben wir ballier, um eine 
®ruttblage für bie tl^eoretifcbe Unterfu(|ung )u bilben, nur barauf liinjui^ 
beuten l^aben, ba§ jeber Uebergang oon einer gunction gu einer folgenben 
geänbeiten gunction baburd^f angezeigt werben lann, ba§ jur erftgebai^ten 
gunction irgenb eine gweite abblrt wirb. 

^tnn ed fei urfprängHc^ 

wobei mm, ym etwad befHmmted ))or Saugen gu l^aben, y aM bie Drbv^ 
uaie einer &we ben!en mige. äSenn man nun w^ biefer fortfd^eitet 
^ einer mebr ober weniger geSnberten gnnw 

Y = F(^) 
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« 

Y = y + [F(a:)-/(a:)] 
»«bei [F(a?) — /C^)] irgcnb eine guncHon t)Ott a? t)otjieDt. Sejeülitteit . 
»it Wefe bUT^ /^y? fo ifl 

uttb l^ier Knnen wir ry ^^^ enblid^e SBariation »on y ixtwxtn 
(analog ber enbll(|en 5)iffereng -^y^ »eld^e efnem enblic^en 3^vc(ociä^\t ^m 

^m, fann aber- au*, «in t)on ber urfprnnglid^ gebac^ten Function 
f(x) jtt einer gtdnberten giinction Y{pc) iiberjiigel^en ^ ' noc^ txwt anbere 
Setra(|tung5tt)e{fe ju ©nmb'e legen, weTd^e weit nutlic^ere JDienfle leiflen 
wirb, weit wir babur^ in ben ©taub gcfefct werben, bcn erwal^nten Ueber^ 
gang öon einer Function jur anbereit c o n t i n u i r I { ^, n\6^x f^3ruugwcife, 
ju bewerffleHigen , fo ba^ xo\\ ju unenblt<^ fleinen ^^xxoiixtixitix 
gefSl^rt werben, wel^e ben Sifferenjialien ju öergleiti^en flnb, unb welche 
\Xi tben bem SÖlafie eine , fruchtbarere ?lnwenbung möglich xxi<ii^v\f \x>\t ber 
@ebran4i ber Differenjtalten ben ©ebrau^ enbllc^et S)ifferenjen übertrifft. 

@^ fielet nfimlii^ lein «^inberni^ m 9Bege, {i^ eine fold^e Function 
s>on X unb einer gan$ unbeflintmten , fonfl nod^ gar nid^t v^ ber ^%i^ 
nung t^ocfommenben ®r&^e t ju benfen, welche für einen beftimmten 
SBert]^ i^on t, j- ö- für t = ober allgemeiner für t = ÄQ fltfi auf bie 
ttrf<)runglt<i^ geba4)te Function /(ar) rebucirt, für einen anbern aöertl^ 
aber, j. 8. für t = Äi flcji in sxM gegebene jweite Function Y{pc) \>tu 
wanbelt äBenn {. 9. 

yCor) = ^5^±3f? „„,, F(^) = blog (^1) 
feilt foBtf, fo würbe, bie Function 



füt t = Ai in ÄlQ")=F(^) 



»a0 ntan immer ben beliebigen , iebod^ pofitiD gebauten (Srpönenten f$ 
unb V für SBertl^e beilegen mag. 

$lud^ liefie ^i^ eben biefed SBerfal^ren gebrauchen, totnn ea fid^ 

1 » 
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bamnt ^anbcltc; ß.x) in jwel ober tne^r «etfc^tebcnc ^unctfoncR 
^i(dr)^ F^ix)... äberse^cn )u lafen; j. 6. W Function 

(t - hfÜ - k^Y fl » H- aar' I (^ ~ ^o^'^* ~ *»>* h\f^\ 
(*o - *i)^(*o - *2>* * X "^ (*i - Äo)'(*i - *2)** *** V a J 

gieW für t = *o bit guttction ^ = /[«) 

1 15= Äj „ „ a Are Sin — r— = F2(^) 

xoat xaaix aviS^ immet ben ItXitUitn, jebocfi ))o{it{t> geb^M^en @;))onentcn 
X, fi, V, n, Q, a f üt QQertl^e beilegen mag. 

3){e l^ier ie{f))ield»c{fe aufgefleüten Sunction^formen tufttben ou^f 
ito^ brau^i^af ftin^ »enn eine bet ä^^^I^^ ^o; &o ^2 < • • filri^ 9^0 fein 
foQte; nnb ba ipit bei ben felgenben Unterfui^ungen fortodl^renb an^ 
nel^men, ba§ für t =5 bie ^bejlintntte; obwohl anfangt nnbelannte Function 
f(x) ium Sorf^ein tummt, wtl^t einer jut SSatiationlre^nung gel^Mgm 
Aufgabe (§. i) @enige leiftet, fo ntjfge glei^ l^iei mttic k^ bie fftuU ge^r 
ba^t »eiben; n^vetri^^ k^, k^, A3 . . . anbete )>cfiti9e pbet negatii^e Z<i\fitti 
»orffellen. 

Sejet^nen mir nun allgemein bur(|^ 4>(;r> t) eine Sfnnction t>on 
f o^et 9ef ^aff en)^eit , ba$ bie gorbentn^ , fie foHe balb biefe balb jene 
@eilalt dMntl^vxfXi, bur($i ^erf^^iebenc Sertl^ ^m t befriebigt werben lann ; 
fo »itb ein conttnnirli^er Uebergang t)on f(jxi) in anbere Functionen 
Fi(:r); FgCa:),. babur(i^ l^erbeigeful^rt »erben, baß mir t in Ckbanini 
burd^ aOe smifd^en (y, k^, h^ vl. \. f. Regenben ^ai^Imertl^e |inbur^gel^en 
lagen. SH^bann be^^t alfo , uvx bei bet oben Uw^itn geometrif^en 
Slttffapung ju bleiben, ffir afe tßunfte bet urf))tibtgl(^ gebadb^tn Surt^c 
bie Sleic^nng 

nnb bie nnenbli(t) IleiMe 93«riation )>on y ifl niii^tö anbered a(d bad nac^ 
t .(j,e,npnimene ^(jirtieHc ?Eiffer«njial - -. ^.^ ■ dl, fo {eboc^^ ba§ man nai^ 

^«^fw^rter IDifferwitation in ber, guttctlpu ^^ flbwtt ben ffiert]^ 
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k^r*=0 an bie SteHe Don t {u fef^fit ^at, ha Ut g^ü^fc Kfidtbfii^ 
Reine dnwa^d t^on y f!^ ftegeniDdrtig ottf benienigeit SBert^ btt %rmdkm 
0(jx!, X) ltiit}iif welker bem BefUmmten SBert)^ bet inbepenbenten äSatiallen 

t = *o = gugel^ört. — ^terbur^ »irb fld^ öffcni« — ^^ in Irflenb 

* * 

eine guncHon »on a? Demanbeln, »efc^e »ir bnr^ f ^f^ j t)orf!eltett 

Umtfen^ a(et gtSfertr ^rje tDe0^ im golgenben gewSl^nlid^ bm^ i2(4?) 
iegeic^nen n^erben^ nnb xotlS^tt ixx ber Stege! eine ^ani nnlbefltmmte 
$orm tft @ebanlen ibeignlegen fein mttt, ba Bei aDen SCnmenbungen bed 
SBatiationdcaffidd niemals eine I^eftimmte ^nnction F(:i:) gegeben fein 
»itb , in »el(^ bie «rfl^tfingWci^ gebo*fe gnnction JXx) übetgel^en foff, 
ba alfo ¥{x) felbfi ganj ItW^^ angenommen m^ben foitn*). ®^ 
»ötbt; nm bied an einem einjigen gong einf ad^en Se^iet }u edfintem, 

eine gnnction i^on a? nnb t fein, »elcjie für t = in /(a>> nnb ffit t = * 
in F(j?) iibergel^t 3)ataM^ folgt 

nnb l^ier i^, fo lange F(:r) miOtftl^dit^ gebadet? »erben bavf,' anc^ i}(^) 
»HUnltli^ ann^miar. 

Ue]6i^en^ mürbe e^ a\x^ eint aSjn enge SMffdfiuiig. fein, tovm 
man fl^ benlen woKte, bie t>ariirenbe Function <b{x, t) fo8e ivc anen 
g&Qen amf bie t)orl^in erHarte 98eife gebilbet merben* S)ent> »ir l^atten 
iene ®eftott «»n <P(^^t) nur beif)>ieldmeife ienütt; nnb e9 liefen fl^ 
no$ mand^ onbere , unter Umßit^en fogar weit Bequemere SSbung^^r 
loeifett erftnnen. 

äSetm g. 8. eontinnirtid^ flbelv^ fo {tonte man 

gci^en folfte in anne|»mm 

/(ir)=:ar» F(a?) = (ar + a)P 4>(af, t) =ä (af + ot)" 

/5Ä)=aa?"' F(ar) == a?»+»^ <&(a?,t>=äa^-^»* 



■I« p» M i il « I I «»« 



^ fBilJ iebo4 koegm gfwlflte^ Sifiie&ifeti^ i itfl ll. 
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unb babf i ia9 Slroument t t>on t = bi^ i = 1 warfen laf cn. Unb 
um au^ w>^ auf btc aSatfatfoiien ber guncttone« öon jwci 3ttbet>eTU 
betitelt, z==f(a:,yX ^*"^w ®H^ J^ iDerfen, fo »firbe, »eittt j. ©. 

5 •=zf{Xf y) = a Cos a? Cos y 
conti nu{rlt(^ fibergel^eii foJIte in Yix, y) = (a-~e) Cos(ar-]-y)^ ehua 
öngenonittiett »etben fSnneu 

<^(^; y/ = (öf— et) [Cos a? Cos y — t Sin x Sin y\ 
unb babei bem Slrgunient t baffelbe ^nten^aO i>on D^uE bid 1 angu^ 
weifen fein* 

Sir mcHen nun ^on \t%i an eine fol^e unenbli^ Keine ^(enbemng 

einer gunction y=f(x), wie fle bur^ Ä(a?)(it = r — ^^^^t ^ «*«« 

batgclieHt worbcn ijl, fci^Iec^tl^in bie 93aj:iati;)n »cn y nennen, unb jw 
gofgc ber öon Jagranje eingef liierten Segeiifiimng bur^ <yy onbeuten, 
fo baß alfo ju 

fofort bie äSariation 

(Ty = i2(ip) di 
gel^Brt, wobei fi(a?) eine unbeftimmte Function t)Ott a? DorjieDt 

gemer foH bie tjotl^er befprod^ene 5wwrt*«>w ^i^, t), au« weld^er 
burd^ bie ^nnal^me t = baö anfänglich fleba^te f(jc) gewonnen wirb, 
bie Jjariirenbe JJimdion^ imb bie unbeftimmte ®röge t ba« Saria^ 
ii^n^ax^Vimtxii Igieigen ; bie gunction f(jv) aber werben wir , je na^:^ 
bem e3 ber ©ebanfe ju forbem f*eint, bisweilen bie Function, wel^e 
Dariiren foU, bisweilen bie »ariirte ober au^ bie urf|)rünflli(^e gun^ 
ction nennen. 

, Uebrlgena wirb man m^ ben l^ier entwideöen ©runbbegriffen bcr 
Sariationdred>nung , weil e« bloa barauf anlommt; bie eine ober anbere 
in ber UnterfuAung i>orfommenbe gunction /(je), um il^re Variation gu 
erl^alten, ate einen befonbern gaU einer allgemeineren gunction ^(x, t) 
gu benfen, unb biefe le^tere nad^ ber Sariabten t gu bifferengiiren , gule^t 
aber t = gu fefcen, ol^ne SÖeitere« erfennen, baß aUe für ba« SDifferengiiren 
fejljiel^enben Siegeln mi) ffir ba3 aSariiren il^re ©ültigfeit bel^atten. SÖc« 
aber bie ber Dariirten Function f(jc) gu @runbe liegenbe Snbe^jenbente x 
anbelangt, fo bleibt gwar, fo oft wir t)on y==/(x^ auf ben gefinberten 
3Btttf) y-^-Sy fibergel^en, jene ®r8fie gänglii^ unbejtimmt unb ifl alfo 
beliebiger SBertl^e filzig, jjebenfaDd aber wirb man biefer Starioblen, wo 
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flc in (v-j-St/) ober in 6y ootfommt^ eben benfefben Wtt&f betjutegeu 
l^eU; mel(|fen fie in y felbft bt^ai, n^ofern nic^t etwa, mie ba9 im fünften 
^apM bei ben fogenannten gemifc^ten Variationen gef(|^el^en witb; and^ 
ixütRid) ba9 @egenil^ei( l^ieft>on oorgeff^rieben »etben foOte. 

§• 8- 

Um biefe Segriffe meiter burcf^ geometrif(|»e 3(nf(^ammgen (u e^- 
I&utern^ »eifen toii no^^maU auf biejenigen Probleme ll^in, melcbe bereite 
in %. i. angebeutet worben, ). 9. bie Aufgabe, butc^ bie beiben gegebenen 

spunKeA j "^(««^B j H { biejentge guröe gu gieljien, »eichet bie 

<Sigenf(^aft {ufornrnt^ ba§ ber Sogen AB bie fnr^efle Serbinbungdlinie 
jwifc^n A unb B barfleOt SSenn I^ietbei OP (Fig. 1) eine beliebige 
Sibfdffe = X ttttb 

MP bie juge^irige, nac^ ber ©(eic^ung y ==/(^) {u bered^nenbe Orbinate 
aber ^P n n n tf w Y = F(x) if t, ^ » 

iijt, fo mirb, infofern wir uiid ben im t)or. $. gegebenen @r{Urungen gu 
$o(ge bie Function F(^) ber erflgebad^ten /(x^ ft^ unenblic^ annAl^ernb 
beulen , bie oerff^minbenbe S)ifferen) M^ eine anfc^auli^e 3)ar{tenung 
^en Jy = Y — y fein, kDä^renb bagegen, fobalb mir un^ bie enblt(^e 
2)i{fereni PP' im 3#^t(b^ ^^^ unenb(i<^en Sibnel^mend , uimlid^ = dx 
beuten, bie t)erf(iminbenbe S)iffereni M'R bie anff^auli^^e ^ax^tUm^ bed 
qttoi^nUä)tn ^Differengial^ dy bilbet. 

@benfo toirb aber id bem unenb(i(|en $(bne]^men ))on PP' bie 
JDiffereng ßiH in ba« SJifferenjial üou Y namlli^ in diy-^Sy^ flber^ 
gelS^en; nnb l^ierau^ lApt {{^, ba M'^' gugletc^ bei bem Uebergange ))on 
ber 6urt>e MM' gur gurt^e ßißi' aU bie Variation ber Drbinate 
M'P' ^=y-\-dy aufgufaf cn ifl , * eine febr wic|)tige Folgerung gleiten. 
3Jlan gelangt ndmlicf^ burc^ biefe Setra^tung guoorberfi gu ben @(ei4)ungen 
^T' = M'F + fliW = (y + dy) + i(y + dy) 

j»'F= Y + rfY =(y + *y)+^(y + *y) 

alfo ift, ba bie Variation einer ®ummt offenbar au^ ber (Summe ber 
Variationen ber ©ummanben befleißen mufi, 

y + dj/^iy-^idy — y-^iy-^dy^dSy 

motauf 

diy = ddf/ 



S)ie geometrif^e Scbeutunfl bec ®r<|e (2^ »if bc fein V!§K — Mjijl, 
bie e<beutuit0 i^ou d^y aikc JIH — M'S, unb birfe Siffereit) ifl flld# 

aRan ^tma^ aber biefen £e]^tfa| aud^ but<| tdn anal^Hf^ie ®c|Uif e 
)tt ibcmeifen. galten mir und nfimllcl mieber an bie in S- ^ erUitierte 
SorfteOun^ unb benlen und tint ^axiixtxiit Function ^x, t), metd^ für 

t = fU$ auf /(a?) rebuclrt, fo'ijl 8y = (^^^^\ dt = Q(x)di' 

Unb ba (y -{- ^y) ^^ ^'^ ^^^ ®^U^ ^^ C^ 4* ^) {ttfantmengel^rt, mte 
y mit or, fo müflen wir ganj d&mfo feften 

<r(y + dy) = fl(ar -f- (ir)dt 
bal^ mirb 

*(J/ + ^y) — *y = [i»(a? + ete) — Jl(ar)]rft 

= düix)di 
alfo 

Snbtm man aber bie S^Iei^ung (^ ^^aix)di unmittelbar nai|f » bi^fe« 
rengürt, ml^AIt fi^^ (ft al0 ein conftanter gactor^ melci^er nur betoititt"^ bap 
dy unenblii^ Rein wirb , unb ed ergiebt ^^^ 

dip = dß(jc^*dt 
alfo ift ~ 

<Wy=»cfrfy 
wad gu beweifen war. 

Unmittelbar l^ieraud folgt weiter 

i(py = rfd(rfy) =s dcf rfy = ddiy = d'rfy» 
l^ierauf 

<rd3y _ id((Pt/) — didhf =r dcP4y= d^iy 
unb weil man ofenbar beliebig weit mit biefen ^ifi&^txi Jortfal^ren 
(ann, allgemein 

§• 4- 

@d ejriflirt ein Sel^rfafe, welcher bem im t>or]^erge]^enben %. in Qetttff 
be6 S)iffereniiiren0 ber SJariationen geleierten gan) analog V^ ^ä) aber auf 
bie ISiiufig l^intereinanber folgenben D))erationen bed 93ariirend unb 3n^ 
tegrirenl bejiel^t. 

äSenn wir nSmlid^ unter W eine fowol^l ber O)>eration bed SHff^ 
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tmijtixnt$ wit U» Soriiifitd gn tmteimetf<fiibe gltmctien botfeiv fb ift na^ 
beut iwn $. diW » iTc^W mraitf mittelp ^nte^tatton 

|«MrgdptL Unb locmt man [tit mdtt W rinett Smtfgralandbmd, ttm 
W«= JPrfar, ober W = J(P*F + 0^) «. f. f. fiki^aupt W 5= JTI, 
Dtr^t^ fo ba^ <fW = ü »dtc, fo l^t man auf ber ®tdfe 

rfj ü = /ittJ. 
3){eftf Slefuftat ^mntt ä&tigen^: au^ mü bem befamtteic ®a6e bet 

3ntefltalrcc^ttunfl, »onati^-*^^ — = j-^^ ijl, utereia, weil 
cinetfeitt rfj ü&r ^ ^— dt 

anbrntfet» cfü *= ^dt, alp. JiMdx =^ä • f^dir 

i^, foBalb man tta0 bep ttt Septg auf t an^gitffil^rntbeit SJiffevritiiotiott 
f 3s ma^t 

IBte l^oBen ifti^ l^ietl^er mtr btetmigfa SSattationm in'd Stuge fle:^ 
faft, r^t man na^ bem 93otgange neuetet, vccx bie Safiation^itc^mtg 
»erbienter ®d^d{lfteOet*) unmittelbare nvxnm lann^ nnb mel(|fe ba^ 
bttc^ cnt{le]^en, baf fic^ bie ^orm einet \wm ni# HAmnten , aber bo(^ 
tiefKinmt geba^^ten g^ncticn fix) nnenbli(| wenig Anbert ; bicfelben ^fcibm 
Wb gform fl(^)dt, wobei fl(;r) eine ganj wiOffil^rliii^e Function bebentei 
97an^ wirb aber im Sorond lei^t efnfei^n, baf f{(^ wegen ber ))SQigen 
BnbefHmmtl^eit ber Functionen i}(:r) an9* fol^^en nnmitteCboren SSatia^ 
ttonen leine weitere Stefultate werben gewinnen U^tn, unb* in ber ^O^i 
flnb t» and^ Sei ben Stnwenbnngen be9 SSariation^caltute auf geom^fc^e 
SIttfgaBen i^orgug^ weife bie fogenannten mittelbaren 93ariationen , au^ 
benetr man mit «i^älfe weitem O))erationen bie ivfvx 2i^^\t ffi'l^cenben 
@^Iä$e iiel^t 9tell^men wir m, e^ fei ü eine gegebene Function bet 
Sariablen x, y unb e^ foHe bovin y al$ eine befiimmte, iebo4» ber $orm 
nail nof^ unbdtonnte Function ^on x, n&mli(( y:=sif{x) gebatikt wocben, 



*) C^Qi lt%it »om ($r5$ten unb JCletnflen. SSerlin 1S25. p. 89. Strauch 
in Griinert's Archiv Vi%. Iltp. 123 unb iii feinem grSfern S03erFe ^^Tlieorie und 
Aitwendoni^ des Yadationscaleols'^ (Xfifrich 1849) S$. F p. 97'. 
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f Mft ben »otj^erge^enben ff. )it golge y ss /)[«) bie ttnmittenate 
IBatiation iy = Si(x)dt }u; aber babun^ baf man in bet gc^Aenen 
Sunction U bie SSariablc y in y-^iy übergeben Uflt^ o^ne an x etwad 
}it Anbent; »irb offenbat U felbfi irgenb eine unehbHc^ ffeine Xenbemng 
etfal^ren, unb biefe foD bie mittelbare Variation ber Function U 
genannt »erben. Sie mirb nbrigend ntittetfl Sorfej^nng beffelben S^nu 
tpU d, alfo burc^ ifU begeic^net. 

0erabe fo Derl^fttt e6 ^ an^ Kn ben i^etmidelteren gftKen, i9o U 
eine g e g e b e n e Function t>on m e ]^ r e r e n aSariablen, alfo etwa U = F(ar, y^ s, 

P, 9.,^--^ ifl, «nb »obei y, », jp, g, fdmmtlltb ött gewlffe^ xcm^ 

mol^I ber gorm na^ yxxSd^Mx^ Functionen oon x gebaci^t werben foDm, 
ober ani^, wad )ieml{(|f baffelbe ift^ wobei y unb s unbekannte Functionen 

dy dBhi d% 
t>on X, bagegen i?, ?, »J .... bie ©itferenjialquotienten -^, ^, ^ u, f. f. 

oorfteDen foKen, SUdbann etttf)>re^en ben aSarioblen y^ S/ P; 9/ . • " • • 

bie unmittelbaren SSariationen iy, i%, dp, dq, ; unb fobalb man 

lene Sariabien gfeicbgeitig in 

y + rfy/« + rf«, p + rfp, ? + *?,, -. 

Abergel^en Ufit, fo erleibet U Am mittelbare 93ariation, wel^e ebenfaE^ 
bur(^ JU gu bqeic^nen fein wirb. :|| 

Sfn beiben FMen aber oermag man leicht mit «t^Ife ))on brannten 
Gdben ber ^ifferengialrecbnung bie IBariation JU bur^ bie fceilid^ gang 
unbeftimmten {Variationen Sy, i», dp,.. .. barsufteHen. SBir werbcik 
biefe Unterfui^ungen in bem folgenben (Sa)>iter buv(|ifö^ren ^ wobei wir 
an ber Sorau^febung feftb^Iten^ bafi U ein gegebener 9(u9brud )>on x wxM 
ben no(^ unbelannten Functionen y, p,...%.. biefer 3nbe))enbenten fei, 
welcber fi(|^ alfo in tint gang beftimmte Function ber einzigen Variablen 
X oetwanbelt, fobalb man fär jene MVibdaxaAm Functionen befUmmte 
unb ber 9latur einer t>orgeIegten Slufgabe entfpred^enbe 8(udbtä(te gefebt 
]^at ICiefe 33oraudfebung trifft aber in einem gewiffen @rabe wx<^ ju 

bei 3ntegralaudbrii(len wie U= X^i^, y, j-,*d^] benn ob^ 

wol^I maw l^ier bie angejeigte Integration unmiigli^ beginnen lann, fo 
lange mm bie Sefcbaffenl^eit i>on y=if(x^ ni<bt fennt, fo würbe bo^ 
umgefebrt, fobalb y=f(x) belannt ifl, au^ U eine gang befHmmte unb 
totnn wi^ Don ben miill^tn .^inbevniffen ber Integration abfeilen , f ogar 
gegebene Function ber einzigen Sartablen x fein. S)al^er werben ton 
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I 

im btttien unb Dietten fSapM bie SatiaHonett feiger 3ntegra(audbnide 

@o wie toit aitt bi9 l^ictl^ Functionen einer einzigen Sariablen x 
in ben 3uft<>nb ^^^ S^ariiren^ t)etfett l^aben; fo tä^t flc^ au4» bei Functionen 
t^on mei^reren Variablen berfelbe $n>cep wieber^olen^ unb ben 
hierauf be)ögli(|en 9iefieln mSge bad fe^fie (SapM gewibmet fein. 3m 
fünften bagegen werben wir ben gaS betra^^ten, bag -außer ben gu 
i^ariitenben Functionen ani^ nt>^ Oleid^ieitig (Statt finbenbe 9(enberungen 
ber inbe))enbenten SSariablen in Steil^nung gegogen werben mäßen, woburcf^ 
man auf bie bereite erwdbnten gemifc^ten SSariationen geführt wirb* 
UeberaO aber werben wir nac^ t>orau9gegangener @ntwi(fe(ung ber be^ 
treffenben ^otmtln fogIei(|f bie 9(nwenbung berfelben bei Unterfu^fungen 
über ba^ Vlaximnm unb 9Rinimum ber Functionen erldutern, ba man 
bie SSariationen nitbt fowol^i um i^xn felbß wiDen^ a(d wegen il^re^ @t' 
brau^0 iü ber 3tuf(6fung t>on berartigen Stufgaben gu fud^en p^^t 



^atxatitntn bex ^ni^tüit, in benen S«ttcttoitett 
einet einzigen ;3^nbe^enbenten, jebo^ leine leiste« 

grnlien botlommen. 

§• 6. 

L SSBtir beginnen mit bem einfa^ften %aUt: e6 fei ü = F,(a?, y) 
gegeben, wobei y eine oariirenbe Function Don x Dorfteilt; man foQ bie 
im vorigen %. erlldtte, mittelbare SJariation <fU barfteOen. 

SlufUfung. 9la^ ben Doraudgef<i^idten (Stfldiungen ge|ft U in 
U -f <^Ü über, fobalb man fiberaH in F(:r, y) bie Variable y in y -f rfy 
iiergel^en lifit, b. 1^. fobalb man ba9 Sariation^argument t, wel^e^ aber 
ttitgenb« in ¥(x, y) ejcplicit Dorl^anben ifi, fonbern nur imi)Iicit in ber 
J^ariirenbett %unttim y=9(x, t) gebac|t wirb, um ein Dijferengial dt 
iund^men Mßt unb bann t = febt. 66 ifl bal^er dV ni^t6 anbere«, 
ab bad na4^ t genommene Sifferengial Don U^ infofem blo6 bie in F(^^ y) 
erfd^einenbe Variable y att variabel unb felbft wieber att F^^^^i^ ^^^ ^ 
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g(te(^ wixti. Snbcm tnoti mm Vi», y) tM wmI y biffiioilti^ ct^ 
man (^)^ «nb bo ^tM dy (jU {(^iebtutenb frfn foll mit (^^— l <», 
f* ^ 

b. ^ 

CO «J=f<^y 

IL (S^ ^ nun, ttm fofileii^ aitil km tüficmciMcrK 9aH gu ^ 
l^itbcln, U iigmb eine gegibene guitcttott bea IBaiitfHcn ;r^ y, s «nb 
bei S){ffmn}{aI(tuottmten 

^-„ ^=a ^-r 

ds d^ ^ 

di~^ dx^~^ dx^~^' 

loobei alfo y unb s aM iwlft, mimo^I no^ ttnBefHmmie ^uncHonen 
bet 3nbei)enbetttett a?^ n&mlii^ y=/C^) «wb » = f(a?) gebad^ lottben 
mdgen; man t^erlangt bie mltUlbaxt Satiation «fü. 

SlttfUfung. 9lel^mcn toic an^ mro a:]^atte bur^ S){ffnm){atiott 
bet gegebenen Function 

ü=F(dr, y,.Ä j,.- ^ ^ i|..) 
eintn Sludbntd t^on ber %oxm 

mobei M, N, P*. 91^ fß.. lauter beflimmte unb gegenm&ttig fogor ge^ 
gfbene Functionen bec in U etfd^einenben QSatiablen x^, p, p, qj^^. Zjp,(\.. 
nAmli^ bie pat&tSm S)iffeteniiaIquotienteii )>pn V iMstflcilm, fo boi 

^ dO « -. rfü WT 

i^. 9hm ifl abet ber feßgefleDten l&efinition )}t gtftfge ^ü ni^t^ anbeted^ 
aU bad' eteet unenbli^ Keinm ^lenbentng ^tm i entfj^re^be 3>iffe(en){al 
twtt U, fobalb na<^ audgeffil^ttei S){fferensiation bem Sariatfen^Tgument 
t ber Settl^ t «= beig^gt »iib« Unb obmol^I in bem füt U gegebenen 
KMbntid! biefc Satioble t gat ni^ c^^litit t^oil^onbot ip, fonbein vm 
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implMt, tnfofent bie in ü erfta^einenben fB^tialUn y mtb t nci^ i^rcn 
Sifferntjiotquotieniett al^ ^unctiDnen 9on t gebaut metben foDen; fo M$t 
f!^ benno^ bet in Seiiel^nng auf biefcl t genommene S)iffeYeit)iaI<)UoKent 
in entoidelter $omt barfieDen, fobalb man nur befHmmt }iaif xocA cM 
jenen SJariaUen y, %, p, ^, q.. l^itt gebauten Slenberung )»on t in 
t-f^t entfiel^en toitb b. ^. fobalb man übet bie tBariationen biefer 
@rd{len im Steinen ifl. 3>enn übet^an^^t, menn 

gegeben ifi unb wenn bie 9(rgumente x, y, v,. biefer gunction fimmili^ 

Functionen ber SSariablen t )>orfleIIen, fo ba§ 

^ = 5P(t) y = i^(t) r = x(t) u. f. f. , 

i^, fo l^aben roix, tnbem loir nun u felbfl aU J^unction oon t anfeilen 

du 
unb ba« totale S)ifferenjial bur<^ du = -^^(11 oorfteflcn, um t9 oon bem 

dt 

du 
l^attieHen S){fferen}ial^cft^ bei beffen ^erieitung man blod bad in 

g(t^ x^ y . .) tx)fiMt t^oil^anbene t im ?luge 1)at, gu unterf(^elben, 



än^pt+^9'im+'^^xm+~xxm-^.. 



ober 



[dUj,dudx.dudy^dudVj, "i 



!Ea nun in unferm obigen galle bie gunction lJ = F(a?, y, p,..»,p. 
loirKicl^ blo0 in fo fern bilferenjürt toerben foll, a(9 {ie innerhalb bet 
gunctionen y, z, p, )).• bad $ariationdargument t enteilt, unb ba 

//IT 

l^ierbel einerfeit« fein |)attieller a5ifferen|ial(|Uofiettt ^ mjgfi^ i^, anbe^ 
rerfeltd au^i bie 3nbe)>enbente x att unabl^ngig t>im t betrachtet merben 
fcB, fo bttfl ^ = i?} fo »to 

Sobalb man aber jett beut i^riation^atgument t, oon melt^em man 
flcäb bcnfen muf, baf e« no^ in ben an^ y =: <t^^ix, t) unb % = <i>2(^; t) 
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cntff ntngenen S){jfmniia(<)itotiimtm 

^ dt 



dz 
dt 



d^y 

dp dx 
di di 


d^ 
dq da?* 

di~ di 


,ds 

dp dx 

di~ di 


dq dx'^ 

dt~ dt 



9 • 



(itt^alten fei, HAttaU bcn SBctt^ t = MU^i, fo flrl^m bie ®r0$en 



^ dt ttttb 



|*|a|«..|^|^,|<«.. 



b. ]^. 



ber {Rei^c na^f tller in 

dV^ iy, dp, Sq.* izj ip , cf q . . 

bemna^ ifi 

Jü = NcTy + P<rjp + Oc^? + • . . 

S)iefe ^omtfl U§t fiii^ jebo(| no$ meitec itmgeflalten; wenn man auf 
ben in S« 3« letDiefenen Sel^tfa^ 9iä(If!<^t nimmt, unb guglei^ bead^tet, 
ba§ bei ber gegentDiitigen nnterfuf^ung bie 9lenbentngen be^ Siaxiationß:^ 
Sltgumentd t toAtt auf x no^ auf dx irgenb welken @in{fup audüiben 
foQen. SRan ffat nimli4^ aMbann 

da? dar ^ "^ dx 

dx^ dx^ da?ä 

tt. f • f • 
uitb in filel^er SBeife 

di% ^ d^i% . ^ 
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wobü taanntUi^ iy bad ißtobttlt einet ^ani itniefümmteit; in f. 2 tat^ 
i2(ar) ibeiei^neten gunction i>ett or mit bem »etfc^minbenben gattoe ^t 
Dorfient^ unb i% naiMii^ eine ganj entf))re(|ienbe Sebeutnng l^aten foD. 
9ta^ (Sinful^mng biefer ®et0e albee i>emanbelt f{^ bie obige gorntel (2) 
fogleti^ in folgenbe: 



S)a bie unmiite(bave 93ariation dy, fo lange bie Functionen ^ in 
meldte y=if{pc) continuirI{(|i ubetgeffen foO, ojfOig unbefHmntt gelafien 
»erben, iebe^mal bur^ bad ^tobuct einer gänjlicf» unbeflimmten unb %u 
liebig onjunel^menben Function üix) mit bem oerfcffwinbenben ^altoe di 

bargefteOt loitb; f o XKix% bie %\h%t ^ • iy \xx StOgemeinen aU eine enb^ 

Xxi^tf aber ^an) »iOhtl^rlicI^e Function oon ^ geba^^t »erben, xotM^t \it\^ 
Ii(^ unter befonbertt tlmftinben fi^^ auf irgenb eine confiante @r(ge rebU' 
ciren Idnnte. Sbenfo enteilt ^yxi^ bie mittelbare 93ariation «fU, mit 
loel^^er »ir un^ im oorl^ergel^enben i. befc^iftigt l^aben, ben unenbli^f 

Hein m^i^tx^tti gattor di Kn ber erften fßotenj , ba «fU mi^ -—^ dt ba^ 

dt 

bur^ entlauben ift, bap man t = fe^te; unb bed^alb fann biefer galtor 
dt au^ att6 ^U burc^ S)ioifion fortgef(|fafft »erben« ®oI(|fe Ouotienten 

^^^ Hi * ^^ ^^ ^t * '^ ^^^^ ^^" ^"^ f^fili^ / Analog ber in ber S)iffe^ 

renjiolreclnung eingeffil^rten Senennung, erfie SSariationdquotienten 
nennen, unb fie foKen in B^tunft bur(|fmeg mit i"y, äV k. bejeii^net »erben. 
5Demgemdp erl^dlt vxon, xovxix U=F(^^ y) gegeben ift, vait im erßen 
gaOe be^ ))orl^erge]^enben f., unb y atö eine nod^ vixlb^vxxcdt Function 
Don X gebaut »erben foO, avA ber gormel (1) fogleici^ . 



w "=(S)'' 



Unb ba maix femer, »enn bie unmittelbaren Variationen iy unb <fs, 
»el^e in ber {»etten Aufgabe bed ^orl^ergel^enben §. oorfamen^ na^ ber 
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mdl^cttb toir cintit conffaintcsi gaftor ^u UffatMn 1)at (SflL 6^ 3.) f« 

Ut ffMfft na^ cYl^oIten wirb 

(Uy = dumot) = di • cMV 

u. f.i f. 

fo I&St ftd^ au(^ aua fimmtlic^en @Iiebeni bet %otmü (3) bcd ooc|)cr^ 
gei^enben S* bet ^aitex dt bm^ S)ti)i^on foiitfd^affen, unb man ttf^&U 
atabann 

«=(f>+(f)t+(f)s+(f)^+-- 



4. f^^j^,^.r^^^+r^^^ 



+ ... 



i^ietibri finb alfo bie itt fßoirettll^efe gefc^tvn (»artidleH >9>{fevni{{al^ 
quotienten lauter flcgetene Stu^brutfe, worin bie SSariaWen x, y, % unb 
augerbem jp^ )^, q, q* .. »JDtlomwert; biefe lelfetem kbeUten bie $)lffetcn:r, 
jialquotienten 

rfy dz dPy d^Ä 

unb »erben freili^ meifientlfeira ^ {umal <m Slnfange ber nufjfutig einet 
SCufgabe, unbelannte, aber bo^ aia befümmbar ^orau^gefe^te Functionen 
tjon IX fein, — bie SSariationdquotienten S'y unb (T* boflegen jieffeH ganj 
»fflWl^tS(^e gttttetionen j>on :» t>ot. 
S5eifl)iel. 

ü = 4aÄ-f-- ^ 1 ' ^j - - .' 

ßeftÄert toJrej fo wfitbe man biefer gunttion bie gorm ö^Ben 
, tf — 4tr» -f SayJ) ^ 4»irp + 252p* — 2»« -^ ö>q 
unb baraua bie ®ett^e ableiten: 
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9Hfo ^ man mit ^Alfe in %omd (2) 

*ü =» 3apdy 4 46(6p — «) ^ 

unb 

J&ieritt mögen y uitb z aU gwnctionen öon ar jcba^^t werben, welche ftci^ 
bun^ anbemeite Sebingnngen muirben befiimmen kfen^ bie ®ri@en (TV 
nnb J'iar bagegen bcuien jwei Functionen »on x an, welche nic^t etma 
nnkcfonnt ^nb, fcnbetn beten äSefen flerabe barfn Befielet, ba^ fie ielteBffl 
annif)miat fein foHen, Unb erfi na(3^bem man teftimmte gönnen bafüt 

mitwommtn If&tlt, warben an^ bie SDiffetenjialqnotienten -t~, -r^, -~ 

befiimmte %mix erhalten» 

UtMgen0 mö^ mit wegen bed jnfunfUgen ®ei^U(^^ btt gonnel 
(5) no^mate baran erinnern, bap bie in biefer gormel wriommenben 
IDiffereniialquotienten 

dS'y d^6'y dßS'y 
dx' dx^' dx^' 

ni^t Hof ate bie anfeinanberfolgenben 5!)ifferenjiaIquotienten ber Function 
ü{x)^=S'y, fonbern axni^f x^vxn man lieber wiQ^ umgefel^rt afd bie 
93anation^qui>tienten ber auf eiuanber folgenben IDiff ereniialquoHenten, n&mli(| 

^.^ j .^ gß^ 



dx' dx^' dx^' 

angefeilten werben lirmtn, wie {i^ avi^ ben ber gormel (3) unmittelbar 
»ormtßel^ben @(ei(^ungen 

auf bef Stelle ergieit, xowx mm AberoII bur^ 3)it>ifi#n ben unenbli^ 
Hein mac^enben gaetor di fortf*afft. 5)iefe anbete auf agung bet in^ (5) 
öotfommenben Diffetenjialquotienten pfi^t fi^ auf bie Srtot^wenWgfeit, bo^ 
xotxin fl(^ bie gorm ber Function y dnbert, ayxi^ bie gormen ber ©iffe- 
reuiialquDtienten jp^ ^^•••* t)ariiren, ober anberd au^gebritdt, ba§ xotm 
y = (P(:r^ t) aufgefafit wirb, aw^ bie m^ biefer ®{ei(^ung entfpf ingenben 
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J)iffcic«jia(quDticntcu -j- , ~^ u. f. f. no(^ na(^ t btffetenjtirt »erben 
fßnnen. 



£er I^au)?tf54^(tc^fte ©ebmuc^, weld^en tnau t>on ber Sattatlond^ 
uc^nung maci^t, unb tDelcf^er eben jut ^udbilbung btefe^ 3!l^ei(d ber ^nali^fld 
btc etgcntn(|>e SSeranlagung gegeben l^at*), befielet batin, btejentge S3e^ 



*) (Sd gefc^a^ t^ied gegen boö @nbe tfd oerfl«fenen So^c^unbevtö burt^ 
(^uUrunb&agcange, Der erjtgenanntc grope ©eometec ^^iXt betettd in feinei; 
i. 3« 17-14 herausgegebenen Methodus ioveniendi lineas curvas Maximi Minimive 
proprietate gaiidcDtes line grofe ^Cnjat)! Don 2(ufgaben gufammengefleUt/ weictie jur 
S3ariation<re4)nung gehören; unb mit benen ftcb t^ei(n)eife fc^on im oorauögrgangenen 
3a(rt)unbert / ^<iX\i nadj) @rfinbung be4 3nfimtejtmalcal!uU / eingetne ^oX^m^iMn^ 
mt bte Sernoutli; mi me^t ober weniger günfltgem Erfolge bef^^ftigt Ratten. 
Stiele ber in Jenem beräumten Sßerfe be^anbelten 2(ufgaben ftnb tiefelben^ beren n>ir 
unö nod) beutigeö Saged gur (Srlauterung bec gu entwic!elnben fiepten oxsl (tebjien 
bebienen, aber bte eon @ulet; bama« angen^enbeten 2(ufl5funggmetboben maren no(^ 
unDotltommen. 3m %Q^t 1764 bagegen etfcbienen t>on ibm in ben Novi Commcntarii 
Acad. Peirup. (Tom.- X) ixoti auöfiibrltc^ere 2(b^anb(ungen ^ n)0bur4 bie ^et^obe 
n>efent(id) geförbert n)urbe: Elementa calcuii Variationum^ morin ec bereite (Se^ 
braucb t>om 3ei4^n cT mOiA^if unb Aualytiea explicatio methodi Maximorum et 
Miriimoruni^ trorin er eines ^wifd^en i^m unb Sagrange über btefe ®egenfid[nbe 
@tatt gpbabten SSnefipedbfelS gebenft. '2iis eine Umarbeitung/ \Xi mancbec JBejte^img 
aucb au (Srwetterung tiefer 2ibbanb(ungen fann man biejenige Darflellung bec SBarta« 
ticnSrecbnung anfe^en/ me(d)e er fpSter (1770) bem britten S^beile feiner 3ntegraU 
ted)nung (lostitut. calc. integr. III. p. 461 — ^596. Ueber{e|ung^ t)on @ a l o m o n 
III, p. asi— 486) einverleibte. Unb einige 3eit barauf (I77l) gab er bann eine 
%^^ox^\vxi<^ berauS; n)orin er fidb bereits ber ^ülfsoariabien t CunfereS ^ariationS^ 
argumenta) bebient. (Nov. Comment. Acad. Petrop. T. XVI p. 36—70. Äufge« 
nommcn in ber ©alomon*idS)en Uebecfe^ung ber Sntcgralr. 5)b. IV. p* 551—580). 

®ie auf biefe ge^ren bejitgltcben erftcn Arbeiten öon Cagrange ftnb in Nn 
@d}riften ber SSuriner Sffabemie (Mjscetlanea Taurinensia) entbalten« 3n einer 
im 3. 1762 erfdbienenen 2(bbanblung: Essai d' une nouvelle methode pour de- 
lerminer les Maxima et Minima des formiiies integrales indefinies C^^^i^^' 1 ber 
genannten 3eitfd}rift) fu^rt er/ mir iiBejug barauf/ xo^:^^ bie üon @uler in bem oben 
ermäibnten SBer!e an^enjenbeten ^etboben no^^ %\x münfcben dbrig ließen/ \At S^a« 
rofteriftiE <f ein , unb entwicfelt in SBejug auf bie Variationen ber SntegratauSbrücfc 
bie erforberli<^)fn ®leid)ungen ganj fo, mie wir ffe im britten (Kapitel aufileUen werben, 
gör weniger geübte gefer mochte ober freilieb feine IDarflettung in jener 3eit ni<^t 
lei^t i)erfidnbli<^ fein, 3n einem ^weiten Memoire ^^sur la me'tliodedes variafions^' 
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f^affenl^eit einet ober meisteret, ber gönn na^ unbefonnten, aber al3 Je* 
ftimmbor gebauten ^Jwnctionen einer tnbel3enbenten SSarlaMen x ju er^ 
mitteln, »el^e be»{rft, bo|i irgenb c(n gegebener Sluöbrud U, »eld^er 
nic^t allein biefe SSariaMe x, fonbcrn a\\6) jene no(i^ nnbefannten Functionen 

y=f(.^); » = f(^)7 u. f. f. 

entl^alt, ben ntöglici^fi größten ober üeinjien SBertl^ Vq annel^me, ri)ä|>renb 
ntan ber 3nbe^3enbenten x felbfl in ©ebanfen irgenb einen beliebig ge^ 
»dielten SBertl^ beilegt, — bafi alfo Uq gfij^er ober Heiner fei aU {eber 
anbete SPertl^ t)on ü, in toelctem y^ z... %nmtit>ntn öon tttoa^ geanberter 
gorm fein würben, »a^renb x felbp in ü benfelben SÖertl^ ^aben foH 
mie in Vq, 

Z)k ©runbfä^e, anf »el^e fi^ biefe Slnmenbungen ber Sariation^^ 
re^nung ftü^en, jtnb mit ben in ber £)iffcrenjialred^nung bei ber itf^xt 
öon ben größten nnb fteinjten SÖeitl^en ber Functionen entwidetten 
5ßrinctpien^ ganj einerlei, ^tnn nämlic^ 

ü = Fax, y, ^, V? ^y ) 

gegeben ijl, unb xotxcn man l^ierin ber Snbei^enbenten x irgenb einen 
befKmmten SÖert^ beilegt, unb uberbie^ für einen Slugenblic! annimmt, 
bie gefuc^te ^^vca ber unbefannten Functionen y, z, p ... wäre bereite 
ermittelt, fo baß biefe Variablen fämmtlid^ belannte F«^ctionen ber 
3nbepcnbenten x wären ; fo erl^ält offenbar ü felbfl einen oöllig beflimmten 
SÖert^ (freiließ afö Function J?on x) welcben wir fo eben butc^ üo öor^ 
geflcBt l^aben unb welci^er ba3 in Unterfu^ung fteffenbe STOarimum ober 
SDlinimum angiebt. ©teilen wir un6 jefet ijor, t>on biefem ?ludgang6:=r 
^junft an, weld^er bem SÖerti^ beö SSariatio,nöargumentö t = entfpric^t, 
ftengen bie Functionen y. %, p.,. gleichzeitig an ft^ ber %ottn na^ ju 
änbem, fo ba§ pe junäc^ft übergiengen in 

y~\-Sy=y + S'ydi 

Ä + Ja = Ä -)- S'zdt 
p-\-Sp=p^6pdt 
u. f. f. 

wobei bem §. 7 ju F^^^fl^ ^^^^ ^'V? ^'«/ ^'P ^^^ttifl wiHlul^rlid^e 

Functionen oon x augebeutet fein follen, ainb benf^n wir nn^ enblii^. eö 

(1770. T. IV) fuc^t er ba(>er, nacfcbem er mit ftd)tbarer greubc ber uon ©uler 
t^m f^riftlic^ au^gebructten TCnetEennung feiner ST^et^obe ^rioq'^nung get^ian, einigen 
@nttDi(fe(ungen eine nod) grSfere SSollfommen^ett lyx geben f fo wie einige fünfte/ 
wet(^e IVL ^tdt)erft^nbni{fen 2(nlaß gewefen fein mochten ^ weiter aufauCIdren. 
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j^&bt ha^ ivi bfit f^tiiKtionm y, fs, p... t^trborgene IBartatidn^ai^ittettt t 
»cu bem utf)>nin(|lt4m Vkril^t t =» l^ia gu ügenb einem Micügen, 
tti^t me^t mttnbli^ lUinen , äbtigend enhi^fber )»0{{tiMn «ber negativen 
SS^ettl^e t i=<= r ccntinutrli^ jugenomnten^ fo ba$ bic gunctiOKen y, i^p^^- 
trihliä^t SSariatUnen (§. 2) txMm ifaitn mögen, atebaim l^at 
bie gttnction Uo felb^ iigenb tuu enbli^e ^enbentn^ etfal^itn, ttnb wenn 
loir ben neuen ^ert)^ nrit U' begeic^n^n; fo ifl bem 9RocIai{rin'f(|en Se^r^ 
faj^e gu ^olge, ba bie Slenbentngen ber Function U bie^mal bfod ))on ben 
»enbmingen be^ SSariation^argtiment« t l^emll^ren, ba alfo oHe ubriaen 
fn U erf^einrnben SBotiaHen, in fo fem toix fU nii^t iM^ltiä^ mit t in 
unfetet SJorjlellunö »ac^fen ober abnel^men ju la^tn flejwungen flnb, j»ar 
ote mtbe^mmte abtx biedmal nic^t ))aYi{renbe ®rS§en angcfel^en merben 
föHen, ober, um e^ furj ju fagen, ba U bieömal Wo^ aW gunction öon 
t j« bel^anbeln ifi, 

W9Ui wir bur^ bie ben p<ixttcUtn 5)tfferen|;taI<|uotienten feüHc^ ongefägten 
9luUtn anbeuten, baf na^ auögeffil^rtet 3)ifferenjtatton t ^ ju feften fet. 
9lutt xiH^itt [x^ aUx bei ^inteicf^enb ffeinen SBert^ien i>on t boö 
$OTte{<i^en bei @umme aOcr auf irgenb ein t)otbergel^bel ©Heb fotgenber 
iSlithtx jeb<0mal mii bemjenigeU; welc^ed bie niebtigfte ^citni t>on tr mit 
ß4 fftl^rt; fe^t man bai^r baö eine !DlaI fut t eine J^inUnglic^ ßettie 
unb )}ofitiot, ba^ anbete äJtal eine ^inldngli^^ Mnt aber negative 

@tö§e; fö tt)ivb, c3 mag nun bie fein t entl^aöenbe ©röfie f-jf^ an unb 

für fl<|> )M>fltit) über neqatit) au^faDen, baö eine SWal ü(, um ctwod wt:^ 
meiert, ba^ anbere SKal aber öerminbett, unb be^wegen lann ü^ xo^tt 
tin 5Wajcimum ni>d) ein SKinimum bet gegebenen gunction ü angeben, 

n?enn (-fr) ^on dluU tjerfd^ieben ift (Unb ni^t titoa Unenblic^ wirb). 
Offenbar ifi aber ( ^ j gang glei(bbebeutenb mit rf Ü, weil um iV = 

-•dU gu erl^altcn, ebenfalls nacb t bifferenjürt unb bann t = gemacht 

»erben mu§; alfo mng für ben gall be« ÜÄarimumö ober 
gjlinimuma (rü = ober =00 fein. 

Ta bie ®rö$e rfü, wie bie Jformcln (4) unb (5) bed t>er^er^ 
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idftnim ^Ta0f<tp^ ertomm U^, im WBgemefaittt f!(|^ «Ii^ einr guttcHMt 

oen ^/ K >/ J^ 1^ * * • ^ccauaftdtt, f o ecl^Stt matt, nuig man itim <f'U » o, 

1 
ober <PÜ=wiOO *• ^^ l^**^^ H«W/ riitc ©fti^n«, obw, »Ic »it in 

^ S^^S^ f^<M metben, man^mal mtf^tm ®Iei^ungen t^on brt $orm 

TiCät, y, 5, />, ^ . . ,) = 
A(^/ y. ». 1?, P. . . .) = 
lt. f. f- 
att# »d^n man y> s, j? . * « cntmicfeln imb fcmtt bi^ifnige $onn bbfer 
©ragen, aI3 jjunctionm üon ;r^ feflilcDctt wirb, toel^»« b^nfelben bfi^cUgt 
merben mu$« bamit bte gegebene Function U in bem am Sfnfan^e be^ 
gegenwfittlflen ^paragtapf en erflärten ©inne ein SKarfmum ober Splinimum 
»irb. S)a fl(^ iebo(^ »enig ©elegenl^eit barbieten »irb, au^ ber annal^me 
(TU = 00 brau^bare Slefnltate l^erjulelten, fo l^aben »ir imfe? SCugenmerf 
]|^am)tf5d[)li(3^ barauf jtt rieten, auf ml^t SBeife man, fpbalb vmt bi^ 
®Ieic^ung (TD = gebilbet l^at , bie Unterfuc^ung weiter ju führen ttnfe 
{i$ {u t>ergewifiem ^abe, ob biefelbe »irUict) ju einem gr^flten ober üeinflen 
äBertl^e J>on ü Derl^olfen l^abe, unb »elc^ed öon beiben, ob tin aWajrtmum 
ober ein SDlinimum, gefunbcn »orben fei* 5)ie ©tiffd^eibting l^ierüber 
^fogt ^mübf^ ob it)on ber ^ef^af^eni^cit bed i^ei^n Sflriaiümd()Viiktientm 

r^^ =. <mj, ober att(* eine« ber folgenben f— ^^ = (Tnj u, f , f. 

3)ie anal^tifcbe DartMung ber ®rj5§e (-^y} = <^'^ü fann in 

(einem %a\lt ©^«Herigfeit machen ^ fobalb man ma l^ier mieber, mie in 
%. 6. t^% aSen fingen baruber mit (Id^ in'd Keiiu aebminen i% ml^ 
)>w bcn Ht^ä^ifnv^ in V t^^rfosrtmcnben 93ari«Men hd bir na^ bem 
Sariation^flrgHmflit t t>9¥|une|^minbm S)ifferen)iation fU^ Attbent foOen, 
unb tütl^t nid^t. ^enn tbtn fo gut^ al^ man anß ber (n $. d« e«« 

Hdtten @Iei^unfl 

y=<l>(ar, t) 

our^ einmalige« 3Kfferr«gtttenba4l>iffercngi«l f ■ V^ — Vt frl^telf, ioelcbe« 

fid^; fobalb t = ^ematfjt wirb, in Sl(jB)di =:, iy ^moonkelt/ fp erhält 
man au($, menn man, bebor t = gemalt «korben, inm {weiten SRale 
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mA t H^ttmiiitt, tovibti dt äU 3)iffeten}tal einer aifolut inbe)}enbenten 
SariaBIen toit ein confianter gaftor )u (el^anbeln ifl, ba$ 3)iffeteniiat 

r^^^^dP unb Mefe^ öerwanbelt fl*, totnn t = gefefet wirb, tu 

bad $robu!t itgenb einet, miemo'^I )>oOig uubefHmmten. Function ^on x 
mit bem gaftot rft^, »clc^ed bte g » e i t e 33 a r i a 1 1 o n \}on y ju nennen, 
nnb bur^ <f2y ju tegetc^nen fein wiib. 9lnn iji Bar, ba§ man auf 
gleite SÖeife gn ben ^^ol^eren Variationen rfV; ^V • • • fortfdjteiten Wnne, 

fo wie, baf bie ®rSgen -i^* ^V^'M* ^^^ "* ^* '^^ ^^"^^'^ enblic^e, aber 
l>ßllfö iinbefHmntte gun'ctionen öon ^ üorflellen tnügen, welche in Uebet^ 
einfHmmwng mit ber in §. 8. feftgefleHten IBejei(i^nunfl bur^ cT'V; ^'V • • • 
angebentet unb gweiter, britter «• f. ». SSariationö-Duotient 
genannt »erben foHen. SBir werben fpäter (§. 14 fgg.) biefe ]^5fieren 
SSariationöquotienten öon y wieber benufeen, lim eine fleine, jeboc^ enb^ 
li(^e Variation f^y, weld^e einem Reinen aber enblic^en SBettl^e t be^ 
SJariation^argumentö t entfpric^t, nad^ bem Saplor'fc^en 8c]^rfafee ju ent? 
witfeln, n&mliü) 



/ry = jy . ,: -f <r-2y . —^ + cr>3y . __-^ -I- 



• • 



aWan wirb beöl^alb wol^Itl^nn ftt^ fd^on gegenwartig mit bem ©ebanfen 
vertraut gu ma^tn , bag biefe ©röfien rf^V; *' V • • • »«>« «^V f*^ »<« *>ö« 
einanber gang unabl^ingig finb unb beliebig angenommen werben fonnen. 
3war wenn man blo« im allgemeinen bie ^Relationen 

dt» dt» "^ V y dt« Jo~ 

üBerBHtft, fo mJc^te 3»(a;) »on i2(a;), älfo S'hf »on (Ty aBl^änjfg er^^ 
f^einen. ^{t^ man ater, na^bem man biefe obet jene iwedmä^ige 
Srnna^^me öter <I>(af^ t) gemad^t l^ai, n%i: ju, fo öerf^wlnbet bfefet 
?Inf*eln. aWan nel^me j. ©. 

y = «(a^, t) + t2F(;r) ^? = ^^^ + 2tF(«) " 

fo n>»b 

<ry = ( ^f ) = ■ß(«) «not^anfliö »wt F(a?) 

<^V=-(^^^) +2F(«) at^ängift »on F(ar) 
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olfo finbet fein ßu^ammtiif^an^ gwtfc^en rfy unb rf'^y ©tatt. llMb in 
gleicher SQÖeifc fönnte man offenbar ben ©ewefd ful^ren, ba§ (f'^y^ J'*y . . . 
fott)o]^l mit ()"y att unter jlc^ in feinem 3wf<»^wenl^ong fiel^en. 

2)a femer/ fo lange t/ in feiner attflemcinl^eit ate ijartirenbe gwnction 
<P(^/ 1) flebad^t »erben foH (§. 1 unb 2) au^ bie 5:)ifferenj{aI(ptotienten 

^=^P} j\^^^f ^~^ ^^* ^^^ ü a r i t r e n b e gunctionen oon ar, alfo 

iU0Tei^ mit t fid^ &nbernb gebaut werben mu^eU; fo fommen aDen biefen 
jjunctionen ebenfaD« im SOIgemeinen ffJl^ereSSariationcn 

i^p, S^, d% , fiq, i% 6^q, ,.,.., d\ rfV, rfV 

unb I^Sfiere äSariation^quottenten « 

S"^, S'^, d"^p, :...., ä'% S'% 6% , ^^r, rf3r^ <f^V, 

IM, unb btefe festere flnb, gerabe wie bie SJariationöquotienten \>^n y im 
ungemeinen al^ uniefiimmte Functionen öon x gu benfen , fönnen f«^ 
aber in iefonbem gdHen ou* »ol^I auf 9?un ober auf anbere conflante 
SBertl^e rebuciren'. 

SBenn bal^er, wie im erften^atl be^ §. 6^ bie gegebene Function 
ü b(o« X unb' y tnü)i\i, fo giebt bie erfie 5)ifferettjiation na6^ i 

di ~\dy)di 
^ier l^at man fi^ \^) ^'^ ^^^^ gegebene gunction öocjujMen, welche 

im snigemeinen nocb y f alfo tmpHcit t entl^alten wirb, »ä^rcnb in ■—■ 

ba« SSiiriationöargument t nod^ ejrplicit oorl^anben fein famu 3)al^cr 
giebt bie sweite SDifferenjiation 

dm ^ rdü\^ . dy \dy ) 
di^ ydyjdi^'^dt dt 

~ \dy JW + dty dy"^ Jdt 

~ K.dyJdi^'^ydy^Jdt'i 
mib mtnn man jefet t = ma^ft 

Dlan l^itte biefe ^ormel aber aut^ au^ ber bereite l^inlangli(|i bcfannten 
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gpmel (§. 6. I) 

dy 

ableiten fönnoti mtnn man fid^ l^ietin t notli ni#t annttüitt 
bettft, «ttb bfe i»ei ©rJfien j- imb Jy beibe tto(3& a\^ ^uncHoncn S)Ott t 
bcl^ottbeft, ioim benen bie elftere ntnt tnnjücit t eittl^ätt, unb bereu 2)tffe^ 
lenjlolien, twi^ t geiwmmett, be|lel^ttn9«»eife ^-y iJy unb <f ^y flnb. 5)ie 
Dtffereujiatfott giebt bann 

unb xotxox man burc^ rft^ biöibirt «nb t==0 ttta(|>t 

S){efer j»eite SBefl fji )ttber auflenf^einH^ in 8«üdfl(^t awf bie ©e* 
ieti^nung bei: üerfd^iebenen in bie Ste^nung eingel^enben ©rgfen merllt^) 
einfa($ei; aB bet t>ot:|et betretene, unb audji für bie ))taltifd^e ^u^ful^rung 
be« Sariireng bequemer, weit m^n an »ieberl^oltea 2)ifferenji{ren x>^x^ 
lieflenber Functionen fd^on ßewäl^nt ifl, unb bieömal nur an ben ©teUen, 
wo man fonfl jur Sejeid^nung ber aufeinanber folgenben Sifferenjiaßett 
t>on y baö ©pmbol d fefeen würbe, ein d ju f einreiben l^at. S^eöwegen 
werben wir in 3nhmft überall gur 2)arj}eIIunfl ber l^öl^eren SSariation^^ 
quotfcnten bicfen jweitcn SBeg einfc^Iagen, beffen ©igent^mtic^feit , wie 
man jlel^t, in bem Äunjtgriff bejiel^t, baß man, nxa \^m rfü ju rf*ü fort* 
gufc^reiten, fid^ aUeö öorl^er ijorl^anben gewefene t nii^yt f^^on ncd^ bem 
erften S)tfferenjiiren gteic^ 9lull gefegt beult, fonbern erft naii) ber jweiten 
ober britten n. f. f. J)iffercniiatiott biefen bejiimmten SBertl^ t = 
überall einful^rt. 

Slu^ ber gormel (5.^) würbe man bemgemäf, ju ben l^Sl^eren SJaria* 
tionen öon U fortfd^reitenb , erl^altcn 



..^.•ak-^«^ 
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gern« rf*ü = d[^cry3+3^rfyJ2y + gj3y] 

tt. f. f. ^ 
Unb ganj attf gtdc^e SOeife wirb man benn attd^ in bfin allge^ 
meinerett gott be^ $. 6 (unb §. 7), wo öoiauögcfefet »urbe, bag bie ge* 
gei6ene gwttctton U mel^retc ©artabten y^ » al« «nbefHmmte gwttctionen 
ber Sttbepenbenien a? unb ötw^ »ol^t no^ Me 5)ifferettg(aIqMotietttett 
rfy cPy cPy de (Psi 

tni^tüt, ju bett J^SJ^eren SJariattotteit iJ^p^ ^ü, . • . unb bfn ^l^tttn 9Sü^ 
riaHonöquottenten rf^^u, <r^3U, . _ . fortfci^wüen, greitt^ öermc^rt jic^ bie 
3al^I bet cinjdnen OKeber aföbann um ein bctr4(^tfl4>ea 5 bcnn ba6 erfie 
©Heb tedjfter ^anb in ber gotmel (2) liefert, wenn eö t^aiiirt »feb, 
folgenbed Aggregat 

ober In bet etwa« bequemeren ©ejeid^mtng ber patütUtn ©ifferenjiatquotienten 

bea gmrite ©Heb ber gormel (2) liefert in gleid^er Seife ba§ Stggregot 

[a^rpücTy + 82pjü<fÄ + a^jUcTi? + a^^WD + • . .] dp + dpürf2p 

tmb iebea ber folgenben ©Heber 

du ^ du ^ dO. du. 

^^^ ^^^^ ^^^' W^^''- 

»irb offenbar ein eben fol^e^ STöötegat Hefem. ®a aber biefe Sfnbeutungen 
f^pn ]^inrei(3^en , um in allen befonbem %&Utn, tele fie bei ben Jlntoen^ 
bungen ber SJarfaHonöre^nung üorfommen m^tn unb bei ben tjerf^iebenen 
in ben fofgenben ^ßaragrayl^n ju bearbeitenben JTufjaben fl^ barbieten 
»erben, bie l^Jl^eren mittelbaren IBariationen ^ü, S^J^... \mt^ bie 
l^dl^eren unmittelbaren ^aüaiiontn 

dy, 6h/, ih,, *Ä, fi%, iH, 

8p, 6^, 9% ip, d^p, d% 

ig, ^ i% S% 8\ 8\ 

barju^llen) fo wfirbe e^ feinen befwibem 9tit^n gewÄl^ren, t^ttcx »ir 
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^iet 0an) allgemeine uttb eien biefer SlOgetneittl^eii ivegen itternti^g 
»eiöÄuftifle gormeln füi? {eue l^äj^eren SSarioHonen cPü, d^U,.. .. con^ 
jfettken »ottten. 

§• 10. 

93ott bett 1)Sf)tm SSauationdquotietttett i'^V , J '^U »ttb aber, 

»ie beteitt am ®^Iufe be^ §. 8 bemettt »utbe, junä^fl ®ebrau^ ge^ 
maii^t bei bet (Stttf^^eibung ber grage, ob bie ®Iei(|uttg c)ü = auf 
ein aJlarimum ober SWinimum ober auf leine« t>ott beiben geföf^rt l^abe. 
6ö ift ndmlidg) aua bet in ber 5)ifferenjia(red^nun9 bel^anbetten itf)xt 
t)on ben flrjgten unb Heinflen fflertl^en ber guncttonen Mannt, unb lann 
au^ aud bet im $. 8 aufgefleHten Stellte 

(auö wel(|>et baö ©Heb mit bet etfien ^Jotenj öon v fleflenwdtHg wegen 
bet ©Icid^ung rf ü = weflgefaDen ifi) oi^ne SKöl^e etfel^en »etben , bag 

". '•»" 'HSzi '^' - ™ •'- !;:c I ^ w 

»eil bann jebet benad^batte, einem l^inteid^enb Ileinen äßettl^e t>o^ % tnt^ 

fleinet 
fptei^enbe SQSettl^ öonü im atgebtaifi^ett ®innt .. aU ün ift. 

gto^et 

3n bem befonbetn gaDe abet, bag (f?ü gleici^ 9lutt, atfo »ebet eine 

Vojöiöe nod^ ncflatiije @t8fe fein foDte, »utbe TJq webet tin SKajcimum 

no^ tin SKinimum fein, wenn nid^t juglei(^ rf'^U ^d^ ebenfalls auf Sluff 

tebucirte« Unb, um e« mßglii^ll aHgemein auöjufpte(f>en, man lann übet* 

i)aupt hut bann ein SOtaximum obet äßinimum gefunben in l^aben et^ 

warten, mnn bet etfte ni^t }>erf^winbenbe Sariation^quotient t)ott ge^^ 

tabet Dtbnung ift, weil nur biefe 93atiation«quotienten 

'^=m, -'"=©.- «-(f).M.f. 

in bem obigen Sluöbtutfe ffit ü' mit einet getabm ^otenj t)on r multi^ 
Vlicitt flnb. SBenn biefet Umfianb abet witfli^ ©tatt flnbet, fo ift ü^ 

im algebtaifcben ©inne ein sjjjinimum ^^ ^^^^^^^ ^«^ geba^jte etjic 

* 

ni^t öetfc^winbenbe 95atiation0quotient eine ^^^,^ /^*^ ®töfie öor^eDt 
9ei ben Stnwenbmtgen bed ^tiationdcalfufö auf geomettifc^e obet 
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me^anif^e 8(ufgaBen toirb man nun gwar ni^t Iei((t in ben gall 

fommen, Btd gum liierten, ober fei^ßen k. iQariattondquotienten fortf^retten 

gu mu^en; fo flünjHu b(efer Umflanb aber, aui^ für bie Unterfcbeibung 

Deö STOartmunt^ öom SRtnimum frin wog, fo bietet fid^ bo(i^ bäuflg oon 

einer onberen Seite l^er eine neue unb eigentümliche ©(^»ierigfeet bar. 

S)er gu unterfu4>enbe Sariation^quotient oon geraber Drbnung — in bet 

3?egel wirb bie3 alfo ber jweite cf^U fein — befielet nämlid^ ^ter fetne«^ 

meg^ immer an^ lauter conftanten @r5$en, mie bied bei ben SCnmcnbungen 

ber SJifferenjialrec^nung auf bie SefHmmung ber größten unb ficinflen 

SBertl^e einer gegebenen Function ,m =/(ar) pd^ bei bem jweiten ©iffeienjial:? 

öt^u du 

quotienten ^-y ereignet, fobalb man ben an^ ber ©leid^ung ^-==0 ge? 

funbcnen confianten SBertp öon x fubjiituirt })ai, fonbern jener gioeite 
SSartationöquotient mn^ im allgemeinen ol« nnt Function oon x gebadet 
»erben, wirb alfo in oieten %ilSivx biefe 93ariab(e wirfHc^ entl^alten; unb 
bann fann ber midUd^e Umflanb eintreten, ba{i totxvx man x balb größer, 
balb Heiner, balb i)ojltio balb negatiö anne1§>men »oute, bie Function (f'^ü 
ba^ eine 5D?aI i)ofitij), ba^ anbere 3Kal negativ auffiele, mitl^iu fein red^t 
bejHmmtea, für alle beliebigen SBertl^e J>on x ungcSnbert blcibenbe^ Sor^ 
jeidben erH^ielte. 35enn legen wir nn^ nur ben einfad^en ^aVi öor, ber 
gegebene Sludbrudt ü entl^ielte blod bie 3nbe))enbente x unb bie I)epenbente 
y, unb man foHte bie ^ww^tion y =^f(je) fo bejilmmen, baff ü für jeben 
beliebigen SSertl^ t>on x größer ober Heiner würbe, al^ bie ndcf^fi anliegenben 
9Bert]^e t>on ü, welche ffir ben ndmlic^en 98ert^ t>on x erü^alten würben, 
fobalb jlc^ bie %i>xvx ber Function y=f(x^ ju dnbem angefangen l^at; 
fo würben wir, bem %. 8. gu ^olge, bie gefu(|ite gorm biefer Function 
f(x^ it^mmtn au9 ber @fei(|»ung 

du 

dy 

unb weil l^ier äy eine gang wiKffil^rHc^e, jebod^ reelle, Function Ä(ar) 
bebeuten foK, für weld^e man bemnad^, xotnn man wid; aui^ beliebige 
conjiante @rößen gu fefcen beredjftigt ifi, fo mv/i yz=^f{x) au* ber 
@le{(^ung 

1^ = 
dy 

bejKmmt werben, ^nn l^atten wir Km vorigen $aragra4)]^en für bie l^ier 

t^praudgefef^ie 9ef(|affenl^eit ))on U äberl^au))t gefunben 



<rü=o %.% (f)<ry = o 



ttp^ Dorf ommmbe y ben au« Tj-) === acfunbcncu 2(u«bitttf j^=?/(^) 



-^\ mf ritte eoii; 
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foIflHcf^ tofitben wir gefleitwfirtifl ^a^eti 

«nb jefet Mme el bataitf an, b« bet gaftot <r>^ eine jJoflHw «rtfe tfr, 
ju cntWeibm, pb bic ©rffe f -^^ ' ^^^^^^ ^^^ ^'^ ^^ ^^^^ »ieUcid^t 

{tt man^tn gfitten, bei einer fle»ljfett, befonbem %oxm ber guncHctt ü 

fJante rebtiritt, «wb attb«nn »irb ber ün^tn^^tin leieren, tf> biefe ©onflattic 
eine jjofltiöe ober negatiDe S«)^ fei. 5)et oHfltmeinerc g«ll aber ifl 

geiabe ^otenj^n j, 8. a?3^ -^ tt. f, f., »el^^e Id iM^iilAi^Vi, ©erti^itt 
Dott a? il^r 93orjel(ä^tt Snbem , ob« irraHonöIe gitttetiottett t)Ott ar mit ^u 

rab«tt SDttrjdejjJOttCtttett j. ©. yjofi' + ä* tt. bgl.^ tvel^it tnan «ttt 
glfi^etti 8te4»te bad SSorjdi^ (4*) toie bad Ootjeii^ (^) )>otfe(^eit 

^T J ^^1^'^»^^^^/ f"^ '<^"" ^ f4>»i«t9 <>ber auci^ unwö^iii^ fein, 

negative @rjfie barfieOen mnfe. 

gflr fötale gdlle alfo, baf in J^ü bie fflariaMe ä? entl^aöen fei, 
Reffen tt)ir no^) fol^enbe aOgemeinen Kegeln auf, toel^e {eboii^ xM^i blo^ 
für bie Atn Dcrau^flefeftte einfa^ere Cefii^affenl^eit ber flegebenen gwnction 
ü^ fonbem awci^ für j[ebe5 anbere ü gultifl flnb: 

1) 63 fliebt eine «njdl^Iifle SWenge iwh gttnctionaformen, Don »elclett . 
man für Jeben beliebigen reellen SBert^ ber Snbepenbenten x «tit 8e^ 
fUmntü^it anafogen ianK, ol fie eine ^»ofittoe ober negoÜDe @r5fe Dor^ 
iteHen; g. 8. . 



^-5- j no^ 0? entl^aßen fei; unb iwnn aUbamt m^^ 



gu bemeifen, ba^ (tt j ^^^ ^^ beliebigen ®ertl^e Don x tixvt ))ofltiDe ober 
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5B3enn nun ä'^] (pUt attgemeittw bcr erfte ni(|t t>erf4)wtttbcnbc 
SJariation^quotient fleraber Orbwtnfl) ouö einer berattiöcn gunction ge^ 
Bilbft ifl, fo ffiHt bie eBen flebac|>te ©^»terigfeit in Setteff bcö gwct^r 
beuttgen Sorje{(|en6 biefer @r5ge öon fdbjl weg. 

2) ©ettfl itt foldf^en gätten, ba| cutweber »egen wtigetaber ^otettjen 
ijDU a? i>ber ans!^ wegen 8tabt!alien mit einem geraben ^ntiAtxpentnkn, 
welche aö Jaftoren in bem für i'^V gefunbenen Sluöbrudfe auftreten, bicfe 
©roge an «nbfur f!d^ ein iwetbeutigc« Sorjeid^en erl^ielte, fann man 
l^aufig bie entjlanbene (Sc^mierigfett babur^ umgeben, ba^ man ju&drberflt 
«ttterfud^t; s>h bie ®röge Uo, »el(|e ben in grage jle|>enben größten ober 
Meittfien Sertl^ üon U angeben foH, an unb für fld^ ein befHmmteÖ SSpr^ 
iti^tn tt^altt ober ob beren a3or§ei4>en ebenfall« jweibeutig fei. 6« »irb 
nämli^^ l^fiufig biefelbe 2ÖUT?eIgröSe, »eld^e bie gunctton i'^V jtoeibeutig 
maii^t, aud^ in Vq erf «feinen unb ' bafelbfi einen gleiten ®np«§ auf ba« 
SSorgci^ien an^ixbtn; — ober auc^ eine ungerabe $otenj öon x, foöjol^^ 
in Ü0 »te in S'^i afö %aHr>i öorlommenb, wirb bewirfen, bag gleicäji* 
leitig Ü0 unb cf'^U i^r SSorjeici^en anbern, votnn man ba« S^t^xitiü^tn ber 
inbepenbenten Sßartablen x dnbert. Hub fo oft nun tint berartige wed^fet 
feltige SSeiiel&ung itoifd^en Üq unb ä'm Statt fiubet, U^,, je na^bem 
man über ben SBertl^ J)on x unb über ba$ SSorjei^en ber jmeibeutigen 
5Barjdgrfi|e ^jerfügt^ ü^ utri> S'^M ettt»tber gleb^ieitig |»ftti^ unb gtei^ 
ieitig negatit) fein mik^tn, wie bieg j. 8. mit folgenben jmei Functionen 

*••■■- ■ . ■■■■ ■ - • - uhv 



.3 



ber goB feift »5rbe, — ober at4 eine folt^e 8tjitiung, bofl rf^^jj negativ 
ift, »cnn üo aö pojltis) angenommen »irb unb umgde|)rt, »ie bie« g. S. 
ttrit bett pxüA JnncHDttttt 

(6 + ar)2 " (*-fa?)Va2 — a?2 

offenbar ber gaS iß; fo mirb man, fben meit Üq nun felbfi dn gmei^ 
beutige« aSorjeu^en l&at, bie 3bee eine« aRajrimum« ober ÜKinimum« im 
alfiebtaif^en ©iHut, aufgeben, unb ^^ Wo« bie grage über ein aJlarimum 
ebec SRinimum im arit|metif^eai ®innt t)«iiegen. Offenbar iß 
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bcr abfolute SQtxtf) t^on Üq ein gj^^^J^y^l It m6)hm JJq mh S'^V 

einerlei J S3orsei(|)ett etl^alten. Unb l^iemat^ beantwortet jl* 

cntgeflengefefeteöi ^^ ^ 

bie öotfleleqte grage. 

3) SQtnn aber d^^p ^n unb für flt^ mit einem jttjeibeutigen Sieu 

lt\6)tn belauftet iji, unb totnn dnt foI(^e »ed^felfeitige Segiel^unfl jwif^en 

Uo xmb rf'^ü, wie fle fo tUn tjorauögefefet »orben ifl, nic^t nac^aewicfen 

werben fann; fo !ä§t fi^^ and) im aUgenieinen nid^t anntf^mtn, bag bie 

©leti^unfl äV = »irfli^ ju einem flrSgten ober Keinfien SÖertl^ bet 

geflebenen Function ü fleful^rt l^abe, unb man lann i^öc^flen« jic^ ba^in 

au5f<3re(^en, ba§ fo lange bie 3nbe})enbente x inuerl^alb gewiper, auö ber 

SSefc^ajfenl^eit be^ für 6'^\] gefunbenen SluSbmtf^ näl^er ju bepimmenber 

©renjwertl^e angenommen werbe, Üq größer resp. Heiner fei aK jeber 

bur* Variation ju erl^altenbe SBertfi ü'. 

§♦ 11- 

©nbU(|) aber glauben wir bei biefen Betrachtungen über bie ©nt^ 
fd^eibung ber ^rage, ob bie ©leid^ung 6V = auf ein SOlarimum ober 
ein 5Kinimum ober auf feineö öon beiben gefül^rt l^abe , avi(f) beö Um^ 
jlanb« gebenfen ju mü^tn, welcher freitici^ au« ber in ber S)ifferengial« 
re4)nung entwicfelten ?el^re über bie größten unb Heinften ?Öertl^e einer 
Function f4>on befannt ift, baß man nimM, wenn ber ©tei^ung SV = 

ober au^ ber ©lel^iung rf ü = ~ ©enüge geleiftet unb burc^ bie fo eben 

erfWrten ober anbere fpätcr nod^ au^einanber ju fefeenbe ^Proben erfoitnt 
worben ifi, baß man xoldlid) gu einem größten ober Oeinpen ffiert^e öon 

ü gelangt fei, ni4>t noti^wenbig ein abfolute« ^. , gefunben * 

größten 
^abe, b. f). ben Z,\ unter allen möglichen SDertl^en, bcren 

ü für irgenb einen fljc angenommenen ffiertl^ s>on x i!iitxf)aupi foH^ig ift, 
fonbern baß man fic^ nur bat)on überjeugt Uralten bürfe, baß ber gefunbene 
SQBertl^ üo in Serglei^ung mit ben na(^ft öorl^ergel^enben 

unb nftd^ft folgenben SBertben ü' ein ^^\ " fei. S)enn c« 

^ aWmimum ' 

önnte immtt no(^ unter ben ungil^ltgen t>erf4^tebenen SSSertl^en, wel^e U 
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ubtxf)anpt für ben fljc onflenommcnen SBertl^ i>Ott a? aJer tri fleänbrrtft 
9t^6^af(tn1ftit \>on y txXjiXi, einen ober Wii^ t^iele geben, welche no(|) 

^^^ ate baö gefunbene ^, . üo»4ren. 3)iefer Umflanb »irb 

m bet 33^ot eintreten, fo oft entweber bie @Iel4)un8 rfü = mehrere 
Slu^ofnngen {nlift, ober fo oft vxm neben biefer ©(eic^ung au(^ no^ 

OM« ber ©lei^unfl (f*ü = CO b« ^- äTj "^ ^ brau^lbare ?tu|l3funflen er^ 

l^ält, t>on benen einige ben dXi ein SOtajrimum; bie anbem ben ^n t\xi 
SKinimum ju mad^enben Slnforberungen ©enuge leijien. 3n folcf^en hätten 
lann v^^'^ bann no(^ eine befonbere Unterfud^ung barüber anfteDen; mel(|ed 

unter b*« >,etf4,Ube«.„ föt ü ct^dtmen ^^a ^"« SS ^'*- 
IDer eigentn^e ©runb aber, n^arum e^ unbef(|iabet ber SJoraudfej^ung, 

baM^U = unb J^^ü eine "'jf'' ®rö§e, alfo üo ein ^S'"!"^^"^! 
^ ^jofttiöe ' . " aJlmtmum i 

fei, benno^ anbere SÖertl^e ü' geben Mnne, welche fomol^I im arit^metifci^en 

aijffier 
»ie im algcbraif(3^en ©Inne no^) r, . aW ün finb\ unb »arum 

rietner 

biefe Il^atfa^e ni^t etwa aW mit unfein friil^eren Sd^Iugen (§. 8) in 

SBiberfpiu^ fiel^enb angefel^en werben barf, beru|»t rinfa«! barin, ba§ ^vA 

ber ^ormel 

IT' TT I 2r^^^l^ . ^^"^ A_l^__ 2 . 1 

ü-=üo+.^[^-2+ro^+r:2:3:4^'+----J 

nut in fo fem, aU mir untet % und j^inieid^enb fleine Söettl^e 
»on i »orßeQen, bie ^tSpe 

^'11:2+172-3^+1:2:374^' + J 

baa nfimli(|)e aSorjei^en, »ie il^r erjlea ©lieb t-^«^^ l^aben muß. 2)enn 

t% ift let^t {tt beuten, bafi bei bem fortwil^renben SBad^fen ))on % unb 
unter fonp geeigneten Umjldnben bie \xi ^arentl^efe gefd?Iogene ^yxmxt 
trgenb einmaf ba^ entgegengefetjte SSorgeid^en Don S^M annel^men lannj 

unb oWbann »iib bie Diffetcnj ü' — Üq eine ^^^"^^"^ ®rj§e, na^^ 
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cd fi^ öon Sdb^, baf »enn U |uet^ f&i t «= Q ein Shatnmm gemcfcii, 
atfp ici ben nä^fim pofUtt^m cbet negotit>en Sntl^n t>on t iAgemmtmen 
^oBm, bemnä(^ji aber »fil^tenb ber ernitinuirlid^ett SetSttbenmg ym, t 
wfebet fltJfet ali ba^ bei t s= 0. jefuttbene aÄajc(mum »etben foll, m*^ 
wenbig auf biefe^ ^axmrm effi ein aRinimum flefolgt fein ntifr, it. f. ». 

§. 12. 

Um je^t ben @ang be^ in ben tjorl^ergel^enben ^amgrapl^en ange^ 
beutetet^ (SoHutö no4i befiet auftuHSren, unb ben @ebrau^ ber anfgefielltat 
Stegetn ficf^tbar {u mai^tn, toMtn »ir beif^tetöweife einige einfa^err 
Slufgoben bel^anbeln. 

(grfte aufgäbe. SBel^e unter allen auf baffelbe red&tminflige 
(Soorbinatenfpflem beiogenen ebenen @urDen l^at bie @igenf(^aft^ ba§ fte 
in iebem il^rer' fünfte baa $robi^t ber JDrbinate unb ber um bie Otbtnate 
tjerminberten ?(bfcif^e gröger ma^t, aU e^ an ber namti4>en 8(bfcif[e trgenb 
eine anbere (§.mu ma^tti fann? 

auflöfung. ^an ^t l^ier ü = y<;af — y) nnb e^ fommt barojtf 
an, für y eine folti^e JJunction öon x ju ermitteln, ba^ biefer UuÄrud 
fftt eine betieWg ongenommene Slbfciffe einen großem SQÖert]^ erl^otte, aö 
»enn für y onbcre ^unctii^nen )>on a angenommen loärben. SBii feften olfc 

dB 

ntorauö; ba ä'y eine »illlü^rlid^e ®r6fe bebeute» foH, foglei(i^ 

^ = t. ^. ^~2y = 

folgt. 35ie« ift bereite bie gefud^te ©leic^ung gnHfc^en a? unb y^ mM 
erl^ilt an^ berfelben 

unb fielet alfo, bap bie gefuci^te ßurtje ni(|ta anbere« tjl, aW eine bur^ 
ben »nfangöijunft ber ©oorbinaten unb unter einem fold^en ffiirtld 

HP 

POM (gig. 3) gegen bie »bfciffenare gejogene ®erabe, baß Qp =ii^ 

a)iefer ®tnlet ift beilfiuflg 260 33' gr»ß. — Um i« entf^eiben, oJ 
ein SRarimum ober SKinimum gefunben »orben fei, leiten »ir au^ 

rfü = (ar — 2y)Sy 
gemifi ber in §. 9 erläuterten SSorft^rift fofort ab • , 

J-2Ü === — 2(ry2 + (ar -~ 2y)rf^2y 
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unb »eil mir ^icrin füx y ben gefunbenen SBertl^ 2^ — 7 ^ ju fe^en l^abr n, 
fo wbttdrt ft(!& J^ü auf bie ©rfife - 2 . rfy, »elt^c fein x entl^alt, alfo 
fÜT jebcn ibeliebtgen SBertl^ t>on or negati)> ifl unb be^^ali unjmeibeutig 
anjcigt, ba§ bie ©lei^ung y = |a? gu einem SKajcimum öon U (im 
algebraif(^en ©inne) flcfül^rt l^at. 

(Sd ifl uBrigend in ber gegenwättigen $[ufgaBe fe^t leicht ^ fic^ au^ 
btreft t>on ber Stici^tigfeit biefet Stefultate ju uBetjeugen. ^enn ea fei 
(Fig. 3) M'P = y ' bie gu OP = a? fleWrffle Drbinate <kXi itgenb einet 
mibcm 6urj>e, fo ijl, »enn man P^ =PM' aJgeff^^nitten unb oyx!^ 
qn =^?q' gemati^t l^at, ba^ Sie^tcd O9V5' ber neue SBcrtl^ »on 
ü' = a:(a? — y'), »al^renb ba« auf anologe Söeife confhuitte Ouabrat 
Qqns bie @rö§e beö urftjrttngli^ien ü = x{x—y) = * ar^ barfieHt. 9?Utt 
ijl aber iebedmal Oq -\~ q'n =Qq + qn=^ O?, unb mon weif, bafi 
u>enn eine gegebene Sinie OP in gmei X^eile jeiUgt mitb^ bad aul beiben 
Ti^AUvi iim^iiiit ^t^iti bann feinen grdften äBertl^ ecl^ilt, wenn Beibe 
5;:^eile Oq unb 5P einanber gleich finb. 

ßtoeite 9lufgabe. @d foQ eine ebene @urt)e beftimmt metben, 
»eli^e auf ein re<lbttt)inni(|ie9 Sootbinatenf^ftem begogen, bie @igenf(^aft 
befi^t, bafi für einen beliebigen $un!t betfelben ia^ oon ber 92orma(e 
unb ben beiben ßooibinatenaren eingefci^Iogene S)reied NOQ (Fig. 4) 
gtö§er «ber f (einer wirb^ a(d für einen ber nimli^en SCbfciffe OP juge^ 
porigen aber auf einer beliebigen Sla^barcurDe liegenben ^\xvSi, mit ber 
näheren Seflimmung jebo^ , ba§ fomo^l bei ber gefuc^^ten atö bei ben vx 
Setrac^tung )u giel^enben SlacbbarcucDen ber Unterfc^ieb gmifc^en bem 
Ouabrat ber Slbfciffe unb bem $robu!t ber Slbfciffe in bie ©ubtangente 
TP einen gegebenen ))o{itti>en ^ber negati)>en SBertl^ A l^abe. 

SlufUfnng« I) 3Slwi mirb lei#t fär bie i^ier in Setrad^tung 
fommenben Sinlen folgenbe Sludbritde flnben: 

TP = y| ON = x + yg 00 = ON . Cotg MTN = :r J + y 
alfo ifl, »enn man in^ltii^ ;/ "^ ^ ^^^* 

03 ü = i(ar+^)(| + y) = l(^+^)2 

«nb auf erbem , ju golge ber befonbern Sebingung, 

1> . 
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ew^t mwx avA Wcfcr \t%itvx ©Ici^ung ben SDBttt^ füif 1> = ^äTTa 
uttb fuBfKtuirt bcnfetttn in (1), fo »trb 

Zittau« fliegt Jü = ^2^- ^^'~2y2^^ (:r2+y^- A).(fy 

Ku^ ber 9ebin0ung9glei(^ung dü = erl^ilt man nun 
cntwcbet (4) ar2+y2__A = 

otet (5) 3y2 — a:2 + A = 

bte Sebingunfl (riJ = (X) böflegen »utbe trfullt »eiben bnt^ bie 2(n* 
nal^men a: = v^A ober y = 0. 2){ffc annahmen mürben, »ie man aud 
(3) etfie^t, fnr iebed beliebige x ben 9Bert]^ i>on Uq felbß unenblif^ 
mc^ien, unb in fo fem afletbtnga ein fDtaximum Don U (int arit^^ 
ntetifc^en ©inne) l^erbeifu^ren. gAt bie geomettifc^e Stu^Ieguna abet 
fagt biefe 9(uf(5fung ni(|itd anberd, M baß, wenn man ade fünfte H 
auf einer mit ber Orbinatenaxe j)aranelen ®eraben/ -, „. 

«ttf b« Srtfdjyenaie ON i """*^'"*" *""*' 

(Fig. 4), bie 5Rotm«It MN .««M ^ut \^£Z Z \ ""'f""'" 
unb be^megen bad ^reied ONQ in einen unenblici^en gIA<|en{treifen äber^ 
gelten würbe. 

II) S)ie ©leid^ung (4) bejie^t fic^ augenfc^einltcb auf einen Ar ei a, 
ber um ben tlrf))rung ber Soorbinaten mit bem «!^albme|er v^A be^ 
f4^rieben werben mügte, alfo nur in ben giOen auf eine reeQe (Suroe^ 
wenn bie gegebene @rd$e A pofitir) ift. 9((dbann wirb aber ber ;uge^ 
l^drige 38ertl^ t>on U, namlicb Uq, felbjt glei^^ 3bxVi, wo)>on man fi(^ auc^ 
bur^ bie geometrifi^e ^etra^itung überzeugt, bag aUbanu b(e beiben ^ntte 
N unb fortwäl^renb mit bem anfang^punft ber Soorbinaten ju* 
fammenfaHen; man l^at alfo im arit]^metif4)en ®inne ein üRinimum 
oon ü gefunben, S)ie ®Iei(^ung (2) flimmt mit (4) überein, weil bur^ 
Differentiation t)on (4) 

/) = — - alfo ^2 — ?y = ar2+y2 = A 

eii^alten wirb. 

III) SBir l^aben m\^ alfo nur no^ mit ber bur^^ bie ©leic^ung (5) 
bargebotenen »uflofung unferer aufgäbe ju befc^aftigen. J)iefe ©lei^ung 
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gieit y = ±v/|(a?2 — A) unb fccjfel^t fl<^ auf eine J^^perJel, beten 
3)Wttel<3un!t fi(|> im Urfr wng in ßoorbinaten Jefinbet, unb beten Duerajce 
entWeber mit ber ^Jfciffenajce über mit ber Orbinatenore gufammenfSlIt, 
ic na^bem bie gegetene ®r8f e A i^ojltiö ober negatiö iji. IDle ©lei^ung 
(2) nrfrb bieamal mit (5) ibentifc^, »eil au^ (5) 

folgt; ber betreffenbe SBertl^ »on ü aier, namlit^ üo, rebucirt fic^^ »ie 
man au^ (3) jlnbet, auf 

Um gu entf^eiben, o6 biefer Söert^ ein ^Jlaximum ober ÜJiinimum 
fei, »oDen wir in rf^^u ^ie gefunbene gunction y = ±v/i(a?2 — A) i^j^ 

JTT 

ftttuiwtt. au« (rü=^Jy folgt nun (§. 9 gotmtl 5./S) 

Sermöge ber Sebingung (fü = »erf^winbet aier l^ierin ber i»cite 
(mit ih/ multiplicirte) Seftaubt^^eil , unb ben übrig Weitenben »irb man 
Iei(^t auf bie gorm bringen 

tiefer «u^bru« giel^t jl^, foialb man für ba« Sinom a?2 — A 
überall 3y2 einfe^t, jufammen in 

^ ^ 3y2\, y ^ y^J ^ y ^ 
alfo ift wenn man in ®eban!en bur(|i dt^ bit>ibirt (§. 9) 

5lun an.bert jl<^ gmar baa Sorgeit^en biefer Oröge, {e na#em man x 

1)ofltis> ober negatis) unb bie SBurjelgröfie mit bem oberen ober untttn 

8orjei(|>en nel^men »tB, unb bed^alb faßt bie gtage na^ ber ©rifleng 

ritte« ^aximnmß ober SKinimumö im algebraif(|en Sinne weg. 

J)ie aSergleici^ung mit bem oben gefunbenen SÖertl^e 

V^=^xy = ±ixy/^(x^-A) 

leiert aber, baf ba« SSorjei^en ^on tf^ü, mag man nun fir x unb y 

3* 
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)}o{itit>e oim negotiüc 3Bcti|ie anni^mm; mit Um ßvxitl^tn )}on Uo 
immer üBereiHfUmmt^ unb au^ biefem ttm^anbe f<^I{e§en wix, baf Uq 
im autl^mctifci^ett ©ittnc ein Sttitttmum ijl (J- 10). 

IV) a^g icbc ber Belben ^ei^ungen (4) unb (5) mit bcr gc^ 
flcbenen öebinflungöfllei^WÄfl. (2) fiiercinflimmt , l^aien wix, obtoo^ man 
e« att etwa« fcttfiDerjiattbli^icß l^fitte anfelg^ett önnen, birect bcburc^ It^ 
»icfen, böfi »ir (4) resp. (5) btffetettjiirten wnb baraua bie ©lei^ung 
(2) ^erleiteteru I)iefer lettem ate einer S)ifferettjiaIflIei4|Uttö entfpreii^en 
bai^er (4) unb (5) afö jwel öerf4)iebene Sntegräle, unb iwax aU imi 
))arti£uldre Sntegrale, bie au€ bem aU^mtmn Sntegrale imä) »n^ 
nal^me tcfitmmter ffiertl^c für bie toiWi^xli^t ßonftante l^eröorgel^en. 

Sobalb man n&mli^ bie ©lei^jung (2) auf bie %t>xm Bringt 
^ ^y ^j^^^ dy xdx 



dx x^ — A y x^ — A 

unb integrirt, fo erl^&It mon 

ly = il(^2 — A) + Const=L\/^^^ 

ober (ft) y2^g(:c2~A) 

uttb je nac^btm man Sterin ber »iDHII^tKü&en SniegiatiDU^cimfiattten C 
ben ffiertl^ —1 ober +3 ertl^eilt, entfielt bie ©lei^ung (4) ober (5). 
I)iefeö @a<3^j«r]^teii« veranlagt vm^ ju ber 53emerfung , bag man 
jur auPfung ber öorliegenben Aufgabe no* auf einem ganj anbern 
$Jege l^tte gelangen Mnne», unb ba^ man ejenfo *ei anberen aufgaben, 
mel^e mit ber l^ter bel^anbelten öon glei^^er 8ef(|affen]^eit finb, bie SBoJ^l 
g»if(^en i»ei S)erfc^iebenen aUipfungömeä^Aen ^t 2»an !anu ndmli* 
mit ber Sntegration ber «ebingung^W(]^g (2) \it<Siymn unb na^bem 
man bie an^ bmt attgemeinen Sntegrale (G) jHegenben Sßert]^ 

in beu «uäjrud ü, »ie er urf^runglii^in (1) öorlag, eingefeW l^t, 
»itb maji ben baburd^ l^eröorgel^enben Sluabrutf a& gunction ber tto# 
ttttJeftonmten QJröf e C anfd^en unb bcnienigen (ober bieienigen) ffiert^e 
Wtt C ottffu^en, »eld^e ü gu einem SJlarimum ober aRinimum ma^en. 
«uf biefe SBeife erl^filt rsm, %yxsMf^ 
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unb Ue Otbin^ung^leU^ung fit bad aRaKimum ob« StinimuM 

fu^rt Sit ber qttabratif^en QHei^nng 

(1+C)(C — 3) = 
beten SBtttjeltt bie t>inf)in U^^xod)tntn SQBcrtl^e Cr= — 1 «üb C = -fS 

/fIT i 

finb. ^dtte man bagegen ^ = /t f^l^^n moQen , fo ipurbe ouc^ U uitr 

cnbli^ gemoibett fein, — 3)iefe8 flnb genatt biffdbtn aitfnftate, wie Me 
^xffin auf onbetm SDege getoonnenm. 

SMe beiben inr teerigen S. bel^anbelten 9lufgaben gel^orteit in fofent 
{tt Derf^iebenen klaffen, aU bei ber ivoütm au^tt htm Sluabrud 
ü = ¥(x^ y, p, q .. 0/ »d(äj)cr gu ^tnem STOaximum ober SKinlmum ge* 
ma^t »erben foffte , no(^ ein anberer ätu^brutf 0(a?^ y^ P • • gegeben 
»ar, »el^er fär aQe bie in iSetrad^tung gu {iel^enben @ur)>en einerlei 
ffiert]^ =A Belgjalten fottte*). ä)a in ben gSllen, wenn in ü unb © 
S)iffereniiaIc|uotienten l^ol^erer Orbnung ))or!ommen^ beut am @nbe be6 
t)ot. s. geballten SSerfu^e, bie ©leic^ung 

0(^/ y^ jp • . .) — A = 
iu integriren, leicht ntancberlei ©^»ierigfeiten entgegentreten, fo wirb man 
bei aufgaben biefer 8lrt bie genannte öebingung«gleicbung ilberll^aui)t baju 
ltm%vXf yxm au5 U ben einen ober anbem ber Differenjialquotienten 

~; -^, . • . gu eliminiren. 3u biefem ^xotit fann eä unter Umftdnben 

nu^Iic^ fein bie ®Iei(^ung 0— A=0 guoJrber^ ju biff erengüreh j »ie 
j. 8. wenn in ü entl^aßen wären x, y^ p, q bagegeu in nur x, y, p, 
fo würbe man mittelft ber beiben ©lei^ungen 

0--A = O unb d0 = O 

au3 ü bie beiben Sifferengialquotienten p unb q gu eliminiren fud^en. 
2lfi nun aber eine fold^e nähere Qebingung = A entweber gar 



*) )Diefec Sßert{) war in ber oor^^erge^enben ^Cufgabe aU gegeben ottiufe^etu 
S&enn bagegen blöd geforbert wirb/ baf für alle oarücenbcn 9la4baip€urt)cn ber 
Ku«bru(f einerlei SBert^ be()atten fotl/ o^ne baf bfefer SBertfi C=A) ge^ 
eeben i|l, fo gef)6rt bie ^Cufgabe ju ben li^^er in %. 18. II au betra^tenben. 
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nt4^t in itx flufgaie tnü^aütn, ober l^at man bcn gegebenen Sludbrutf in 
0emi§]^ett biefet Sebingnng guodtber^ fo umgefloltet, mie mir ed eben 
anbenteten; fo ftö|^t ft^f bann bie weitere Sie^nung, um ber @{ei(^un$ 
(rU = ®enuge ju leifien, auf folgenben allgemeinen Sel^rfa^: 
SBenn bie @Iei4^ung 

CO i.+v.+i.f=+x,«'+-+i.;.^=o 

für iebe beliebige Sef^affenl^it ber guncHon Jy = Ä(ar) Statt flnben 
fon, »obei Xq, Xi^....X«+i irgenb »el(^e ßoefficienten öorflcllen, 
totl^t enboeber and nnbeftimmten (Sonftanten befleißen ober anc^ bie 
Variable x entl^aüen mögen, jebo^ mit Jy = Ä(a?) in leinem 3«- 
fammenl^ang ftel^en: fo muf notl^menbig 

Xo = Xi = X2 = .... X„+i = 

fein. 

8e»ei«. 2)a bie ®Iei(|>uttg (1), ober mnn mix bie 35ifferenjia^ 
quotienten oon Ä(ar) bur^ i^'Car), i2"(a?)... bejei^^nen, bie ®Iei(^ung 

Xo + Xi.Ä(a?) + Xg.Ä'C^) + Xa.Ä'Xa?) + • • • = 
ffir iebe beliebige Sefdijaffenl^eit ber gunction i2(a?) Statt flnben foll, 
fo mn^ Pe 

erjlena befleißen, wenn man für Ä(ar) irgenb eine beliebige 6 otr^^ 
jlante C^ fefct. Slöbann ifi aber i2'(a?) = 0, i2"(^) = 0, ff'Xx) = 
u. f. f. unb man f)at bie Sebingung 

Xo + Xi.Ci = 
»orand wegen ber beliebig annel^mbaren Orßße öon C^ fofort 

Xo = Xi=0 
folflt, 

8lu« biefem ©runbe rebucirt fld^ bie ®iti6)unq (1) auf 

Xg.Ä'Ca:) +X3.Xr'(ar) + X4.Ä'"(^)H = 

unb ba biefe för jebe beliebige S5ef(^affen]^eit oon i2(a:) l^alten foll, 
fo mu^ fle . 

itotittn^ be^el^en, mnn man 

nnx) = Ci + C^x 
annimmt, unter C^ unb Cg jwci beliebige ßonftanten s>ecfte]^enb. Do^ 
bur(^ »irb aber 

i2'(a:) = C2 i2"(ir) = Si;'Xx:^ = u. f. f. 

unb man l^at bie ©ebingung XgCg = , worauf 

X2 = 
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folflt. — Äu« biefem ©tunbe reburirt jl(i^ bic @Ui^m({ (1) ouf 

unb inbetn man nun fucceffi)>e 

n(x) = Ci + CiX + Cga?» 

fi(a?) = Ci 4- Czx + €30:2 + €4^:3 

n. f. f. annimmt, flelangt man burd^ ffiiebcrj^olunfl ber nimH^en ©d^lüf e 

offenbar }U 

X3 = X4 = tt. f. f. 

11) 3n allen gäHen alfo, »enn bieienfge gwwctton y==/(a?) ge* 
fu(^t küetben foQ, burd^ totl^c ein gegebener Sludbntd 

ju einem SKarimum ober SRinimum gemacht werben foll, unb »enn baiei 
bie SSariationen dy, dp,.. . gar feiner naiveren Sefd^ränlung unterliegen, 

wirb m^M, »eit crü = (^)tfy+(^)§ + - • n^r ieben SBertJ^ 
Don X tjerf^winben foH, in ber 3wf<^wimcnpellung t>on 

-— - = ober = — 
dy 

(2) ^ = ober ^^ 

-5- = ober ' = -- 

dq 



bie nötl^igen Sebingungdglei^jungen gur aufWfung bea Problem« bejlten. 
3Ran wirb alfo, wenn biefe ®Iei(^ungen fidSy untereinanber ni(^t üer^? 
trugen, fo bag e« unmöglich wäre, allen gleic^jeitig ©cnfige ju leijien, 
^^ bal^itt erlldren, ba§ gar feine gunction y=f(jxr) »on ber »erlangten 
(Sigenf^aft eriflire. 5)iefer Umfianb mag um fo leichter f^einen cin^ 
treten ju fönnen , aK bie ©röficn p, g, . . . f einedweg« untereinanber unb 
öon y unail^dngig, öielmel^r, fobaib y=f(x) gefunben tji, ganj lu 
{limmte Functionen t)on x flnb, fo bag ber %aTi ein gang anberejc ifi atö 
mnn man eine Slngal^I algebraifd^er ®(ei(i^ungen mit eben fo Diel tlnbe^ 
fannten aufguKfen i^ätte. 

Slnbererfeitd ift iebo(| ni(|t gu überfeinen, bafi ^ufig , obWDl^t in U 
bie Function y unb il^re 3)i{ferengialquotienten 
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v^ Pf 9/ • • • y®7 y*^^*^ • • • y^"^ 

entj^alten finb; bie Statut bei: Slufgabc bo<i^ .crfücbem »itb, baf bb^ 
einifle ®Hebet bief« Äell^e öariiwn, unb bo^eg«« aubere, etwa y^f)^ y(0 . . 
f^ine Variationen {nlaffen, b. 1^. ba$ 

fei (§. 17). 3)a in einem folgen 9aSe in bem Aggregat (1) bie mit 

-t\, -jx • • • «iwttii)Hcirten ©lieber *öon felbfl ^erau^fatten , fo jtnb 

b(o^ biejenigen S)ifferensia(quotienten 

rfü du ^rfü rfU 

welche mit ben ni^t ^etf4ltt>inbenben Sariationdquotienten muttipticirt 

finb, glei^ iWuII resp. =^ tt 8« f^fe^« 5 l^ferburc^ Jjerminbert flci^ bie «nja^l 

ber Qebingung6glei4>ungen , unb bie ^figti^Ieit x^xt& gleichseitigen 9e- 
{tanbd wirb erleichtert. 

III) SBad nun bie weitere Sel^anblung biefer ®ldS^vixiqitn (2) atu 
belangt, fo wirb man^ j[t na(^ ber 9latur bed einjelnen ^aU^, jebe^maf 
ben am bequemflen fc^einenben 3Beg lei^t finben, we^^alb e6 l^inreic^en 
wirb ben folgenben i93eift>ielen nur no^ bie algemeine Semerfung t)oraud^ 
lvi\Ö^iäin, f ba^ inan 

JTT /ffT 

entweber einen xxx -r-, ^ • ♦ • gemeinfc^aftlid^ entl^ltenen gactor 

glei^ SluH resp» =- fefcen wirb; 

ober bafi ma^ bie eine ober anbere ber Gleichungen (2) ju integriren 
unb bie baburcl^ eintretenben unbeßimmten 3>ntegration$conflanten fo ju 
beftimmen fuc^en wirb, bafi ben Abrigen gorberungen ebenfalls @enüge 
geleiftet werbe j 

ober enbli^, bafi man gttt)5rberjt ben einen ober anbem Sifferenjiat 
quotienten p, g> . • wA biefen ©leii^ungen elimtnirt unb baburd^ gu einer 
S)ifferen}iatg{eic!^ung nieberer Orbnung, ia wol^I gar gu einer enblic^en 
©lei^ng gwif^en x vosii y gelangt 

3n ©etreff ber ©leic^ungen 
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.^-. dC <fü du er 

C»3 ^-CXD ^ = 00 ^«00 «.f. f. 

machen wir ieboc^ no^ barauf aufmetffant; ba§ fie gumetft bal^in filieren, 
bm einen lAet anbem ana i^atiablm @rt^n gebilbeten 9(n0bni(f, mel(i^et 
in ben für biefe i^attieOen IDifferenjidlquotienten eri^altenen gotmeln im 
9tentteT onfttitt, gleiii^ 9}uII ju fe^en, ba§ babut^ abet in bet Siegel 
awä) 17 felb^ unenbli^ ^tma^t merben voltb, nnb ba^ aud b iefem ©ntnbe, 
infofem ba$ qt^u^tt SDlajrimum Dbet SRinimum einen enbli^en Sett^ 
icfi^en fön, bie Sebtngung^gleid^ungen (3) }u Dermerfen finb. S)iefer 
gall »ixb namentli^f bann eintreten^ menn ber gebaute t>atiabU ÜKn^bncd 
htttÜB in Ü feUjI, iltiäjS>iü ob mit einem gangen obet gebrochen 
^otengei^onenteH bel^aftet, im Sltnnn ^onb, ober menn ber Sogafitl^mu6 
t>on einem fold^en SIttdbrud im d&'&I^ f^^^i^ u* f* f* Unb fo oft wh: 
ballet bei bei; Sel^anblung t>on 3(ufgaben, toeti^e unfern tpeUeren ttntet^ 
fit<^nngen )ur GrI&ntenmg bienen foHen , nne b(oa *an bie ©leid^nnaen 

(4) -T- = ^ :r-=Ö Tj- = u. f. f. 

rfy d^ dg ' ' 

Italien , itnb bie ©(ei^nngen (3) fUOf^n^genb dbetge^en, fo witb bad 

gef<i^e]^en, »eil bie ?[ujf dfung ü = OO J« »el(|et biefe le^tern H^ingeful^rt 

i^abtn mütben, unbtauc^bat ober io(fy feiner befonbein @rm(i^nung »ert|f 

erfi^ien. 

®obaIb man nun auf bie eine ober anbere SBeife eine Function 

y=:/(a?) ermittelt l^at, weldjje ben im öotigen %. bef}>ro(^enen 8ebin* 

gung^gleid^ungen ©enfige leitet ^ fo barf man ermarten, ba^ biefe ben 
gegebenen Su^bruä 

mirfli^^ entmeber ;u einem ^aximvm ober )u einem 3Rinimum ma^e, 
au9 belanntett @rfinben (§. 10) (ann man fid^ |ebo(i^ nid^t immer barauf 
miaffen. Um l^ierAber ©ewipl^eit ju erlangen, fo toit ani^ um bad 
3Rax;imnm )>om äßinimum gu unterf<i^eiben; gebenfen toir 
bal^ev folgenber ^tilf dmittel : 

I) Slttö ber ©efti&affenl^eit ber Slufgabe fann man oft unmittelbar 
mit ©id^erl^eit f^lHepen, bap nur ein eingige^ 3Jlaximum (resp. iDlinimutn) 
miqli^ fei^ unb biefe^ muß alfo, wenn bie ©Weisung <fü = 
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(ober (f'ü = — ) nur emc einjiflc äuflöfung guHefi, »irlf^ gefun^ 

ben fein. 

II) üRan tarn ben Stu^brud für (T'^U nac^ ben Stefidn bed §. 9 
UVotn, unb iufel^en, ob für aDe in Setrac^htng ;u giel^enben Sert^e S)on 
ar blefer «udbrud bwrcff bte für y, 2?^ g . . gefttttbenen guttctionett ß^x), 
/'(ät); /"(ar) . . . einen pofltiöen ober negatoen 2Öert^ crl^afte. — S)iefe« 
SSerfal^ren l^aben mir bei ben in $• i2 bel^anbelten 3(ufgaben angetoenbei 

III) S)er gegebene Stu^brnd für ü ijerwanbelt fl(|» huxä) ginfü^rung 
ber gefunbenen gunction y=/(x^, tooiut^ an^ p=if(x), qz=:f'(ß) 
Vi. f. f. lauter beftimmte {Functionen ^on x werben , \xi eine genau be^ 
fHmmte Function ber einjigen Variablen x, fo ba^ vxoiXi l^at Üq = 9»(a?). 
©obalb man aber bie gwwction /(ar), welche bem ffiertl^e t = entfprii^t, 
t>artiren Ih^i, inbem man in ©ebanlen bem SSariation^argument einen 
bf lielbigeU; j[ebo^ l^inlinglidf) Reinen S^oXHxotxi^ t beilegt ; f qtfft y über in 

(8- 9) unb bie Functionen P; q> • geben über in 

p-\-rp =p + 6'p.i-]-^i'^.r^ + 

q+Fq = q + ^'q^r-]-y'^q.T^ + 

u. f. f. 

SRan lann ba^er ani^ ben SBeg einf(^Iagen, baf man in (1) an 
bie ©teile Don y,p, q*. |unS(|jl bie Sinome y + /^y^ jp + FP? ? + /^? • • 
fubflituirt, ben i^ierburd^ entflelgfenben auSbrud naci^ ben auffleigenben 
^Jotenjen ber ^aüaü^ntn f^y, pp, f^? . . . (im Mgemeinen alfo mitteljt 
bea Slaplor'filfen «ej^rfa^e«) entwidelt, unb bann für y, ^^ g • • • . bie ge^ 
funbenen Functionen /(ar); /(a:), fix)... einfefet. ©erjenige JC^ell 
be« l^ierburd^ erl^aöencn 5Cggregat3; xoAijii fry, p'p, rq^**-* i^'^ wl^t 
entl^ält^ ifi bann offenbar ba« in Frage ftel^enbe ^anvxnvx (resp. SRi^ 
nimum) Uo^ alle übrigen Sejlanbtl^eile aber bilben ben SBertl^ loon pTi^, 
Darin »erben felbjit>erjMnbIi(^ , in fo fern y, p, q... bie @Iei(|ungen 
(4) be^ vorigen §. erfüllen, alle ©Heber mit ben erjlen fpotengen Don 

F-y, FP, Fq*** W^^f «wb «i<^« «>i^b ^\^ iundd^fi bie ©umme B% 
ber jenigen ©Heber in bad S(uge gu faflen l^aben, mel^^e in Seji^l^ung 
auf bie genannten SSariationen S)on ber ) m e i t e n S)imenfion finb. ©elbfl 
bann mürbe biefeöJBerfal^ren anmenbbar fein, menn flci^ Üo + A^üo^ »ie 

e« auönaljfm^meife unb nadjf Seljfanblung ber ©leid^ung J ü = ^ ber gatt 



• • 



• • • 






• • 



• • 
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fein fann/ ni^t nad^ ganjcn jjofitiöen fpotenjcn öon /^y^ /^^^ 
fq.. entoWeltt Ke^e, tnbent man nur bfe mit bcn niebrigflcn ^o^ 
tengen biefer Sattationen i^erfel^enen ©lieber in «l^infic^t auf il^r 93or;et(^eu 
gu ttnterftt(|>ett Igiätte. 3m SlUQtmtinm aber ifi 

(2) + ? /^3^ + 3/^?r^ + • • 

+ 

»ortn %f S5, 6, ♦ ♦ . . gegebene Functionen öon a? Dorfietten \ unb e« f ommt 
bann barauf an gujufel^en, ob ein foI<f>er ?(u«bru(f fowol^l für ^jofitiöe 

aö für negatiJ^e SBertl^e J>on p^y, ß^p, -p'q unb fitr beliebige SSer* 

l^filtniffe biefer Variationen fortwdl^renb entweber einen, pofliit)en ober fortsr 
»il^renb einen negatis^en S93ert|i erf^afte. 

SBenn l^ier Ho^ brei ©lieber )>orIommen^ b. 1^. wvm entmeber 

82^=^^F)f'^ + ^FyFP-^^FP^ 
ober B2 =■ ^FP^ + ^FPFg. + ^F9^ 

ober bg(. if}; fo mitten erftend 91 unb @ in SiAdfic^t auf bad SSorjeid^en 

©rS^en t)on einerlei Slrt fein, b. 1^. beibe ^^' \, je tta<f>bem /^Uo ^*^'^ 

»erben foD; augerbem aber muf belanntlic^ au(^ bie Differenj 6—7^ 
mit SC gleldjartig fein, weil man j. ©. ba^ erfte Jlrlnom auf bie gorm 

»'=[<g+S)+(*-S)]-^ 

bringen fann unb »eil jl<f> ^ier nac^ Selieben ba« SSetl^ältnia — inöe- 

"^^) Derfc|^»inbet, alfo 



532 



6 — — j einerlei Sorjeitfien l^at, — ober gerabe im @egen^ 

tl^eil fo, ba§ 9l(g + jy We t>on g unabhängige ®röße(s-g) 

bei »eitem ubertrip, in welkem goHe ba^ SSorjel^en t>on /^Üq mit bem 
53oijei(|^ett öon % ilbereinfiimmt. 

S)a man bie (Sntn^idelung t)on JS'2 au(^ na(^ bem (fogenannten 

cmeiterten) Xa^Ior'fd^en gel^rfafee ^jornel^men lann, fo flel^it man, bop a 
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Wqmifle gundion oon a? iji, in »e% (j^^Y^ = i^hV «*etflc^t, 

foialb man bie barin t^otlommenben Sni^ftaien s^^ p^ 9.*. bm^ bie 
flefunbmcn guncttonen yiCa?X /(^)/ /"(a?) • . . trfeW, unb bafi in gfelt^i 
SBeife S and d^U^ 6 an^ IdjpU n. f. f. entf))rinfltn. XUbxiitn^ tfi 
bie gorbemng, ba$ (S mit $1 einct(ri Sot)ct(i^ befi^en foQ, in btr 

anboten Sebingunfl^ baj 6 — 7=1 mit a flleicä^artlj fein mnpe^ f^on 

einbegriffen; nnb t9 xti<ifyt alfo l^in, biefe leitete im Singe jn beimaßen, 
meldte ^ an^ baburc^ andbmden Uft^ ba$ man fagt, ed mA^e ba^ 

^xDim afe— ^^ = «6— iC8 pofitit>, alfo 4a(5 pofttiö unb 

g¥«9er aU 8^ fein. 

3u bem n&mlic^en gtefnltate s^'^^^fi^ it^^ ^^i^^ äRAI^e, »emi man 
mit «^tUfe unbeftimmter (Soefficienten 8% in eine ®umme t>oii ®Iiebem 
nmjugeflalten fn(|ft/ beten iebed ein^ mit einem Soefficienten \>tx^t^mt^ 
Duabtat fein foD, »ie an bem S^rinome 

(3) a2 = 9iFP^ + 9f^PF9 + ^F9^ 
gejeigt »etben mtge. ©e^en »ir l^iet 

(4) S2 = Sl(fT+ «/^ff)' + Sl>?^ 

wobei ?l' nnb a nlS)tv jn beflimmen pnb^ fo lta6)Ut foforf ein, bafi fit 

iebed i»if4>en /t? nnb ^j anjnnel^menbe JBerl^dltnid /^U ^^^^ ^ I an«^ 

negatto y 

faKen, wenn « nnb »' beibe ^^^ ^A finb- Sie Sergleic^ng oon (3) 

nnb (4) ^iebt abet 

wie tjorl^er. 

Unb in gleicä^ei: ffieife, wie l^ier mit bem Xtinom^ (3) gef^el^en i% 
wirb ed aui^ gelingen ben aSgemeinen Stndbmd (2) nmingefiatten. $3ir 
femten n&mli(i^ fe^en 

(6) +rv?+y>r + --)2 
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u. f. f. unb foialb fi0 i^ietin ffit 

« ß Tf ' ' ' 

a' ß' y' . . 

a" y" . . 

f 

enbliiä^e wnb reelle SQBettl^e etgeieit, fo »ttb offenbar plS^, l^effen Sot:* 
jei^en {ti^ für l^nMnglid^ Keine SDertl^ ber SSatiationen f'j^^ FP *** 

na^ 3, nm, ;;^;( -iro U» em ^^j fein, «e„„ a, a, r, 
r' . . \&mmtt^ J^'^JJj* j ®tß|en finb. SQBenn bageflen bicfe «ebinöunjen 

tti^t etföm pnb , fo witb :man fl^ »on b« eri^enj rfne« !?*"!'""'"* j 

noi^ ni^t übtijcttot Ratten. a«8 bct SSoglei^ung oon (6) mtb (2) cnt< 
f^tittgen ttim bie ^ottneln 

"~2a ^~2a ''"aa 

a- = (5 _ aa»1 /?' = ~i(S-2SUcß} J y- = * (^_2aay) ' 

4aj -2ä^®"W^) -2ä'^*-lä^ 

«. f. f. 

35ie anwenWarfeit biefe* SSetfal^ren^ Bebingt alfp, wie tnott l^ierau« 
crftel^t, nur baß feiner btr ßoefflcienten «', 81", «'",., fl(^ auf 9luB 
rcbncirt. 

Sir werben nun bie SCnwenbung ber in ben I^eiben legten fßata* 
ixapiftn entwidelie« allgemeinen {Regeln an gwei 9eif))ielen feigen. 

@r{le aufgal^e: 6a feien jmet fßunite A unb B unb {wet bur^ 
biefe fe^ ^nlte laufenbc iParaOeQinten gegeben, man foS bur^ A mtb 
B eine fold^e (SfiMc confhuiren, bag \otnn man auf il^r tintn beliebigen 
5Punft M annimmt, unb t)on bem ju M gel^örigeti Ärfimmung^mittet 
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punft bie fper))enbtfel OR itnb OS auf bie treiben gegebenen ^axaUtU 
Itttien fallt, ba« ?ßrobuIt biefer ^et^jenbüel OR X OS tin maximum (ober 
SDlittimum) werbe, n&mli^ einen gtäfern (ober Refnem) ®ert]^ erl^olte, 
aH mnn man fär bie iebedmal gew&l^tte Stbfcifjfe ben $unft H auf 
einer anberen, ber gefucf^ten @urt)e nit^ftanliegenben ^ta^^barome atu 
nefimen »oute. 

SCufUfung. SBir »ollen (Fig, 5) ben einen ber beiben ge* 
Qtitntn fünfte, A, lum 3lnfang$)}unlt ber @oorbinaten nta^^en, unb e^ 
feien bie ßoorbinaten bc^ anbem ^nnlt^ 

AK = « KB = /J 

wobei wir bie eine ber beiben gegebenen fparattellinien jur Stbfciffenaje 
wdl^len, S« fei ferner 

AP = a: PM = y 

fo finb itlannili^ bie @oorbinaten bed Jtrummungdm{ttel)>unftö folgenbc 

J&ieraud folgt 

alfo f)abtn wir, wenn wir baa ju einem aJlajrimum (ober SKinimwin) 
ju maci^enbe ghobuft ORxOS burcä^ U J>orjielIen unb wieber dy=pdX; 
d!h/=:qdx^ fefeen, 

CO V = (y + i±I^X^-y-i±£^ 

2)ie Variation l^ier^jon iji 

(2) .>U = 2(^^-y-,i±^)(rfV+|^i,-i±^tf-,) 
2)i«f«« gJiobMtt fann jic^ aJ«, ba in beut letten goctot We wiMp 
H^en gunctlon-en (f'y = i2(ar), <r> = -^, rf'j = ^|^ sjorfcmmen, nut 
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bann iti iebcr Ulitbiitn IBefi^afftnl^eit t>on cf y auf 9{ua rebudrcn, wenn 

M. . (3) H-S = (i/»-y^, 

tfl. Um biefe @Iei^ung ju integriren, geben wir i^x bte gorm 

dx _ 1 

unb m«It{<)Iie{ren mit |?rf<a? = dt/, tüoimä) toix erl^alten 

pdp dy 

»enn C tint ts>i\a&f)xli^t @onftante anzeigt. SQfo f^at man au(i^ 

5)ied ifl eine ©iffereniialölei^^unfl er^et Orbnung , »elc^e P4i , na^ p 
attffleWfl, in 

£fo? "" iß — y 

9itx, wenn man im Sinne bel^filt, bap bie SSurjelgriffie fowol^I mit bem 
einen aU mit bem anbetn Sicxitl^tn Qtnommtn werben Unne, in 

_ Qß-y)dy 

<>cr»anbelt. S)aa Sntegrai l^iett>on ifl 

a:~fi = V^C2 — (1/9 — y)« 
»otin B eine gweite ^ntegrationaccn^ante bejeii^net; unb biefe ©lei^ung, 
toelc^er man au^ bie @efialt 

(4) (y-i/^)^ + (a?-B)2=C2 
geben fann, fagt an^, baf bie gefuti^te (Sun>e ein Jtreid ijt; mit bem 
»oblue C unb einem burc^ bie gDorbinaten B^ ^ß befümmten ÜRitte^ 
punft. S)iefet aRittel)>unIt mup alfo auf einet iux^ bie mttt t^on KB=/9 
mit bet JCbfciffenajte :patallel {u )ie]^enben ©eraben liegen^ bie jwei Son^^ 
fionten B unb C aftx werben P(^ ou^ ber gorberung, baf bie 6urt>e 
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bur^) Mc jwei flcgcBencn ^Punfte A 






unb B 



ja? SÄ er 



laufen foH, 



icfHmmctt lofcn. S)ctttt DemSfle biefcr jwet Sebinfluttgett jlcl^t man au« 
(4) bie ®iei4)ungett 

||S2 + B^ = C2 

5^ic jweite J)Ott ber errjiett fuitral^irt, fliegt 

2aB — «2 = 

alfo B = |a = 4AK 

uttb na<^ ©uifHtution biefed ffiertl^* fÄr B i» bic erfte ®fei(|^ttnfl er* 

^oXi man 

I)emna(^ iji bte gcfucä^te 6mt)e betieniße Äretö, mldftx öom »l&atttTUttgö* 
f^unlt ber @eraben AB oI« (Sentrum bur(^ bte gegebenen fünfte A unb 
B ju »ef^reiben ijl unb btirc^ bie ©lei^ä^ung 

S)on!ommen befHntmt »irb. 

SRag man auf ber ^ßeri^jfietie blefeö greife« einen ^unft M an^ 
nel^men, »o xxian »iH, immer beflnbet fi(^ ber gugel^örtge Ärümmungö* 
mittelpunft in bem unöerdnberli^en Sentrum (Fig. 6), alfo ijl febeö* 
mal ba« jprobuft ORxOS = üo = iiJ2^ 93ei einer geänberten eurw 
bagegen toitrben t)orau«f{(^tI{^ bie beiben ^actoren OR unb OS ni^t 
einanber gleii^, alfo ilg^r $robu{t^ faS« {wifc^en ben ^araQeainien AI 
unb BW liegt, i)ojttit) aber Heiner alö \ß'^ feinj xotm bagcgen 

unterl^alb AI fiele , fo »ärbe OR negatiö unb OS = /? — ÖR |)ofitiö, 
unb wenn oberl^alb BW läge, »urbe umgefel^rt 0R>>/? ))ojltio, (&tt 
'OS negatio, baö ^Probult biefer beiben ^octoren alfo in beiben gäDen 
nt^aii^ fein. 35a]|gier tft U© = -J/^^ ein 5DI a je i m u m im algebraif ^en Sinn, 
nebrigen^ gelangt man ju eben biefem (Srgebnid au$ bitrd^ bie 
Setra^tung be« gtoeiten Sariation^quotienten J'^U. ^txvx aud (3) tourbe 
allgemein, glei^öiel »a^ für gunctionen oon x burcb y, p^ q üorgepellt 
werben, nat^ §• 9 folgen 

3 3' 






Gap. IL — 49 — . 8. 15. 

9Un fod abtx gcgentDittig y bieimige ^^itnction Den z ]t\n, füt melc^ 

\\t, bcnn biefed mar unfetc UTf))tiingn(^e Siffereniiafgle^ung (3). S)al^er fSnt 
in bem ffiir (f'^U gefunbencn Sluöbnid ber jmeite ®ummanb »cg, unb man erl^AIt 

IDiefer 3ludbru(f , morin man freiließ an bie ©teile r>on p unb 9 fhntg« 
genommen bie aud ber ®I. (5) abjnteitenben J^nnctionen }>ott x ju fe(^en 
l^dtte, I4§t aber oi^ne alle »eitere ©ei^anblnng erfennen, bag i'^J für jebe Je^ 
liebifle (reelle) ©ef(^affenteit tjon 6y, ä'p, d'q einen n e g a t i d e n SBertl^ bejiftt. 
ÜRan Ijnnte enbli^^ auc^ bad im )>or. §. unter III) bef))ro^eite 
Setfal^ren gur @ntf^eibung ber grage , ob ein äJtarimum ober aRlnimum 
gefunben fei, {iemli^ Uc(ixvxi auf ben oorliegenben gall anmenben. 3u 
biefem ßwede bemtrfe man, bag ber bei (1) aufgefieOte 9luabrtt(f fAr U 
ft^ aud) in folgenber @efialt f(|^reiben Id^t: 

i&lerin \^Vi y, p, q bariiren, wobiir^ 

(7) ü + ^ü = |/J3-[|/»-(y+^,)-l±^±|g+^J 

entfte^t S)a man nun, fobalb fH nai^ ben auffteigenben ^otenjt^n 
t)on f^y^ f^j?; A^g' entmidelt ijt, btejenigen ©lieber, »eldje in Segie^ng 
auf biefe Swcremente t>pn einer I^S^eren aW ber jweiten Drbnung flnb, 
ni(^t mel^r brau4»en mirb, fo reicht ea l^in, 'otw bem in $arent^efe ein^ 
gefct^Io^enen 2!rinom nur biejenigen ©lieber ju entwideln, melti^e jur 
er Pen S)imenPon in Sejug auf p^y, p'p, ^q gel^Sren, »ei( no(^ eine 
(Erl^eBung in^d Ouabrat natf^folgen foO. @d iß aber 

fclgli4> "^ q 

^-Fq + 



• • • 



• • 
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^tl^ man bUfm ®ettl^ in (7) «nb fü^rt iuslfic^^ um gu üo + /^üo 

1 4- »2 
fiberjugel^ctt, für ^/S — y Dertnäfle (2) btit ®crt| — ^-^^ ein, fo wl^SIt mon 

•—4 — • • • • 

b. f) Co ifl üo = i/?^, «nb bie im Dorigcn $• ijui^ 8^ Bejeid^nete 

olfo negativ; folftI((^ »lA fftr ll^lttl&nflli(|f ffcinc SBertJ^e ber Öatiotioncn 
ßn/> rP) Fi ö«^ /^üo tt^ö^^tit) fein. 

3tt)ette SlufflaBe. TOan foH eine Stttöe ddu ber (gtgcnfci^ft 
tefHmmcn, bop xxitxcn xaaxi auf bctfeften efucn fpunft M bcKeiig on^ 
nimmt, ben gugel^Jrigcn Ärummunö^mltteltJunll iefHmmt unb bcnfetten 
mit i»ei (jcfleBcnen fejlen ^Junftcn A unb B flerabliniajjeriinbet , bie 
Summe ber Duabratc btefer SSertinbunflöHnlen AO^ -f- BÖ^ gröfier ober 
Heiner fei al« für einen ber nämli^en Slifclffc. gugcf^ärigen aier cuf einet 
anbern ßutöe liegenben ^)xxi^. 

auflöfung. Snbem »ir bie ?Cbfciffenare burdjf bie gegcienen 
jptmtte A unb B legen unb ben einen 5Punft, A, jum Urfijrttng ber 
(SoorbinatenHwtnel^men, iji ber anbere fpunft B burd^ feine Slifciffe 
a? ra AB = jS teflimmt, 3Jllt Jg>ülfe ber fd^on in ber iorigen aufgate 
Jenufcten gormein für bie Soorbinaten be0 «rümmungömttteljmttltö 
erl^Slt mon nm, ^ 

alfo 
ü=2(ar-|[l+l>»])+2(H-*-±^)-2ys(ar-|[l+^j)4,/j2 

^ixca mir i^ier ;ur Slbfürjung 

2 
feften, jo »ttb 
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(2) ü == 2ix ^pwy + ?(y -f w)^ — 2ßisp ^pw} + /?» 
^ittaM fliegt 

iU = [— 4{x~pw) -f 2ß](pdw + wdp) + 4(y + M?X*y + rfw;) 

ober, »enn mon für Sw ben ffiett^ ??(rp — (l+jp2)£|= ^gp_'^ 



Jü 



= (2^9— 4^ + 4/^if;)r?^rf2?— -^ (Tj + tt-cTp") 



alfo, wenn man tta(^ beu Sariationen rfy^ <fi>, J^^ orbnct wnb in @e^ 
banfcn buwä^ dt btötbirt, 

-[(2/?-4:p+4pM;)^+4(y + M;)|]cfV 

J&iet niü§en nun, »ie im wrigm $. geseilt »oiben, bic goefflcicnten 
bcr 3 ©ariotionöcfticitentett (fV; ^'P, ^9 ^^ dngelu auf fflnU xtbutittn, 
b. ^'. e0 mni fein 

(/? — 2a? + 2p«?)(2p2 4- qw) + 4(y + w)p = 

(j^— 2a?-{-2;?i^?)^M; -f2(y + «^)^ = 

ffiegen bw erj^cn biefet bret öebinflungm rcbuciren ^^ bic beiben legten auf 

iß — 2x— 2py)(2l^'\-qic) = 

iß~2x'^2py)py = 

14-«» 
unb wenn man nun noc|) in bie etjie unb j»eite für w ben SBettl^ — ^-^^ 

^Vi9 (1) fuiflituirt, fo l^at man bie btei Sebingung^glei^ungen 

(3) y3+t+i>2 = 

(4) (/? ^ 2a:- 2;>yX3^ + 1) = 

(5) iß — 2x — 2py)py = Q 

9Bit butfen l^ier, fo mie au(fy in il^nlit^en ^Den bei anbeten Slufgaben, 
bie erpe ©lei^ung y + 1^? = , obwolg^I jie bereite benufet »o Aen m«t 
um ben in w entl^altenen 5Dijf erengialquotienten q oM ben beiben anbeten 
)u eliminireU; bo(f> nid^t bei @eite metfen, fonbem fle ntu§ fottm&l^tenb 
iio(^ nti^ÄI^Ien, »eil fobofb man y=/(a?) flefunben ]^at, batau^ f 4t p 
unb q but^ Siflfetenjiation ganj bejHmmte audbtötfe /'(^) unb f\x) 

4» 
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|^fd>ocgcl^m votAtn, Den htntn j^ bann niM^ fragt, ob {le bn Scbingung 
Vq-\'i'\'P^=^0 Ontüge letflen. S)iefe^ mitb gan} Har but^ bic 
UAerIrgung , ba§ dflcntlicl^ )ebe ^a brei 01et(bungen , att 3)ifferensial^ 
glri(^ung fib y, ^ mfiSte benutzen (afcn um gu einer ©leit^ung 2^ = jT^) 
}u gelangen. — S)ie (Slintination M l^ö^^ften IDtfferenjialquottenten ift 
in folcbtn gillen rat^fam nic^t bloa bedl^alb, um eine £tffereniialg(ei(^ung 
niebrigerer Orbnnng »er ft(^ ju l^aben , fonbent audf wtii in f(x) befh) 
ntel^r anfana6 unbefitmmte Sntegration^conflauten eintreten, je l^ö^er Vit 
Crbnuno^gabl ber Sifferenjialgieic^ung ift, fo ba§ abgefel^en )>on ben 
ectva Dermcl^rten @4^mierig(eiten ber Integration, auc^ no^ bie S(ud^ 
mittelung ber paffenben SBertl^e für biefe Senftanten ju fc^affen ntac^t. 
@o »urbe im Aegenwirtigen ^alle aOerbingd bie ©(eic^itng (3), na^beui 
maxi fie mit da multiplieirt unb wegen pdx^=dy, qdx=^dp in ber 
®eftalt 

jfdp '\'pdy = — dx 
gef(^rieben glitte, bnr^ Integration fofort ju 

yp = Const. — X 
f&^ren; unb biefed ftimmt in ber gorm genau mit unferer fog(etc|» folgenben 
0(ei(!(iung (6) uberein, gur ooHfommenen 3ibentit&r gel^drt aber, ba§ vx^xl 
ffir Const. ben fflertl^ \ß aufgefunben l^abe. — 
aiud (5) folgt nun 

entweber , . y = 

— bur^ biefe ©leic^ung mürbe bie SKbfciffenajre angezeigt, unb ed toäre 
bann au4>^ = 0, $^ = 0, aber biefe SEBert^e leiflen ben ©{etdj^ungcn 
(3) unb (4) nic^t ®enuge, unb Pub bal^er unbrauchbar; — 

ober ^ = 

bann ift y = CünsL, ^ = 0; »oburt^ ebenfalls »eber (3) noci^ (4) 

erfüllt mirb; — 

ober enbli* (6) ß—2x — 2py = 

jg)ierbur^ ifl unmittelbar au(^ ®r. (4) erfüllr; unb bie S^ifferenjiation 

ffil^rt ju 

— Ki+PP + yq) = 
voa^ mit (3) ibentiftf^ ifi. 2)iefe ©leic^ung (6) liefert alfo bie vid^tigc 
unb einjige «uffifung. Sie W§t jicb juöörberjl umf^relben in 

ydjf = _(ar — |^)dr 
unb giebt inx^ Integration 

(7) y2^(.^_^^32:=,^2 



6np, II, — 53 — . j. 16. 

toenn man bie toiUf&fftU^c Sonftante ixxxä^ A^ t>or{telIt. Siefe @Iet<^un ^ 
6ejeic|ttet einen Streif beffen !DWtte(})iiuft bnr(^ ble goorWnoten x = lß, 
y s= kfitmmt ifi ^ alf o in bet ^Slittt {mifc^en ben gegebenen tpunften 
A nnb B liegt, beffen «^albtne^er übtigend beliebig angenommen metben fann! 
@d ifi offenbar, bafi mad man auc^ immer für einen fßmtft M 
auf ber ^ertpl^erie eined folcben ^eifed toAU^Ten mag, ber Sugel^Srige 
Arummungdmtttel)>nnft fi^ unoer finberlicb im ^albir unggynntte oon AB 
bepnbet, nnb ba§ alfo bie Dnabratfnmme AO^ ^-lO^ = Iß^ -f- |jj3 jj. ^, 

fein mirb. S)enft man ^^ nun, }u einer oariirenben Snroe fortfcbreitenb, 
ber ^}unft rficfe and biefer (Stelle fort, aber {nnicbfl nod^ in ber @e^ 
raben AB, fo ba$ etwa 

AO = ^ß — m BO = |/?-fm 

»ire, fo würbe 

alfo >Uo »erben, giete aber gar außerhalb AB, fo »lirbe AO^ + BO^ 
»ieber grSger aW Ciß — my + Q^ß-^ni)^, alfo nmfomel^r ü>üo fein, 
^ierau^ fie^t man, ba§ bie ©Teilung (6) )u einem abfol uten ^l^ 
nimnm oon U geful^rt l^at; nnb wir I5nnen und barum ber Vlüf^t 
itberl^eien, ben {weiten Sariationdquotienten barjuftetlen unb in bem 
fetten an^ (7) bie SBertH^e 

y = ±\/A^—<ix-Xß)^ 
x — iß 

y 

1 , x — \ß 14-J92 

y yy y 

iu fubfiituiren. 



SBir l^aben bereit« in §. 13. II) barauf l^ingewiefen , bafi bei Se^ 
l^anblung ber @Iei(|fung JU = man^maX, obwol^I in bem gegebenen 
9[udbnt(fe D bie Functionen 

y, p/ ?; .-. y^^ y^^^^\ .... y^"*> 

enthalten feien ^ bcnncd^ ber in Pejiel^ung auf bie eine ober anbere biefer 
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aSarfaMctt genDmmene ©ifferfnjialqiiotiettt j. 8. -^-^ nid)t gleich 9lutt 

gefeilt wetben bfitfc/ injofent bie 9lätut brr Kufgalbe t^etlangen Unnt, baf 

bie ietreffettbe SSariatton i.y(^ = -^ gleit^ SWutt fein foKe, 2)iefe an^- 

b^ittttttfl fccbarf »ol^l um fo tnel^t einet »eiteren erMutentng, ate ein 
folt^eö Serfc^winbett t>on <Fy<^ loflift^ owf g»ei flonj Derfd^tebene SBeifen 
mföHc^ erfti^eittt; ndÄlH(^ entoebet fo, bo^ bie Sebingung rf.yCO = o jit- 
fllei(ä^ bie nof^folflenben cr.y(«+i) = 0, rf.y(«+2) = u. f. ». lü ju 
rf.^(w) =0 nacä^ jlcft gielS^e, ober olg^ne biefe golge. 

I) äSenn j. 8. Bei einer fleontetrif^en Unterfn^nufl iii ffi^ an bte 

gefuci^te 6urt)e anf^Ueßenben Slad^tarcuröen ni6)t ganj »iOffll^rli^, fonbeni 

in ber Slrt ubereinanber ^tt laufen foBen, bÄ§ foffwal^renb für ale 

SQ3ertl^e ber Slifctffe x bie Jlangente ber öariirenben (5urt>e ^JdtaHel jur 

Slangente ber eigentlich) gefud()ten 6itrbe y =/(^) liege , f o »flrbe man 

dl/ 
offenbar ^ = ^ al« eine gunction /'(a:) ju benlen l^aBen, »el^je p^ 

bei bent Ueiergange Di>n ber gefügten jn einer nä4)|l önliegenben gat 
ttid^t änbern foHte , eö »dre alfo fortwäl^rwb für " alle Söerrl&e Don ar 

(r>=-^ = 0, ,»a« freiließ fo Diel ifi, aö JV gar ni<]^t me^r für eine 

gunction üon x an^ufelgiett. .g>ieraud »ürbe junäc^jt tf ^ j == -—^ == 

dx 

folgen, »a« bie geontetrif^e G^onfequenj entl^ielte, ba§ an^ ffir jebe be^- 

liebige «ifciffe bie Ärnmmungöl^albmeger ber gefu4>ten unb btxn&ä}p 

anliegenben gurte gleite ®r6§e befdgen, — ferner är = -~ = u. f. f. 

4 

au^ »urbe, »enn 2>==/'(^) öl6 nic&t »ariirenbe, folglicf) alö eine be* 
fttmntte »iemobl nocb unbefannte Function t)on x gebadi^t mirb, bte bur($ 
Sntegration l^icrauö ju erl^aftenbe @lei(ä^ung y = jy(a?)6?fl?-|--Cönst. 
=/(a?)+ Const. leieren, ba§ jebe nft(3jijtanliegettbc Jlac^barcuröt ber gc-- 
ftt^te« 6üröe Wi. ®ejlalt DoHig glel(^ fei unb nur itt Sejie^ung auf bie 
abfcifjenaxe eine etwaö l^öl^ere ober tiefere Sage einnel^me. 3)o^ bürften 
Slufgaben biefer 3lrt fi($ xAi^i let(j^t barbieien. 

II) Um yxx^% bagegen auf btn anbern^ im Dorl^ergel^enben ange^ 
beuteten unb ergiebigeren @tanb})unft ju öerfettH, nel^men »ir gui>ärber|l 
an, e» folle ber gegebene Slu^brucf ü ein SWinimum »erbeit, matt »er* 
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lange cütx ni<|!t, ba§ bie geflickte (SutDe )>ergIi(|eH merbe mk aOttt itier^ 
l^au|»t miglic^en n&c^flanliegenbert @urt>en, fonbern bie 9(ufgaBe fei ettva 
mit folgenben SBorten gefaxt: 

tomn mat\ auf bei gefiK^ren Sum einen ^uttft^M MieBig an^ 
nimmt, unb iuttlfy biefen l^inbutc^ eine bei gefüllten nid^jlanliegenbt 
6ttrt)e giel^t, fo feK ü in Bejiel^ttng anf biefe Ie|tcre tintn gräf em SBeri| 
ttl^atteit aH in Sejiel^ung auf bie gefu(^te (&nx^t. 

S)a man Ui cMtn Unterfnc^ungen biefet 9iti immer bamtt miu:^ 
fangen ffat, in ®eban(en bei SCbfciffe x tTgenb tihtn iettebfg ju w&f^Un^ 
bcn abei bann fe|tju^aftenben fflertl^ beijutegen (§. 8) unb l^ierauf erji 
fomol^t an bem jugcl^örigen, auf bei gefu(|>ten (5uit>e teflnblid^en ^fünfte M 
ald aniff an bem jugel^irigen, in bei t>ailiienben Suioe gelegenen $nn(k H ' 
bie bttt(^ ben Sludbind U Doigef^iieftenen ^onflmcttonen au^jufu^n ; 
fo n^irbe man Im t>oittegenben gaSe, weil fui bie angenommene Slbfjclffe 
X bie Oibinate bei oaiiiienben (SuiDe biefelbe ®id$e mie bie Dibinate 
bei gefu4)ten Q^nx»t Ibefi^tn foS, jry=^ß(jx) nnt aU eine fol^e gurKlion 
JU beulen l^aben, »el^e füi ben tl^tn ongenommeneu Söeii^ 
oon X ft^ auf 9lun lebuciite. 3«9Wc^ mü^ttn in bei formet (§. 9) 

wegen ^ = fogai alle ^Sl^ewn 5Saiiati»nÄ(tttotietttftt d'%, ^^y , * ^ 
Deif^mittben. 3)agegen miiibt man bei Daitiienbeu @iti^e in bemfelben 
$unltc M eine etoad onbeit %ji§tung {u^uf^eU^en ll^akn, aU ber gt^ 
fm^eti €um, ea n>uibe nifo bei 9Bin!el, untei ^tiä^tm bie 3xingeitte 
gegen bie Sbfeiffrnaie geneigt ift, tine t^aiiitehbie @i(^e feilt, unb be^l^alb 

»urbe op = — ^ — fui ben angenommenen SBeitl^ oon ar feme^toeg« glridb 

JlttH JU benfen fein, ebenfo wenig würbe l^ier -^J^ = 0, 'jZi' — ^ 

tt. f, f. Ant Sonfequenj öon rfV = Ö fein, bo^ Knnte bie Aufgabe 
aOerbing^ n^6i^ audbrü(!(i^ bie eine ober anbeie biefer Sebingungen in 
fii^ einf^Hegen. 

in) fRel^men wii feinei an> itm einen anbern %aVi ju betiat^ten, 
ed »tibe «»iebei, wil^mb fui ben gegebenen Slndbiucf ü tin Minimum 
)tf fu^ {{t, ni^ s^eilangt, bap bie gtfu^te Qmu mit aDen Abei]^u)>t 
nigttif^en n&c^^anftegenben (Sui))en mglid^en »cibe, fonbern bie Aufgabe 
(ante etwa mie folgt: 
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wtm man eine 9(b)c{ffe x beliebig anfienomnten l^ot^ ju totl^tt 
auf ber gefn(t)ten (Smi^e ber fßuntt H gel^dren möge, nnb wenn man 
eine \el^t nfiAflanliegenbe @uti>e iit% wtt^t in bem }ur felbigen SlBfdffe 
fleffSrigen $unft M' biefelbe {Richtung (abec nid^t notl^wenbig biefefbe 
jttdmmnng) mie bie gefugte (Sunt befi^t, fo baf alfo bie S^angente in 
M' ^^ataQet jut 3:angente in M liegt, fo foH U, füt ben $unft H nnb 
and ber gefu(!(iten ®(ei^ung y =/(x^ Uttä^ntt, Heiner auffallen a(a fnt 
ben $unlt M' unb in Segiel^ung anf bie Darilrenbe (Sunt. 

J^itt würbe i"y unb f^y .feinedmegd gle{(^ 9lun mie t>or]^er bei II), 

bagegtn würbe 6'pss:—^ aU eine fo((be Function XfC^) ju beulen fein, 

meiere für ben angenommenen SSert^ t>on x ^d^ auf 9lull rebucirte. 
greili^ würbe man alfo, ie nac^bem man bie anfingH^f au^guwi^Ienbe 
Sbfciffe größer ober Seiner angenommen I^Atte, and) einer ber in SiHx) 
verwebten iSonfianten einen grd^ern ober Keinem SBertl^ in ®ebanlen bei« 
lulegen l^aben. StOein man fagt l^ier S^p immer no^ aU eine Function 

öon X auf , unb an^ S'p = folgt alfo nicbt etwa rf g = -~ = 0, 

dx 

(J>=_^=:0 u. f. f. Wie in I). 

rV) 3Jlan wirb nunmel^r fel^r leicht and> eine foI(|e S^ufgabe ^ 
benfen Wunen, bag glei^itig (fV = unb i'p = aber (T'gr, <fr,.. 
Don SRuH oerfc^ieben , ober bafi glei<|)geitig S'y = 0, S'q = aber fp 
t>on 9lua l>erf(^ieben fei. Unb überl^au))t wirb bur(|» biefe Setrac^tungen 
beutlicf! geworben fein, wie bie 9(ufgabe, einen gegebenen Slu^brud 

{U einem ÜRinimum ober ÜRarimum ju machen, jngleic^ bie gorberting 
in j!<^ aufnel^men Unne, ba§ )>on ben iBariationen 

irgenb welche glei^ ffbxU üu febeu feien. @^ (int f!(^ atdbann eben 
wegen biefer ujl^eren QSebingungeu unb au^ ben in §. 13.11) angegebenen 
<§lrünben oft eine S(ufldfung ftnben, wel^e gar nl^t erißiren würbe, wenn 
bie gefuc^te 6ttrt>e mit aUtn überl^aupt möglichen 9la^bareur^en t^erglic^en 
werben fönte. 3ur (Srr&utetung woden wir . eine Aufgabe biefer STrt in 
bem folgenben ^axafflaplftn bel^anbeln. 
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« 

SlnfQalt. 69 fiub auf bie Sibfciffenaxe in ^m'i fcftfn $itnttcn 
fl imb K, jtt ml^m bie attfctjffn ar = «nb ir = f>0 flcl^8wn 
mSgen^ $eq>enbiM txxid^M motben, unb man anlangt eine @uiDe t>cn 
bet (Sigenf (^aft , iajf menn man an einem beliebig in {^k angenommenen 
^nfte M bie S^angente confhttirt; »el^e bie gebadeten $er)>enbi(el in R 
unb S burd^f(|ineiben mdge, bad ^robuft bec ©tüde HR uiib KS einen . 
neinern (ober grffiem) 9Bertl^ erl^alte, att wenn man burc^ benfelben 
fßuntt M irgenb eine n&^flanliegenbe (Surt^e jiel^en woOte, welcbcc eine 
anbere 9ti(|ftung, alfo au^ eine anbete Sangente inlimt. 

I) 3)ie @Iei(^ung ber ZanQtntt ift 

^ "~ ^^ ~^^ ~^^ =i>(^' — ^) 
nnb ^ierou^ folflt, wenn wir ;2r'=0 fetten unb ben )ugel^i5rtgen SBertl^ 

y' = HR fu(j&en, 

HR = y — arp 

ISbenfo er|alitn wir 

alfo (1) U = (y — xp)\y + iS-x)p] 

^a nun (Ty für ben angenommenen $unft M t>erf(S^winben fod, fo l^aben 

wir bie einjigc Qebingunfidglei^^ung 

/TFT 

— =:(y— a?i?Xf — «) — (y + Jp — ^JP)^ = 0* 

ober (2) CS — 2x)y — 2(J — a?)a?p = ^ 

^ier la^ti fid^ bie Sßariablen abfonbem, nimlic^ 

du J — 2ar , 
y ^(? — ar) 
unb a(d Sntegral erl^AH man 

(3) y^ = CxCS-x) 
£iefe9 ifl bie @Iei(^ung einer gllipfe ober einer ^pptthti, \c md)' 
bem bie Smtegrationdeonfiante C eine pofiti)>e ober negotioe @rc$e S)or^ 
fteOt. 3n jebem gaOe finb aber bie beiben gegebenen ^^untre H unb K 
bie (B^tlttl biefed Aegelf^niM. Sie @oußante C bleibt uuBeflimmt , fo 
ange nic^t ne^ icgcnb eine weitere Sebingung in bie Slufgabe verwebt 
ifi; würbe aber ). S. außer H unb K noc^ irgenb ein britter $unlt 
x:=za, t/=^ß gegeben, iuxd^ welken bie gefmi^te @mt)e laufen follte, 
fo würbe offenbar C einen beftimmten äSeitl^ erl^alteU; unb jwar einen 
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l)ofltioen; »etttt J>a>0^ bagejeii tintn nt^aH^tn, mnn entocbci a>f 

II) Cmtitfy bie «biritung bicfer «(ei^ung (3) in 9tu«fi(^t auf 
Glnfac^l^rit nic^tö {u U)finf(|fen übrig \&^t, fo »itb ed bcii^ %ut fein no(^ 
ein anbetet 93erfa|iren }u bemecfen, bad bei i^nli^tn Slufgaben bie 
^^»iefigfeit, ouf »el(^e man bei unmittetbater Sel^anblung ber )h 
intesrirenben S)iffrreniiolgIei(bttn8 lei^t ßopt, ju ebnen be^AIfli^ fein fann. 

S)a ndmliifi 

dyü = [2y + (f - 2ar)p] 
{{i; fo fielet man, mit {Rudtfid^t auf cb/=zpdx, ba$ bie Summe 

BjPdx + öyürfy 
ibentifd^ g(ei^ 9htfl ifl; unb »egen bec Qebingungdgleic^ung (2) n&mli^ 
8yU = »irb man l^ieraud f fliegen 

BxTJdx + öyÜrfy + Q^Vdp = du = 
folgli^^ ü = A 

wobei A eine no^ unbefHmmte (Sonflante anzeigt & mnp «Ifo in bet 
gefu(^ten @um bad fßvobnft HRXKS ffit alle fßunlte M einerlei 
fflert]^ U^tti. — «u« (2) folgt mw 

(?-2i?)y 
^ 2(f — a:)a? 

alfO «-^;.);, = ^i:=|^ y + (f_;,)^=| 

_(?— 2ar)y _ ly 

unb tnbem man biefe SBertl^e in ben 9(u9brud (1) einfebt, l^at man aU 
gefu(|)te ©leic^ung {mif^en x unb y 

n>eU^e mit (3) fibereinfiimmt, fobalb man A==:|C^3 annimmt 

ni) Um itt entf(^eiben; ob bie gefunbene ®Iei(^g (3) ein SRarimintt 

ober ein SDIinimum liefere, »enben toxi bad in S« 14 unter IL bcf^iriebene 

93erfa]^ren an, unb erfialten 

U + f^ü = (y — a?p — a:/7?)[y + (J— a:)p + (f-r.a?)f7>] 
= (y — a?p)ry + (f — Ä?)p] 

^erin rebueixt fi^i bn (Soeffieient )>on f^, n>ie e6 fein muf ; ber 0M(^ung 
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(2) {u golflt auf SRuS, bet Qotffiti^nt oon fr^ a^bet ifl wegen (9) 
fltei* — ^, alfo 

SDiefec SSeitl^ Ii§t etttnnen, bag U« tin ^ . wüb , je na^bem C 

jnS» ^** ''* ^- J* "'*^"" "»*" ** "•" '*"**S?«6eI »" *^"" ^"*- 

Itflt bad gefugte SRaiimum resp. SRittitnntn feKft jn finben, 
fe^en vAx in. 

Ü = (y — »pXy + (? — «)P) 
= y' + K? - 2ar) y - «(f - x-yp\p 

ffit p ben atK (3) {Hcfenben äöeit^ p := ^ ^ ■ — - unb et^alten 

cbcr mit JRüdfl^t auf (3) 

üo = y^ + iC(f-2ar)« 

= CxdS - ^) + iCö ~ 2x)^ 

Seget^nen tt){r aUi bie ibeiben ^alBaxen bed jtegetf^nitid bur^ a unb 
*, fo ifl 



üixp^t C = + 



a» 



if2=öts ttttb ffit , ^j 

J&9))ertel C -« ^ ^ 

unb in tciben gällen erl^dft alfo Vq ben cinfa^en SBcrt^ b^, nur ift 
bfcfcr für bic ^^ptxUl mit bem SSorjef^en (— ) Jei^aftct. ,5)a aicr ein 
im alQtbxal^^tn Sinne gefunbened 3Jlinimum, »elc^ed negativ iji, in 
fBerg(ei(^ung mit ben benachbarten ebenfalls negaKt>en Sertl^en, totnn 
man \>em SBorgeid^en db^tf)t, ioi^ ein SDl a jc tut um ift, fi> fann man 
beibe JRefuItate jufammenfaffenb au^ föflen, bap fowol^f auf ber (SHip^t 
»ie auf ber ^9perbel ia^ fprobult HBxKS für ieben beliebiflen ^mtt 
M einen grdfiern äBertl^ erhalte, ai9 totnn man inx^ biefen ^Junft eine anbere 
dnxH ii^t, beren 3:angente t)0n ber Slid^iung RHS abwiche. S)ai bad 
frajglic^e ^robult ben CDUflanten SBetti^ d^ befi^t^ i^ tin e^ai, toü^ 
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man in bct Seilte t>cn brn Stt^tV^nititn ;u enoeif tn pfit^t, ba$ biefec 
SJertl^ ober jufllct* flu ÜWajcimum fef, ifi eine mertwurbffle, oon Sagtangc*) 
entbetfte eiqenfc^aft biefcr Surfen, 

IV) SBmn man altt in blefer SÄnfgabe ble t>at{irenbe 6ttwe ni^t 
ber Sefd^tdnlung untermotfen l^dtte, ba$ fie bnrc^ ben auf ber gefugten 
(Surt^e angenommenen $un{t M (anfen foDe, totnn man alfo ^ttlan^ 
^ättt, bie gefu(|)te mit allen mdgfif^en, nAd^flanliegenben Qmt>tn ju t)er^ 
gleicben, fo würbe fic^ mebet ün Maximum nt^ ein SJlinimum ^abtn 
pnben laßen. S^enn ba in biefcm gaJfe gu ber fefien ?lbfci{fc x, für 
meiere man ben SSert^ )>on U gu berechnen beabfi^^tigt, auf ber ^arürenben 
@urt)e ein fßunit M' beliebig l^dl^er ober tiefer atö M gebadet werben 
bürfte, unb ba jugfeic^^ ber biefem fünfte M' entfprecij^enben JEangente 
eine beliebig abtoeicbenbe {Richtung angetoiefen meiben Idnnte; fo fielet 
man lei^^t, baß man bad fßrobult HRxKS burd^ glei(i()}eitige SBariationen 
t)on y unb p einerfeitö bid + CXD continuirf i(^ wacbfen , anbcrerfeit« 
biö — CXD continuiiIi<|y abnel^men laßen Knute. 3« ber Z^at, bie 
Sebingung 

wtirbe unter biefen Umfi&nben (S. 13) ni^t allein bie ©feic^ung (2), 

du 

fonbem aucf» nc4^ ^^^^ ^^^^ ^^ jiel^en. 3Jlan l^Atte alfo }u erfüllen 

bie beiben (9(eic^ungen 

(f-2:r)y-2(J — a?)a?p = 
2y-f (f— 2a?);? = 
• 2RuIti})licirt man, um p gu eliminiren, bie erfle mit (f — 2x'), bie anbete 
mit 2(f — a?)a? unb abbirt, fo ergiebt fi^ 

4:r(^ - a:)y + (f — 2^:)^ = 
ober ^y==zO 

*) Theorie des ronctioris aiialytiqnes^ \o. 167. (So giebt aber gu btrfem 

€a$e no(^ ein tntereffanteö ©eitenftuc!. Seßt man ftc^ ndfmltcb bie Aufgabe oor/ bai 
9robu!t ber oon ben gegebenen fünften 11^ K auf bie Sangente gefddtep 
9erpenbtfe( gu einem !D?ariir.um au macben, iebo<b mit berfelben SBefcbranfuna 
wie in ber oorbergebenben W^abe, n(7m(i4 baß^ jy = Q fei/ fo wirb man ebenfalls 
3U einer Sttipfe ober «^pperbel bingefu^rt, beren SBrennpunfte in H unb K liegen. 
lBefanntli(b bejt(t ater bad |)robuft ber oon ben SSrennpunften etnei ^egetfcbnittJ 
auf bie Sangente gefdfaten ^erpenbifel ebenfaKö ben conftanten ^ert^ g(ei4 bem 
ClUQbrat ber falben Keinen Vre (resp. (falben 9(ebcnare). 
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alfo mA§te man s>on ber ®Iii(^im{( 

(4) y=0 
rvelc^efi Me ©W^ting für bic Sftfctffcitöjce tft Jinb gnflWc^ p = Hefctt, 
bad Detlongte ÜRajctmiint obrt SRinimttm crivarten. £){cfcd wÜTbe Detc» 
möge ber ®l. (1) ebeitfolld gW«^ JRwH fein. »Dritt »nm nton in (1) 
y + /'y/ iP + /T ^'^ ^^^ ©teile »on y «nb p f^wlM, unb bonn y = 0, 
p = fefet, fo erflieM fl* 

Uo + /^üo = (/^y — a?/^p)[/^y + (^ -r- ar)f-p] 

unb ba, »enn man biefed S!rinom burci^ Sf/^y^ + ®/^yrP + 6/7?^ t>or* 

fleHt, bet 6oef Petent « J^cfltt» , aber bie 2)tfferen j 6 -- _ = — | J2 nu 

gatit) tft fo lann fili: beliebige 93er:^5(tnijfe üon f^y nnb /t? bie »atiirenbe 
®rö6c üo+f^l^o nic^t bur^jättflifl ^sojitb ober nejatte audfaUen (§. 14) 
f olflltc^ fann ü = ni^^t ffir ein ^mxsivm ober üJlinimum ^vA^t^t%tXL »erben. 
Y) Uebrigen^ ]^dtte man biefe Slufgabe an4^ fo fafen ISnnen, mie »ir 
in S. 16 unter III) angebeutet ^oSavXt njmltd\ ba§ jn^ar y Dariiren^ aber bie 
3:angente in H ' t^araüel }ur Siangente in M liegen foOe. ^^"fx wtlrbe unter 
biefen UmfiAnben wieber nur eine einjtige 9ebingungdg(et(|^ung , ndmlic^ 

^ = 2y + CJ-22r)p = 

)u erfüllen l^aben. ^ieraitd folgt aber bur^^ »bfouberung ber S)ariab(eu 

dy 2dx dx 

y ~ 2x—^~x — -li 
alfo burc^ Swtegration 

(5) y = a(:r-|J) 
5)tefe ©leicbung ge]^i5rt einer ©etaben axif we^e bie Slbfciffenojte in 
einem fünfte 5? = |f fci^neibet, b. |l. bur<i^ ben J&albining«j)unft J>on HK 
^inburd^gel^t. ®dre t^Ci \\e^ ein fefter iptmft xr=za, y^=ß gegeben^ 
bur^ wtl^^n bie gefugte SKinimumöcuttje (resp, SÄajcimumöcursje) l^in* 
bur^^gejogen werben foOte, fo würbe bie S^tegrationaconjlante 3C einen 
befiimmten SBert^ erhalten. @e^t man xma 

y+Fy = 81(0? — I J) + f'y j Ä» bie ©teile oon 
i? = ?l 1 y unb p in (1) 

fo erlitt man 

üo +fVo = (- i«? + ryXi«? + FV) 

= -im^+Fy^ 



8. 18. — 62 — (Spp. n. 

»oww« man ttttnni, ha^ ü = — |aP|^ i« a(ge6raif(^n @iimr rfn 
SUnimum^ cütt gugleic^ negatit), fof9lt(|) im aittl^mettfi^en Sinne ein 
jRftj^imum fei. 3n bet Zf)at, ba RS iut^ ben 4^aIBininfl9)>ttntt s>on HK 
«e||t; fo »itb HR = KS»= jaf friii/ — toit fe|en l^ift i>oii bw eut^ 
fltgenflefcitfn fljoqeid^en biefet beiben Linien ab — unb wnn eine mit 
BS (»aiaUet gelegene (Stxait bie S)tir4)f4inittd)»nntte R' unb S' anjiatt 
R unb S liefert; fo »ürben HR' unb KS' nÜ^ g(ei(^e ®rjl$e i^oben, 
abet il^re Sumnu flif+KS' unib gleich bee ©umnte HR-f KS fein, 
folgli* b«« ^wbuft üo+#'Ü4j«:HR'xKS' Heiner aU ba« fprobutt 
üo = HBXKS ott^fanen. 



§• 18- 

I) 9^ liefen {{41 au<^ folc^e 8(ufgaben benfen unb na<^ ben im 
^etff^qt^wbtn entnadelten ®mnbfi(^en aufl^fen, wo bie gffud^te Sttrt)e 
bei^^alb ni^ au9 allen beliebigen Sta^arenrii^en ou^gefuc^t merben 
bStf te , toeil bad ®efe^ bed SSoiiiren« babu«^ beftimmt mfee ; ba§ bie 
Sariationöquotienten iy, i'p...* beftimmte ^nctioncn \>owx fein 
foQten. SBürbe ), 8. geforbert, baf <fV 3== A^^ genommen metbe, fo mürbe 
l^iercu« folgen 

S'p = nAx^-^^ (Tj = w(n— 1 )Aar"^* • • • • 

unb bun^ (Sinfej^en biefer SSeiübe in bie ben tBetrad^tungen bed f. 13 ^tt 
®mnbe gelegte ©Teilung 

Vy + X2"^ + A3-^^H = 

mfirbe fiiff fofott bie 3)ifferen}ialglei(l^ung fär y ergeben. 

II) ^altif#er |ebo^ att biefe l^ier geba(i^ {!nb mo^I ^(|e ilnf^ 
gaben mo f'y nid^t gerabegu aU eine bejiimmte gnnction »on :r gegden 
iß; fonbern mo nur gur Sebingung gemacht mirb, baf fftr ben {cbeMoI 
gemilS^Iten 3Bert^ t)on x bie jmriirenbe Function 

einem gegebenen 9lu9brude 

dy <Py 



• v' 



•'V'^' ^' /fc' da-»'" J 



döp. 11. ' — 63 — 8. 18. 

»orin wie in U ixt Function y unb bemt Sifferengioliittotifntoi ttd^aütn 
, finb, obet au^ mpl^I mel^rmn foI(^en ^udbrfiden d^^ @2** biefelben 
fflcrtl^c ert^eile, tpie bic gefntlfte gunctiott y=/(a?). ©o 
I5nnte g. 8. bei einer geometrifd^en Unterfucfiuna t>erlangt »erben, bafi 
bte gefügte Qvlxh, »el^e U }u einem 3Jtaxim\im ober ÜRinimum Üq 
ma(^m foQ, nur mit fol^fen nic^flannegenben fötrtxn tergHi^en »erben 
foSe, »elc^e für bie angenommene Slbfciffe biefelbe Krümmung U^tn, 
fo bafi ber j^rummuttg^^aI)6me§er 

fftr Me flefuc^te unb für bte ijariirenbe ^nvot einerlei SÖertl^ erl^alte. Diefer 
SSert^ i^ ju beulen aW eine oorWufifl nid^t ni^er gegebene Function oon 
X , unb l^ierburc^ unterf^^ciben fic^ bie 5lufgaJe^ biefer 8Irt oon jenen 
im ilnfange Don §. 13 U^pxo^tntn, ju »elften bie j^eite Aufgabe in 
$.12 gel^irte. 3Jlan lann böiger gegenwMg ouc^ feinen ter Differenjiat 
<|uotienten p, j^ . . . aua U eliminiren. 

Snbem man nun aber y^ p^ . . • in y-^-fy, P-^-rp, über* 

ge^en Mdfi, oer»anbeIt {{(| 6 in 

unb bie {^orberung, ba§ biefer SDertl^ öon bem urf))rfinglicl^en 6 nic^t 
mfd^ieben fei, fu^rt jur Sebingung^Iei^ung 

mib »enn man l^ier bie gormein (8. 9) 

/ry = d^y,T + *'«y,~^+ . . . 

u. f. f. fubfHtuirt unb nai^ ben iPotenjen bed Shiriation^gumentd r orbn«t, 
fo fielet man foglei^, bafi einzeln 

f2) ^<^y+^<^p+-^crj4----— 



$. IB. — 64 — «Fflp. II, 

tt. f. f. 

fein mu^. Sermäfle (2) iji öon ben SJoiiatujnÄquoHciiten rfy, ä'p, ig.,* 
einet burd^ bic ühigcn ibc^imntt, unb I&^t fU^ alfo att« ber für bad 
SDlaximum ober SRiuimum t>im U ibeflel^enben ©leicl^uug 

. ' f'>+f-^+ =« 

eliminiren. S)obur(^ ater »icb bie ^btjal^I ber einzelnen Sebingungd« 
^Ui^m%tn, mlä^t toxi im $. 13 II) oufge{leIIt l^atten, gerabe fo qui um 
eine (Sinl^eit Hxfltlntxt , a)d loenn eine ber Sebingnngen äy = ober 
Sp = «. f. f. in' ber ?lttfftaie einflefc^Iogen flewefen »fire, »elci^en gaU 
wir in J. 16 nnter II) W^ IV) befproc^jen l^aben. 2Rün jlel^t anc^, bäj 
biefe in S. 16 in (Srwigung fleiogenen 9ef(|)rdn(nngen ber Dariirenben 
QmHXi Mo$ lefcnbereSäUe ber fiegenn^ärtig t^oraudgefe^ten ftnb; 
benn {. 9. bie in ber Slufgabe bed %. 17 t>orgef^rie:bene Sebingung, ba^ 
(fy = gebadi)t »erbe, ift etner(ei mit ber gorbeiung, ba^ ein gegebener 

aiudbrud &(^x, y, ^; • •) für bie »ariirenbe 6nröe benfeften äBert^ er^ 

balte »ie für bie gefügte , — ed rebncirt {leb baiei nur ber allgemeine 

atn^brnd © anf bie einjige aSoriable y, nnb wegen -^ = * rebncirt [\ä^ 

bie 8ebinflung«gleic^nng (2) onf rfy = 0. 

Sßärbe aber geforbert, ba$ {»ei folc^e üuibt&ät 

für bie J>atiirenbe (Snrtje benfelien Sertl^ »ie für bie gefnc^te tefl^cn 
foHten, fo würbe bad für bie weitere 9te(|^nung einen il^nlici^en 6influ§ 
andüben, oW gwel J>on ben Sebingnngen i'y = 0, rfp = xi. f. f. e« 
»eiMt p^ , bop bie «njol^l n folci^er Sebingnngen 

(4) /^©i = f^©2 = ß^@n = 

allemal wenigflend um eine (Sinl^eit Heiner fein müpe att bie Slnja^I m 
ber in ü; ©i, ©2.-. oorbmmenben gnnetionen 

dy cPy d^-^^y 

^ di 1^ 5^5^=1 

III) 8(m bequem|len wirb man {t(| ü^rigen^ (ei einer folgen Kedi' 
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nititg , an^tt getabejM einige bcn ben iBartationdquotienten i'y, S'p^ . . , 
«11$ (TU tnittelfl ber Sebingungdgtet(^ungen 

S,02.tfV -1- 9,02<^'P -h 8,02 rf? -1 =0 



(5) 



• • 



• • 



• • 



• • 



)u elitniniten, unbefHmmtei gactoien li, Aj . . . lebienen, wtK^e man {ii^ 
ali »otiäufig no(^ wiQfä^rli^e abet aldbalb gewigen Sebingunodglei^nngen 
{u untemetfenbe Functionen oon x benfen mug itnb mit weichen man bie 
@lei*unflen (5) mnltipliciit, «m fie fobann ju <f'ü ju obbiren. j^ier« 
bnr* wirb ^ 



rf>ü = . 8,U 

(6) +^28y02 

+ • 

+ • 

3(bt fann man 



+ • 
+ • 



«r>+ 8,u 


ä'q+" 


+ ^ia,0i 


+ " 


+ kät&i 


+ •• 


+ • 




+ • 


+ •• 



= 



nun, totnn n bie ?tnjo^l btt SebinflungSgfei^nnöen 
<y'0j = O, S&2 = ^,*- öffo öw* 'Ji«^ ^Injal^l ber aRuItlpUfatoren 
Ai^ il2 . . « anfliebt, n belicbifle S)i>n ben SSoriattmtöquotienten ä'y, dy, . . . 
au« biefen w Sebinflung^fllei^unflen unb ber ®L rf'ü = auf bfe Sirt 
diminiren, baf man iJ^tt (5oef Petenten in (6) ^Ul^ ffluU fefet, »obutc^ 
man alfo jnnd^ji n Sebingung^gleid^ungen für A^; ig • • • ^ wl^ölt. ©a 
üier attbann bie öbrig bletbenben QSariation^quotiettten alß )>on 
finanber nnabj^dngtge ®r5§en aujufel^en finb, fo forbert bie SSe- 
bingunfl rf^ü = tjermöge be^ «el^rfaje« in %. 13 I) baf man au^ bie 
Coefflcienten biefer übrigen in (6) t>or!ottnnenben aSariationdquotienten 
einjeln glei^ SluH fe^e. Dol^er gelangt man im ®anjen jn bem ©pjtem 
folgenber ©leid^ungen 

(jy 8pU -f ^9p®i + ^29p02 + • • = 
8,11 -f i,ö,©i + ^29,02 4- • • = 



• • 



• • 



• • 



b. 1^. man fann gerabeju bie ßDeffi^ienten aller in (6) tjor- 
fommenbenSattationöquotienten eingeln gleicISluIlfefeen. 
©obalb l^ieraud Ai^ Iz,*** eliminitt »erben, i^at man entweber eine 
dttjige ®lei4>Mng mit x, y^ p, q. . . burc^ beren Integration man bie 
gefüllte gunction y=/(x) unb ba« gef u^jte 5Warimum ober Mnimum 
üo JU erl^alten l^offen borf, — cber man eil^aft me lerere fol<f>e Diffe^ 

5 



§.18. — 66 — Pap. II. 

ten^ialglei^^itnaen , wti^ ^^ jeboc^, toofern bte t)or0<legte Slitf^e mög' 
Ii(^ frin foQ, unteteinanber ))ertragen mufm (^%t §.13 II). 

IV) @c*alb nun y:=f{x) benimmt »otben i)!:^ — tootd »ir 
annel^men mollen, ba^ au^ bie anfangt in ßx) t)orl^anbetten ^ttttestation^' 
conßauten mittel ft befonberer SSebingungen ber Slufgabe, ). S. ba$ bie 
gcju(^te 6ur)>e burcf^ gegebene fünfte l^inburc^ laufen foOe^ )>oa!ommeR 
beftimmt »orben feien — fo »erben aud^ p=/'(a?), jf==/"(ar) — 
)>5nig beftlmmte Functionen t)ou or fein unb burc^ @ui^ttttion btefer 
Slttöbiucfe für y, p, q... in 9y0, dp0... »itb jic^ bie ©lelc^ung (2) 
in eine gewS^nll^^e S)ijfereniialglel(|)un8 {mifc^en x aU inbe)>enbenter 
äSaiiablen unb ä)/ aU Function umgeflalten, ettoa 

(8J <Pt(^Vy + ^zd^) § + <^3(^)^ + • • • = 

(S9 tinnte bei bem etften Slniüi f^ieinen, aU totnn l^ierburd^ eine weit 
gtäßere Slbll^fingifllcit ber ®rögen i"y, Sp,... untetelnanber gefegt wäre 
aU U)ir gemeint l^ben, — atö votixn nAmticb ni^t, wie mir oben fügten, 
»ermöge blefet Öebingung^Ieic^ung eine ber ®rö^en tfV; cf> • • • beftimmt 
wire, fobalb vxm ben anbern beliebige äSertl^e jugemiefen l^&tte, fimbem 
att »enn ji^ bcjHmmte fflertl^e für alle ergeben mfijten. 5)ief«r Süu 
fc^eiu öerf4)0)inbet ober, fobalb man auf bie bei ber Integration iwn (8) 
neu eintreteitbeu Snregrationdconßanten acl^tet. ^tnw gefegt e^ mfiren in 
© oorl^anben gewefen y, p ym\> q, fo würbe m<vx aud (8) bur^ 3ttte'' 
gration eine @lei(^Uttg %toi\6^t\\ x, 6'y unb {loei miOful^Tlic^en (Sonftanten 
Ai; A2 gewinuen unb baraud t^xoa l^erleiten U}K\xtn 

6;y = g>ix, A^, Aj) 

^"^"^2"^^ ^^^ ^*' ^2) 

Die Unbeiümmtl^eit oon Ai unb A2 geflattet aber jefet, bafi man, fobalb 
ber Variablen x in ©ebanfen irgenb ein beflimmter fflert^ beigelegt 
morben iji, au^ no^ j»ei t)on ben ®rß§en ä'y, i'p, Sq beliebige 
aSert^e ert^eile, worauf bann A, unb A2 unb ber brüte ber genannte« 
Siariationdquotienten befllmmte ®r6$en fein werben. 

V) Ob nun ba« ber gefunbenen ®lel(5ung y^^fix^ entf|)rfi^ettbf 
Uo ein aKarimum ober SKlnlmum fei, wirb bei Slufgaben biefn Jlrt onf 
folgenbe Seife gu eutf(|)eiben fein. 
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@0 iß hn Kfl^mdiKrt (®. $.14 III) 

+ 8J,U ^ + . 



(9) 



1.2 



+ 



• • 



+ .. + 

»0 won för y, p . . . ierett« f(x), fix) rinötfett bet«m ntttf. 

5)K gSebinfltttiflen /70^ asO, ^ ©2 = ^ «. f. f. geißelt oBer, »le ieteit? 
<)d (1) erinnert »otbtn iß, 



= 



FV' 






• • 



• • 



= 



• • 



• • 



• • -4— • 



1.2 

u. f. f. 
fficnn uion nun btefe Sebingung^flfelc^wngfn ber g?d]^ nacf^ mit 

bcn fnlffetn SKulti^^UIatoren ii, Ag multi))Hdrt nnb bfe fprobnfte jn 

(9) abbirt, fo rcbuciren jld^ bie (Soefflcienten ber erfien ^otenjen s>on 
f'y/ f^P^ /^? ^- f* f- ^^^tt^*Ö^ *>^ ®lc{4)ungen (7) fimmtltc^ auf SRuII, 
unb man tä)Sit 
(10) /^'üo = a./^y2 ^ S.;ry^p + 6.^2 ^ 

6 = i[8?pü + ^i»Jp0i + ^»pi02 + • •] 

S)= [8jqü + Ai8j,0i + ^8^,02 + ••! 
g= u. f. f- 

ift. hierin pnb »ennöfic ber Olcic^nngen (7) in SScrbfnbwng mit bem 
Öefunbenen y =fix\ p =/'(^) «• f- f. iutta(|ifi ^ A2 - - alfo bann 
an^ a, S, 6 tt. f. f. ic^mmte gunctionen tjon a?^ nnb e« ifl fonift 
FÜo auf bie in 8. 14 III) näl^er tef^Jtoc^ene gorm fleirad^t iDorben. 

5* 



8. 18. — 68 — 6o^. IL 

Sicft man altt auf ber xti^Un Seite ber Formel (10) IM bte^ 
ieniflen ©Heber ou« fy^, FVFP, FV^ «• f- f- »«fflttiwen, »eilige mit %^ 



mumj)Iiclrt flttb, fo erl^ilt man »eßen /züo = rf »ü ^-^ + J^aü 
IL f. ». fofllei^ 

4 j 2ü = ajy + 8JV(f p + 8(rp2 -I 

ttnb l^ieiin »irb man nnn ' fc^Iief li^ mit Senu^ung ber IBebingung^^ 
gleid^ungen (5), xotnn bereit Slnjal^I = n {{l, fär n )>on ben S3ariattond< 
quotienten S"y, S"p, « . t^re fflertl^e, bur(^ bie übrigen audgebrnctt, einfetten 
nnb bann nai^ %. i^ III) ))tufen, ob bad erl^altene Aggregat eine )>o^ 
fttiDe ober negative ober bo^ eine mit Uq im SJorgei^en übereinfHmmenbe 
®r0§e fei. 

YI) SDir »erben biefe Siegeln nun ^n einer fpecieOen Aufgabe 
erliutem- , ^aö^ Uebereinlunft baruSer, ba§ xotnn OP = ar unb PM = y 
re^twinHige Soorbinaten eined beliebigen $unltd M ber gefugten (^vccot 
y :=f(x^ flnb, unb totnn MT bie bemfelfcen ipunfte gugei^örige aCangcntc 

ift bie ©ubtangente PT einen ^ SÖert^ erl^alte, ie nad^bem bie 

m<m ÖP-ÖT ;2^ iJ««JemIa«atbieieniae6««,M« Pnbe«, 

für v>tl6^t bie ©ubnormale mdgltcbfl Hein audfale; bie ^xx^toafjH foH 
{ebo^ nur unter benjenigen €urt)en gefci^el^en, für mel^e bad fßrobuft 
yJBf einerlei SOatrtl^ ^at. 6« ift ^ier 

unb man fnfeiet iai Spßm in itihtn SebinQunglgleiilunjflt 

4oorau6 A ju eliminiren ifi. SubfHtuirt mau ben ani ber festeren ^iefenbeic 
aSÖertfi A = — ^ in bie erfJc , fo ed^dlt man 



+<,_!)=. 



y 



>0-f)=« 



6ap. II. — 69 — $.18. 

unb amtn man , alfo t>cn bei 9(upfung p == , y = Const. abfielet, 
»ogtt U = (ffii jeben SBertl^ öon a?) unb © = 00 (ober aui^ »ol^l 
OXOO) gel^W: fo l^aben toix bie S)ijferettgiat9lei4?un9 

bereu Stitegtal Slx — ly = Const. = I A 
ober y = — 

jeigt, ia^ bie gefuc^te @ur^e eine cubif(^e fßatabel ifl. S)iefe(be be^ 
ßel^t aud i»ei in iufammenflopenben, ii^te conoejce Seite gegen bie 
Sttfcijfenajce julel^renben ßtod^tn, üon bcnen ber eine na^ ber ®e.ite bei 
}po[\ihtn, ber anbere Dou an^ rüämdrtö na(|^ ber ©eite ber negativen 
X ft^ erfhetft. @rt^eilt maif ber ßonpanten A tinm ^jofltiöen ffiertl^, 
fo liegt ber erflgebacljte QtoHi auf ©eite ber pojltiöen Y, ber onbere auf 
©eite ber negativen Y; bei einem uegatij>en SBertl^e t>on A würbe, bo« 
Umgefel&rte l^iertjon Statt flnben. 

25er jugel^örige SBertl^ t)on ü, nämli4^ bie ©ubnormale biefer ^a^ 
rabel tffnun 

,".=!? , 

2 2 a?* 

ttttb © erl^Wt beu 2Öert|> -ary ober --^. Um ju entf bleiben, ob ü© 

tin ajlarimum ober ÜJlinimum fei, fe^eu toir bie mit SSenu^ung oon 
i = — ^— ju erl^alteuben SSBertl^e 



= 2^ = ?P=1 



(PV 

rfy» . "dy* ~ y 

dt/dp dydp 

— —Q ]^ — ^—l 

dp^ dp^ p 3 

in bie formet (10). 2)ie3 giebt 

3 X 

F^^ = -FV^ —FVFV + 3 /^P' 

ttnb wenn vxan biefe^ JErinom bur(^ 

^'Fy^'\-^FyFV-^^Ff' 
«orfieilt, fo erfeitnt xaan na^ ber Kn %. i4 III) eutwidelten Stege! , »eil 
4«6 = 4 >opi) unb grSger ate «» = 1 ift fofort bag f^M^ für lebe be^ 



y^-^^^ [2]r-^'^^^ [Slr-^"^^^ ^-^-f- 



$. 19. — 70 — «ft^). IL 

Keiftifle ^rmaffmt ^en ry ^^ FP cinetlei 9ii>xy^tn mit flunb S, b. % 

mit Xy alfo mi^ einerlei Sotjei^ien mit ü© = jj- ^«^e. Unb be^l^att 

ifl im arit^meHfc^en Sinne ($. 10, 91t. 2) Uo tin mKxiXxaviVx. — SRan 
»firbe aber ebenfo lei^t au« rf0 = O bie aelaton 3<fV + ar(ri> = 

«nb mit beten ^ülfe ben ffiettl^^ i(y2ü = -<ry finben. 

X 

e« jiebt ^Viii f olc^e aufgaben , bei bmen bet ju mtxa '^^^Avxm 
(9Rinimum) ju ma^enbe 9(udbtud U ni(bt blo« bie gefu^^te Function 
y r=zf(je) nebji beten J)iff«teniiaIquotienten, fonbetn aviä^ no^ bie ©tSfcn 

ober aufietbem wx^ xotHjX no<^ 

entl^ält, nSmlicl^ biejenigen ffiettl^e, »elii&e /C^) unb bie SJiffetenjialquO'- 
tienten biefet no(^ unbelannten guncticn füt bejtimmtc geflebene SÖcttl^e 
(:r = a resp, x = ti bet 3nbe|)enbenten etl^dlten. S)iefer gaU tritt 
}. 9. bann ein, xotm eine 6utt>e Don fo((|>ev Sefd^affenl^eit . gefugt toetben 
foll, ba| menn man an il^t im fünfte H^ »eb^em bie @ootbinaten x 
unb y=f(x) entfi)ted^en , bie JEangente confhuitt unb S)on benienigen 
beiben, auf bet gefugten (§,nx\)t liegenben fünften A unb B, toü^ $« 
ben Stbfcijfen xt=a, a? = J geleiten, 5per<)enbifel auf biefe Sangente fallt, 
itgenb ein )>otgef4ltiebenet unb t)on bet Singe biefet ^etpenbUel abl^&ngiger 
JKUiSbtud gtSfet obet Keiner tottic, aU bei einet bet ^atiitenben 9ta#at^ 
cutt>en. Senn l^iet bie iiriben fünfte A unb B nicfit etma feft gegeben 
finb, fo ba§ fimmtlic^e t>atiitenbe SutDen but^» biefe feflen ^untte l^in^ 
but^igejogen »etbeti foDen, fonben{ totnn nut bie Slbfciffen x = a 
«ttb x = S fl^ flegeben finb unb bie jugeW^flöe« Dtbtnaten. /Ca) »nb /(?) 
getabe »ie bie jebet anbetn ?lbfciffe jugel^ötige Dtbinate /(x) in ben 
Buflanb be« Satiitenl Derfe^t metben follen; fo Datiitt bet gebadete 9ud^ 
brud ni^t bfod be^l^alb, n^eil bie im fßunfte x, y gu {iel^nbe Slangente 
t)etfinbetli^ ifl, fonbetn au(^ be^l^alb n^eil in {»»ei aufeinanbet folgenben 
fRa^batcnrt^en , felbfl n>entf bie etwil^nte S^angente bie nAmli^e geblieben 
»Ate, bo^ tto4 bie Singen bet beibm tpetpenbiM t>frf^iAfii fein a»ätb(». 
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5lu« htm geflcienen SCu^brwd 

folgt nun 

worin ij/a, Spa>* ^Vi, ^Pi** bte ®ett^c anjeigen, weld^e bie 93aria^ 
tionm (fy = ^(x)dt, }p = Sit(x)di • . für ar = a resp. izr = J erj^alten 
2)ie »eitere ^el^aublung einer folc^en Slufgate iern^t aber baranf, ba§ 
für ben gaU eine^ aRarimuina ober üJlinimuma t?on U fdmmtlid^e 

©lieber be^ tjorfiel^enben Stflgregatö (»enn wir t)on <^"ü = -g 

abfegen) einiefn glei^ginll fein xau^txi. ©d lägt p«^ nämli(^ 
folgenber, an(i^ f}>Ster no(|> öon un^ ju benufcenber ?el^rfafe auffteHen: 

SQÖenn in bem STgßrejate SM = 

(«) . + B.^^^ + B.CSX+ B.[^T^+ • • 

(fy eine Beliebig annefjmbare gunetion SKjß) bebenten f«ll, wal^renb bie 
doeffldenten A^, Ag;-. Bi; Bg,-. Xi; Xg;.. befiimntte »nöbrörfe Dor* 
pcKen, xotli^t tl^eiö gegebene tl^eiW nnbeftimmte ßonfiantett unb anfierbeif 
X unb nnJelannte Functionen öon a? entl^alten mögen ^ aber öoiv tf'y un» 
oil^angig gebaut werben follen , fo ifi ber gorbetung äV = nur ba^ 
bur(]^ Genüge }it leiten ^ ba^ fdmmtlici^e ©lieber biefed ^ggi^egatl einzeln 
D(tf^minben> ed ntu§ alfo entweber ber SBertl^ tint^ ber S^iffereniiaU 

-^ I gleich SluH fein , »ie e^ in t>ielen gäHen bie 



• • 



• • 



• • 
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... . ,.„.. ^ ^^. - ^ . „.., „„. [-q. 

einen ttnl^eflimmten SSett^ ^ai, ber juge^frige Soefficient At+i annuflirt 
werben. 

I) \Xvx biefed ju bemeifen, legen mir ber äJariab(en x xw ®ebanlen 
einen beliebigen, ber Statur ber Slufgabe nad^ iuld§i()en SBertl^ :r = ^ bei, 
unb feften iut>drberß ben $all Doraud, bafi bie in bem Slggregat (1) Dot.' 
fommenben ®r0ßen 

'- [tj. \m. ■ ■ 
■ *« cm - i^i 
-- cm IM 

beren «njal^I =n fein möge, fämmtlid^ aW J>on SKuH t^crf^jieben ange.- 
feljien »erben miifiten. ffioHte man aöbann für rfy etnm tint ganjc 
rationale Function t>on x mit n (ober no(|^ mel^r) unbeflimmten (Son^ 
fianten fe^en, 

ober an^ no^ fpecieOer 

J^y = Ci + Cgar + Caa?» -j- C^x^ + 
fo w&rbe man gemifi biefe @onßanten fo annel^men Unntn, bag t>on ben 
genannti^n n ©röfien alle, bid auf eine einzige, na6) belieben au^ju^ 

-j^ I flc^ auf Shitt rebticiren , biefe eine aber ni(^t 

glei<^ 92uO »irb, fonbern dntn beliebig angenommenen SSertl^ K ereilt. 
SDenn mm fielet cM ben Formeln 

dS'y 



• • 



• • 



• • 



dx 






• • 



• • 



u. f. f. 
baf bU ju biefem 3»(^< ansufe^enben n Qebinoungdgldd^ungen 

0= Cj +2C,f-|- 

tt, f. f. 



• • 



• • 
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in Sejtel^ung auf bte gu fud^enben SBtxtit bet in iy eittl^altenert ßon^ 
pantctt Ct^ C2,... Cn fammtlic^ öom erjlen ®rabc, alfo ol^ne ©c^wic* 
rißfeit unb ungweibeutig aufförtar fein »erben, JJöl^me man aber in iy 
no^ mel^r aU n 6on{tanten an, fo burfte vx^ix einigen berfelben fogar 
beliebige SBerfi^e ertl^eifen unb lönnte bann immer noc^ bte übrigen 
na(|^ ^^%(At t)orfle]^enber IBebingung^gteid^ungen beftimmen. S)ie @fei(^ung 
(TU^sO giel^t {!(^ unter biefen UmfiAnben gufammen in 

»oraud Aj+i = 

folgt. 

S)a wxn wegen ber gmifc^en ben Soefficienten A|^ A2 . . . B1/B2 . . . 

X^^ X2 unb ber 9^nction S'y Doraudgefe^ten ttnabl^fingigfeit eine 

tjerdnberte Slnnal^me ber xx^, 6y entl^altenen 6onftanten Ci , C2 . . . feinen 
(Sinf[u§ auf bie SBertl^e jener Soefflcienten aumt; fo lAflt fid^ bie in 
Segitl^ung auf Ai+i (^tma^tt @4>Iu§foIgerung, inbem man für C^ , C^ . . . 
onbere SBcrt|>e auöwfi^lt, auf jeben eingeinen ßoefflcienten A^, A2.. 
B|^ B2.. Xi, X2.. anmenben. Unb ba au^ für jeben anbern Sertl^ 
t>ott X, ben man an bie ©teile be3 eben öon un9 gebauten x =^ fe^en 
m&^tc, biefelben @($Iufle ^^ »ieberl^olen lafen, fo fielet man, bafi für 
alle SQBertbe, beren blefe SBariabte fÄl^ig ifl, bie genannten ßoefflcienten 
f&mmtlid^ iUl^ 9m fein mufien. 

II) ^an mirb uber]^au))t mol^I tl^un, bei biefer ®e(egen^eit ein für 
alle SRale gu bemetfen^ ba$ bie in ßulunft l^Aufig t^otfommeuben @r(f§en 

-- -- cm- & cm- 

fo oft 6y leiner befonbern Sebingung unterworfen werben 
toirb; ntii^t aQein gang unbejUmmte, fonbem au^ oon einanber 
t>5n{g unabl^ingige ©rSfjen bebeuten^ ungeacibtet i^red gemeinfi^aft« 
Ii(^en Urfprung^ an^ ä'y = Si(x). Senn man tann in jebem galle 
bie Function 

S'y=zQ{x, Co C2, Cg^...) 

in ®ebanlen mit fo ))ielen unbeftimmten (Sonfianten audrfiflen unb biefe 
letzteren fo annel^men^ baß bie genannten ®rößen J V«^ S"y^ n. f. f . g a n g 
6 «Heb ig gewÄl^IteaBertl^e erH^alten, woran« folgt, baf gwifcj^en biefen 
9r$ßen Idnt foI(|ie 3Cb]^ingigIeit gebai^t werben bürfe, welche t» etwa 
nt5gH(^ machte txnt berfelben an^ einer ober einigen anbem gu beregnen. 
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III) Sad ahn nun Un %aU anMangt; »mit «on beu im SCggtegatr 

(1) oorfoinincnbett ©rSfen rfy«, i^y^, 1 -^| u. f. f. eine gemtffe 8liu 

gol^ m^tn ber 9latur ber Slufgoie^ bie gut ©(cic^uttg (TU = ^ingcfü^tt 
ffaüt , t)on felbfl Dcifc^toinben mu$ ; f o braucht man atebatm btn fat I) 
gdieferten Semeid offenbor nnr ouf bie Soefflcienten A^ B^ X bet wn 
9hiU )>eTf4iiebenen ®tipen ansumenben, um gitr Uebetiengung in gelangex, 
bag alle bliebet bed Slggregatö (1) einjeln gteic!^ fftaH finb. 

Sott fol4iett Sebittgunflen, totl^t \>tAanim, ba§ bie eine ober anbete 

ber aSariationen dy, rf~, *J^'- * ^«'^f^^wittben , »ar bereit« in §. 16 

bie dtAt. Sndbcfonbere mollen »ir l^ier jeboc^ nod^ auf bcn galt l^tn^ 
»tifen, bap toegen ber Statur ber 9(ufgabe <rya = a^ unb fuditl^ au$ 
tw^ äy^ = fein vbqx^. S)iefed mirb ft^ ndmlid^ in unfern {ufänfüften 
ttnterfu^ungen aQemat ereignen^ fobatb t>erlattgt »irb, mt nod^ mAt* 
{annte 3)2arimumd' ober ÜRinimumd^uriße foSe bur^ )tvei gegelbeue 
fünfte A unb B laufen^ »el^en bie abfciffen ar = « unb ar==^ }»' 
gel^Oren. 'Sitnix ba aldbann fär ben nld^t ))ariirenbett Sßunlt A bie SSariation 

FV = ^y-'^ + ^'^T^ "^ * ' "^ i2(^).T + • • • 

wrf^^lnben foD, f0 mx^ i'ya—OCä) = fein. Unb in flleic^r SBetfe 
verlangt bie anbere Sebinflunfl, ba§ rfy^ J>erf(|>»inbe, S)a aber im ^pnnfte 
A bie 3;angente m bie Dariirenbe Suroe N'AM' (Fig. 2) f(^ eint 
etwad anbere Sage einnel^men »irb, aM bie 3:angente AT ber gefu^tet 

gutoe NAHT, uub ba -^ = rf^ bie Variation ber trigonomettif^ejt 

Tangente be« SB. OTA angiebt, fo »irb \^f\ = «ß'C«) al« eine m 

9hta i^erfd^iebene ®rfi$e gebadet toecben mü^m. Unb baa nimU^t gSt 

natfirtf,^ im «nflemeinm .0« [§]^, [^^^, [^^^u. f. f. @o 

oft nun ein folc^er gatt einkltt, fo »irb man in bem t)or]^er bei I) ge^ 
ffil^rten Seweife^ »o e« borauf anlam^ ben anf&ngH^ unbefUmmten &tu 
panten Ci, C2, Cj... fucaffloe fi*i^r ®erl$e brijulegen^ ba$ »on to 
iK (träfen <fVa/ <fV#*... bafib biefr laft jene einen wx 9lnü Dtrfc^e^ 
bfMtn f&ctäf K amtai^me^ ttdl^renb bie übüffn. iebe^mal fid^ fimmOitl 
auf 9biB rebueirtctt, toeiter leine Seft^rAnbtno angHbrittgen l^n, oll 
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Uralten mtAm mithat, b. ^. baf »eber (f^a no^ dy^ glei^ einer tM>n 
9!ua i^rfc^iebenen @xi^ K gefegt tverben burfen. 



IDie am 9(nfange bed öofigen §. lbeii;ac|>tete guncti^n 
ü = F(ar, y, jp, . . ya, i?«; . . Vh Ph . 
fann alfo nut babittt!^ }U einem SRaximnm obec Sthttmum qtmacbt 

werben, t)a§ man , abgefel^en t)on ben burc^ bie ©leic^ung rf ü = -^ etwa 

bargeiotenen 8(u{I5fungen; bie Function y fo gu befHmmen fud^t, ba^ aHen 
ben IBebingungen 

rfy ^ op ^ , dq ^ 

[fl'^-» [f]/-=» [f]/«-»" 

Genüge geleijlet »itb. lEBo bie Slufgalbe eine Slnfldfung witüid^ iuld§t, 
wirb bied %Xim %l)n{ babitr(^ mdgli^^^ bafi We (SrfuOung einiger berjenigen 
IBtbingung^Uif^ungen, wcl^e mitStAdfi^t auf bad in S* i6 fo wiebal 
im wi. %. unter lU) ®efagte ul^rig Heüen, jugleic^ bie @rfnQung onberer 
mit P^ Bringt. 

IBeif)>ieL ^a^ \yx6^i eine Sud^e S)on ber 8ef(|!affenfieit; ba^ woin 
mcoi barij^ einen Beliebig auf t^r QiXi^txtoxMxtntn ^vlvXl M [or^ y =/C^)] 
oon bem Urf^prung ber ßDorbinaten tixit ®erabe ji^l^t unb auf biefe 
Don ben beiben fünften A unb B, welche auf ber gefuil^t^n @urt)e liegitn 
unb ben gegebenen Sttfciffen x = a, a: = J jugel^ren, alfo bie Dt* 
blnatett ya=fif^), V^=A^^ befitejt,, q?er»)enbilet foBt, ba« SProbuK 
biefer $er)>enbUeI; ein SKajcimum ober SRinimum werbe. 

StufUfung. IDie @erabe OM l^at bie @(ei(|!ung 

gegeben wirb, burd^ ^, fo crl^atten wir tta^ ben bdarnttm gfofmln^ 
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eemtitttlfi beten man bie Ztan^^ormaüon tt^ixoiMiqtt Sootbinaten in 

Qegie^ung auf ein neued, ebenfalls te^hDinSiged Sootbtnatenfpftem be^ 

»etfPettißt, beffen aifclfyenoxe unter einem S3B. = — ^ gcflen ble uu 

f))TiingIi(^e Slbfciffenare geneigt ift, für bie i^on ben ^nften A unb B 

auf OM fief&nten $er))enbifel , b. f^. für bie Orbinaten biefer ^n!te in 

Segie^ung auf OM aU eine urf))räng(i(^e ^bfci^enare foglei«^ bie gormdn 

y« Cos ^ — a Sin & y^ Cos ^— 'f Sin S^ 

y X 

unb ba Sin ^ = / ^ . ^ Cos ^ = 



ift, fo »irb 

^ieraua folgt ^^ 

+ 2y(^y« - oyX^ryi - ?y)] . ^^^-^^ 

5nbem »Ir nun aber bie ßoefficienten ber jmei Variationen Sy^ «nb- 
<fyf ßlei4> ober 00 feten, unb bie »ttflöfunflr 

V2 + y2=0 
lei ©eite laßen, »eti ^ierburdjj bie 8efu(|>te ©urtje" auf einen einjigen fßunft, 
nimlid^ ben Urfprung ber (Soorbinaten , rebudrt »ürbe, ermatten »ir Wt 
Sebingung^gleid^ungen 
enttoeber (2) ;i? = 

unb bei biefer «nnal^me rebucirt fl4> ber Saldier in bem ßoefflcienten oon 
iy auf afy3 + ajy3 _ 2ajy3, wirb alfo ibentifci^ glei(|> Jlna; 
ober baa Softem 

(3) a?y„ — ay = iPy^ — ?y = 

unb bei biefer anno^me oerf^»inbet ber ßoefpcient oon iy ebenfaW. 
S)iefe beiben ©leid&ungen (3) X^^tn aber, fobalb xam fie in ber gorm 

a? a f 
f treibt, fogleic^ etfennen, baf bie gefu(|ite (Surtje eine gerabe 8lnte 
fei, »eld^e unter einem nod^ unbejlimmten ffiinlel burd^ ben «nfang«^ 
})unft ber ßoorbinaten gu giel^en ijt. — S)ie burcfi bie ©le^ung (2) 
re})r«fentirte ©erabe,- ndmli^ bie Orbinatenare, i^ alÄ ei« i^fConbertr 



J 
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%aU unter biefen Oetabtn — = Const« mit eiwiefliiffen. Da üJrigen« 

Ui bem Sefiel^en ber ©leidjjuitgett (3) au^ iai ^Jrobuft ü fid^ ouf SRutt 
rebuctrt, fo liefert blefe 8l«fl6futtj freiließ ein SRinim um, ober nur im 
(ixitJ}mtti^(S^tn @inne. 



Sir »enben nn^ jel^t ^ur SefKmmung bed SDtajrtmumd ober SDti«^ 
nimumd fol^er Functionen toit 

.berauc^ ü = F(:r, y, |, g, . .«, |, g, . .) 

»eld^e au§er ber 3nbe|)enbentett a? j » e i Functionen y unb « biefer 3nb«^ 

penbenten entJ^alteU; fei e$ nun, tt>a^ ben einfacheren %aU abgiebt^ offne 

du dz 
Me Differenjialquotienten ■--, -j- u. f. f. ober (nxi6^ mit biefen. ^oAtx 

CLX (IX 

fetten »ir gunäci^^ t>orau^; ba$ für y unb s bejicl^ungdmeife für bie 
I)ijferengtaI<(uotientett biefer ^wwctionen »eiter feine befonbere Sebingunfl 
»orgefilrtebett fei. 

aufgaben biefer S(rt bieten ft^i bar \n allen geometrifcfien Untere 
fut^ungen,' »o v.nt im Slaume noii^ brei Dimenftonen fici^ erjtredfenbe 
ttnb bur(|*ein ©pftem j»eier ©letc^ungeh 

y =/(^) « = f(^) 

bai^ußeOenbe @urt>e gefunben merben foQ, burd^ meiere t\nt t>on ber ^u 
f^affenfieit biefer (Surt)e abl^Angige iebo(|f ol^ne Integration }u bere^nenbe 
®r6^e.U 2U ^ntx^ SRajcimum ober SDtinimum gemacht n^irb. 

2Ran burfte l^lerbei, xatnn xmn ixx ©inne beö §. 2 fl(|i y = <I>(a?^ t) 
ben!en moOte, für bie anbere t^^^riirenbe Function t\n Don t t)erf^iebened 
^riationdargument einfül^ren^ a(fo g. 03. 

y^q^x.i) « = «P(ar, t,) 

ben!en^ wel^^ Semerfung ;man au^f bei fpiteren Unterführungen biefer 
9rt Dor 9lugen l^aben vcA^tfUVx ni^t bur^ Qefd^rAnfungen , mel^e man 
auf Unionen ber burcb bie 9tatur ber ®a<^e geforberten snigemeinl^eit 
flema(|t l^Attf , m6gli(|ier SBeife beengt \n werben @e|en »ir nAmn<|f 
« = 8^a?, t|) »orau« ffit ti = bad |>rimiti»e % = Ka?) entfi)ringen 
foK, fo erl^alten »ir 
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iitft man aUx auf bet xt^ten Seite in ^ortnel (10) tM Ut^ 
icniflen ©Heber au9 fy^, FVFP, FV^ «• !• f* iMf««««»/ »el(|>e mit %^ 

2 3 

ntMÜiplfcltt flnb, fo er^filt nion »tfltn /'üo = rf'»ü -j^ + «T^ü -^-^ö 

tt. f. »• fofltei(^ 

^rf 2Ü = ajy + 8<f ycf p + «(r>2 H 

unb ^ietin »itb man nmt ' f4iliepli(|! mit Senu^ung ber Sebingungd:^ 
flleic^Uttflen (5), »entt bereu Slnjal^l = n i% für n i>on beu Sariatiouö' 
quotienten i't/; ä'p, ♦ ♦ i^re ffiertl^e; burd^ bie übrigen au3gebrfic!t, einfefcen 
unb bann mi) §.14 III) pxü^m, ob bad erl^altene Slggregat eine )>o^ 
f!tt))e ober uegattDe ober ie^ eine mit Uq im äSorgeic^en übereinfUmmeube 

®r«^e fei. 

VI) äBir werben biefe Stegeln nun au einer fpecieüeu 9(ufgabe 
erWutem. , SRac^ Uebereinlunft barüber, bag mcnn OP = a? unb PM = y 
re4)tn)inllige @oorbinaten eined beliebigen $unftd M ber gefugten @urt)e 
yz=zf(jt) finb, unb wenn MT bie bemfelben ^nfte iugel^örige aCaugente 

ift, bie ©ubtauflente PT einen ^ äÖert^ erl^alte, je nad^bem bie 

— — ))oRti)) 
3)i{fereng OP — OT ^ ' . ift, »erbe öerlauöt biejenige 6urt)e ju flnben, 

ffir »el^e bie (Subnormale mjglicbft !(ein audfaOe; bie Sfu^wal^I foQ 
j;ebo(| nur unter benjenigen @urt>en gef^el^en, ffir ratlä^t bad Ißrobuft 

i(.OT einerlei SertMöt- 63 iM^er 






unb man fiubet bad ®9ßem ber beiben Sebingung^g(ei(^uugeu 

y + ^=0 

^orau3 X )u eliminiren ifi. @ubfiituirt maw ben aud bir festeren fUefenben 
aSBertl^ A = — ^ in bie erfJc , f o erl^ilt mm 
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mib mnn man ,aIfo t>rn bei 9(uf(0f ung p = 0; y = Const. abfielet 
»ogu tJ = (für leben SÖertl^ üon ar) «nb © = 00 itlbtt au^ tpofjil 
ÖXOO) flel^ött: fo l^oBen »Ir bte S)iffereniialfllei4?un9 

beren Sntegral 3la? — ly = Const. = lA 

ober y="T 

{eigt^ ^ba$ bie it^uä^tt @uri>e eine cnlbifci^e ^axahtl ift. S)tefelbe be^ 
fielet an^ {»ei in {nfammenfiopenben; il^te coni>exe ®eite gegen bie 
SttfciRenajce julelgirenben ßwti^tn, t)on benen bet eine na^ ber ©ejte ber 
po{tti))en, ber anbere \>i>\x an^ rüdwdrtö na(i^ ber @eite ber negatit>en 
I {t(6 erfhecft« ^rtl^eilt nta]^ ber @onflanten A einen ))of{tit>en äBertl^, 
fo liegt ber erftgebad^te Btoti^ ouf ©eite ber ^^ofUiüen Y, ber anbere anf 
Seite ber negativen T ; Iti einem negatii>en ®ert)^e ijon A würbe , ba« 
Umgefel&rte l^ieröon ©tatt flnben. 

S)er iugel^drige SBertl^ )>on U, nimlid^ bie ©»(normale biefer $a^ 
raM iP'nun 

2 2 a?* 

unb erl^ait ben fflert)^ -ary ober --^, Um jn entf bleiben, ob üo 

ein aRorimum ober ÜÄinimum fei, fefcen »ir bie mit Sennfcung oon 
i= — ^-- ju er^altenben fflertl^e 

— =0 2— = ??=! 

^=1 i^ = _2 

dy^^jP dydp 

rfp* dp2 p 3 

in bie gormel (10). S)ie3 giebt 

3 a? 

FVo = -Fy^—FyFP + ^FP^ 

unb wenn man biefe^ Xrinom bm^ 

^•Fy^ + ^FyFP + ^FP^ 
^tr^tUt, fo erfeitnt man na6) ber in §. 14 III) entmidelten Siegel, »eil 

4^6 = 4 Vojltit) unb grjfer aö 8» = 1 ifl, fofort bag ^Uq ffir lebe be* 
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liAi^t ^nmlfmt ^tn f^y ttnb f^p einerlei ffiorgei^ftt mit fl.vni 6, b. (v 

mit 5?^ alfo au^ einerlei Sorjei^en mit üo = ^ l^abe. Unb bedl^aft 

ift im arit^metif4>ett ©innc (8. 10. 5«r. 2) Üq ein üRinimum. — STOaii 
»nrbe afcer eienfo lei^t an« t'0=O bie «elotion 3(rv + ar(r> = 

nnb mit beren ^ülfe ben SBettl^ u2J] = ^S'y^ ftnben. 

X 

@d giebt aud^ f ol^e $(nf gaben , bei benen ber jn tintm '3flaximnm 
(SRinimum) ju mac^^enbe $(udbrud ü nicbt blod bie gefn^^te Function 
y:=f(jc) neifi beren Differengialquptienten, fonbem mii^ no^ bie ©rSfctt 

ober au^erbem aui) »ol^I no^i 

entl^dlt, nSmlic^ bieienigen SÖertl^e, tot\6^t f(x) unb bie S)ifferenjiaIquo^ 
tienten biefer noc^ nnbdannten Function für b e {} i m m t e gegebene SBert^e 
(x = a resp. a: = J) ber Snbepenbenten erl^alten. 2)iefer gatt tritt 
}. 9. bann ein, menn eine (Surt^e ton f ol^fer 9ef (^affenl^eit . gefugt »erben 
foQ, baf menn man an Ü^r im ipuntte H^ welchem bie Soorbinaten ^r 
«ttb y=f(x) entfpre^en, bie Sangente confhuirt unb oon benienigen 
beiben, auf ber gefu(|ten @urt)e liegenben fünften A unb B, toäxS^ ju 
ben Stbfciffen x = a, a? = f geljiären, ^PerpenbiW anf biefe S^angente fättt, 
irgenb ein t>orgef(i^riebener unb t>ott ber Singe biefer ^erpenbUel abl^ängiger 
$[Ui9brud grSfier ober Heiner werbe, aU bei einer ber ))arlirenben 9ta^bar^ 
curDem SQ3enn ||ier bie beiben fünfte A unb B nli)t etma fefl gegeben 
finb, fo bag fämmtlicj^e t)ariireiAe 6urt>en bur<b biefe fefien ^nlte bi»* 
bur^gejogen »erben f ollen, fonbent »enn nur bie Slbfciffen x = a 
unb a: = J fir gegeben finb unb bie jugeWrigen Drblnaten. /(a) unb /(f) 
gerabe »te bie jeber anbem Slbfcijfe jugel^örige Drbinate f(x^ in ben 
3ufianb bed SSariirend l>etfe^t »erben foDen^ fo tniriirt ber gebac^te Slud^ 
brud ni^t blb6 bedl^alb, »eil bie im fünfte x, y ju {iel^nbe S^ongente 
t)erinberli^ ijl, fonbem au<|^ be^l^atb »eil in s»ei aufeinanber folgenben 
fRa^barcurt^en , felbfi »entf bie er»&]|nte S^angente bie nfoili^ geblieben 
»&re, bo^ no4 bie Singen ber beiben l^ß^^nbilel )>erf4iAeit fein »firbes- 



• • 



• • 
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6a^. IL — 71 — §.19. 

9lud Um gegebenen ^n^btud 

folgt nun 

worin rfy«^ dJPo.- <^yi, «^iPI«* Me SBett^e anjeigen; »eld^e bie SSaria^ 
tionen dy = i2(a:)<it, rfp = SX(jc)di • , für ar = a resp. rr = J erl^atten 
J)ie »eitere ©el^anblung einer fold^en Stufgabe iern^t aber barauf, ba§ 

für ben %QXi eine^ SRarimumd ober SJlinimuma öon U fdmmtli^e 

1 
©lieber be^ t>orfle]^enben SCggregatd (wenn wir »on Jü==-jr 

obfel^en) einjefn glei^ 9luU fein mu^tn. 66 lägt |l(^ nümlit^ 
fotgenber, au^ f^5Äter no(^ j)on unö gu benufcenber SeH^rfafe aufteilen: 

SBenn in beut STggregate rfTJ = 



• • 



• • 



• • 



dx ' ^ dafl 

i'y eine beliebig anne|)mbare gunetion Si(x) bebeuten f«ll, »al^renb bie 
ßoefpcienten Ai, Ag;,. B^; Bg,.. Xi; Xg;.. bejiimmte auöbrfirfe öor^* 
fteDen, meldte tl^eil^ gegebene tl^eild unbeßimmte Sonfiantm unb au^erbeq^ 
X unb unbelannte Functionen )>on x entl^alten mögen ^ aber \>ok äy yxn' 
öi^ängig gebac^t werben fotten, fo iji ber gorbetung äV = nur ba^ 
bur^ ®enäge gn leifiett^ ba§ fimmtli^^e ©lieber biefed Slggregat^ txnyAn 
öerf(^»inben } ed ntufi alfo cntweber ber SBertl^ Ant^ ber S)ifferenjiaU 

-^ I gW^ SttuH fein , wie e« in öielen ^hVitn bie 



S. 22. — 82 — (Sasf. II. 

1t f. to. i% 2){efe ifl nun fo s^iel oM eine {»ettt Cebingttn^leii^itiiQ ))on 
betfelbm S''^ J0 = O. ®le »iitbe äbet^ä^ig fein, mrnn m U bie 
S)tffereni{aIquot{(nten ; unb (( belbe fil^Iten; fie leiflet bagegen »rfent^ 
H^t Siitnftt mtb niu§ mit eintm gactor A muf t{))Kc{rt ju cfU =<: l^itu 
jugenommen »erben ^ »enn in JD bie genannten S)ifferengiaIqiti>tieKten 
i9i»pl^onben finb. 

Ober nel^men »ir an, nm noc^ einen f)>ecieOeren %aU twr ^g/ai 
jn l^alen, ed mArbe naci^ einer in tintm gegebenen $un(t A [ar^^ y^, Zq] 
anfongenben (Snröe y^=zf(x), Ä = f(ir) gefragt, l&ng« welker ein ge^^ 
gebener Slu^bmtf ü = F(ar^ y^ »^ ^^ <)) ben ntögli^ Hein^cn ffierti^ er* 
l^alte, man forbere aber nt^t, ba§ bie gefugte @urt>e An SDUiiintutt 
liefere in Seiglel^ ntit allen uberl^aupt nidgli(|en btit<^ ben $ßnn!t A 
(aufenben 9ia^barcnit)en , fonbem e^ reiche l^^in, baf fk bie t>erlangte 
ßigenf^aft bed SDtinimuntd befi^e in Sergleici^ ntit fcld^en 9la(|)barcutt>en; 
bie neben il^r felbft auf einer in ber Siic^tnng ber Slre ber X fortfanfcnben 
ril^renfSrniigen $i&(|e liegen, beren auf ber genannten 9(jcc fenfrec^te 
Duerf^niite lauter il^nli^^e @ni))fen fein foQen, mit J^an^taien 
)>ara0el {u ben Slren ber Y unb Z unb in einem i»orgef(|riebenen Ser^ 
l^ftltnifje m:w ju einanber ftel^enb. — ^txvx man für eine beliebig CiVkf 
genommene Slbfciffe x ben gugel^örigen fpunft M ber gefud^ten 6uröc 
bereite fenute, fo »urbe man fel^r leidet in einer auf ber 9bPe ber X 
fenlre(|)ten @bene eine bnrcb il^n l^inburd^ gel^enbe @(li|)fe confhniren, 
beren Zentrum auf ber %xt ber X läge unb beren 3lren t^araOel }U ben 
^jten ber Y unb Z laufehb in bem ))orgef^riebenen SSerl^iftitid mxn'in 
einanber ftinben. Unb ba biefe Sonftmction auf alle fßunftc H an^ 
»enbbar ift, fo mürbe jnglei^ mit ber gefugten <5ttrt^ au^i bie xa ber 
9(ufgabe gebaute Irumme %\&6)tf anf »el^er bie t^rtirenben (Surfen 
f£mmtli(^ liegen foSen, bur^aud beftimmt fein. SfAr ben eben er»i|nten 
bur^ M gel^enben Duerfij^^nitt befielet nun eine ©ieiAmig 

wobei K a(d eine befiimmte jeboc^ unbefannte Function Don x au^ufaf en 
ift. S)a aber ani) ber, einer 9la0barcun>e angebArige 9«irtt M' (bei 
ungednbertem x) flc^ auf ber fperi|>:i^erie biefer öai})fe beflnben foB; fo 

baben »ir -^ + -j «^ einen «uÄrud )u Jetraci^ten, bejfen aSariationen 
erjter fo »ie ^Jl^erer Drbnungen S^utt jlnb (%. i8 II). Dal^er befM^t, »enn 
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<Sav. U. — 73 — %. id. 

in Sesifl^un^ auf bte gu fstd^enben SBertl^e ber in S'y entJ^aUcnfit @onr 
flanten Ci^ €2^... Cn fammtlic^ »om erflen ®rabc, alfo v^nt @c^n?ie* 
rti^fett nnb unjtoeibeutig aufljl^lbar fein »erben. dlä1)mt man aber in (fy 
no($ mel^r atö n ßonfianten an, fo burfte man einigen berfelben fogar 
beliebige äSertl^e ertl^eifen unb Unntt bann immer noc^ bie übrige» 
na^ 3Jla^idbt )>orfie]^enber IBebingnng^gleici^ungen befKmmen. 3)ie ®(eid^ung 
fV = giel^t jl(^ unter biefen Umfifinben gufammen in 

morauö Ai+i = 

folgt 

3)a nun toegen ber i»if(^en ben Soefficienten Ai^ A2 . . . B^; B2 . . . 

X^^ X2 unb ber Function (Ty «^orauagefe^ten Unabi^dngtgfeit eine 

t^erinberte Slnnal^me ber in 6^y enti^altenen Sonßanten C^f ^2 • • « ttintn 
einfluf auf bie SSertl^e jener Soefficieuten an^m^y fo lA^t fld^ bie in 
Segiei^^ung auf Ai+i gemachte ©^lu^folgerung, inbem man fut C^ , C^ . . . 
anbere äBertl^e an^xoSÜjii, auf jeben einzelnen @oefficienten A^; A2.. 
B^ ; B2 . . Xi ^ X2 . . anwenben. Unb ba au(^ für jeben anbern SBertl^ 
öon X, ben man an bie ©teile beö eben t>on un^ gebadjiten a: = f fefeen 
möchte, biefelben ©dringe fi(|> wieberl^olen lagen, fo fielet man, bag für 
alle 98ert^e; beren biefe IBariable fällig i^, bie %tnannitn ßoefftcienten 
fammtli<^ gteid^ 9luII fnn mäfien. 

II) isian mirb itber]^au|>t mol^I tl^un, bei biefer Gelegenheit An für 
alle ÜRale ju bemetfen, bag bie in 3>^lm^ ^Aufig t^otfommeuben ©rdgen 

-- -- m.' m- cm 

fo oft S'y feiner befonbern SSebingHug unterworfen »erben 
»irb, ni^t aQein ganj unbefHmmte, fonbem auc^ t>on einanber 
Ddllig unabl^dngige ®rö§en bebeuten, ungead^tet i^red gemeinfc^aft« 
li^en Urfprungd an^ i'y = Si(x). 3)enn man tann in jebem %aUt 
bie Function 

I 

jy = fi(a?^ Ci^ €2^ Cs^...) 
in @ebanlen mit fo Dielen unbefltmmten @onjtanten anfräßen unb biefe 
(elfteren fo annel^men, bafi bie genannten ®xi^tn S'ya, i'y^ u. f. f . g a n { 
beliebig gewAl^Ite SSertl^e erl^alten, »oraud folgt, ba§ gwifc^en biefen 
@r9fien leine fold^e Slbj^ingigleit gebadet »erben bürfe, »el^e ed ^a 
m5gU(^ mai^te eine berfelben an^ einer ober einigen anbern ju bereci^nen. 



• • 



§. 23. — 84 — 6a»>. III. 

fuc y; Ä; 1?, P . - fo »ie für Ai, -I2 • • • ^'^ flefimbenett gunctlonen »on 
a: etnfefet. 2)abur(i& rcbuciren fic^ btc lefeten, mit rf 2y^ (f^ . . . Bel^aftetcn 
Seftanbtöeile , beii ©reit^ungm (2) }u gotfle, auf 9lun, ba« erfle ©Heb 
aBer »trb Üq. 6^ tommt bann auf bie Untetfut^uufl ix^^ ob bie ©ummc 
bet übrigen auf Üq folgcnben ©lieber einen ^>ofitiöett ober neflatitjeu 
fflett^, ober bod^ mit üo einerlei SSorjeic^en befifeej hierbei xsox% man 
jebo(^, wm fammtlid^e in J^©!, S'®^... Dorfommenben ©ariaHona^- 
quotienten S'y, S%j S'p... in bicfem SluSbrud für Uo + icT^^ü.r^ wirf» 
tt(^ erfc^einen, normal« bie Sebinflungöglfi^ungen (1) ju 8lat1^e giel^en, 
inbeni lermiige jeber einjetnen biefer Gleichungen einer ber ^tmnxtitn 
SBoriatiüuöquotienten bur^) bie übrigen au^brüdbar geworben ijl. (S3gL §. 18). 



prttte6 (CapIteL 

»atiattouen ber einfadjc« ;3tttegraIaJt«brfi(Ie mit 
einer inbe^enbenten Variablen. 

-eine ber »i(!^tigjien ^nwenbungen bea Satiation^^ßalfuW bejie^t 
in ber Ermittelung berjenigen S3ef(|)affen|>eit einer gunction y =/(a?), 
für welche ber SQ3ert^ fine^ innerl^alb beftimmter ©ranjcn a? = a unb 

ar = J genommenen Sntegrate j ^dx ein 3Jlarimum ober SKinimum »irb, 

wobei V eine gegebene gunction sjon a:^ y unb einem ober, einigen ber 
Differenjialquotienten 

dy ^y —^ ^y —^ „ I f 

~- = P -T^ = Q -5—0 = r U. 1. f. 

dx ^ dx^ ^ dx^ ' ' 

^jorfleJIt. 

<£e^en ^r 

fo wirb, fobalb y \m bie beliebige iebod^ i^inreid^enb \\t\XL ju benfenbe 
Saviation Fy = ^y^'^ + i^ V«^^ + • • fl^äwbett wirb , ü. übergeben in 

ü -f jur + <r^ü^ 4- 



C«1). III. — 85 — 8. 23. 

«nb man |»at alfo ani^ f^itt »lebet für beu goU ciuc^ SKarimitm ober 
aMinimutn bie SBebingungögleit^unfl 

rfU = b. ^.. i^(^ f [Y _|_ i\]dx — rV(ir^ = 

meiere fl(|i augcilf(i^ciuti(^ in 



(1) -^f <^V^^ = h'\dx = 



jufammenjiel^t. ©oBalb man bal^er nac^ ^Inlettung bet in §. 6 nnb $• 7 
entttjftfelten goimcln beu aSartationöquotiettten cTT turc^ i)/, S'p, Sq 
i!. f. f. flit^brfitft, bann tntt dx ntwltipltcirt, gwifd^en bcn ©röitjen 
ar = a Big a? 1= f lutegrirt; unb fcj^He^ltt^ beu erl^altenen SCuöbriicf ßlei^ 
9iun fcfct: fo wirb man öermöge (1) bie jur Slujl^funfl bcS jjorftclcgten 
^ProWem^ btenltd^e Sebingung3fllei(j^uttfl bepteti. S)te roirflid^e SlitSful^runa 
ber l^ier attflebewtcten D^^erattonen (jtcBt «ter Seranlaguttfl ya t)erf(^tebcnen 
»tätigen Setracjihmgen. 

1) 2Ran fönnte ftc^ iJteHeic^t »eifuplt fül^len, bie eben gebac^te 

©lei^unfl I (fTeZic = babuvci^ ju tef riebigen, bo§ man rf V = \t%it, 

%Mti\\ ben Sartotionöcinotienten öon V gteidi ?lull fefeen, fann nur 
jmiierlei tebenten: entmeber anneH^mcn, bag bie gegebene gmiction V 
burc^ ben Uebergang j?ou y =^fCx) in y + /^y [i^ gai' nicl>t «nbere, — 
ober bie gefucfcre JJ^ncticn y^=ij^{pc) fo beftimmen tüoHen, ba§ V ein 
SKojrftnum ober STOinimuni iperbe. 3!)ie erf^e ?lnnol^nte wfire, weil alöbann 
ow<^ ba^ 3ntegral J^dx feiner SSoriatlon faltig fein mfirbc, gegen bie 
5Sora«5fetiing ; unb ift aud[^ »ewn in V bie Function y ober einer i^rcc 
JCifferenjialquotienten jt?^ q... öorfomnit, wegen ber gormein (1) unb (2) 
bea §. 6 offenbar unftatt^aft. Heber bie anbcrc mögliebe Scbeutung ber 
©leic^utig (fT = aber bemerfe man, tag aKerbingg, wenn e5 nacft 
Jlnleitung ber §§. 8 bid 13 gelungen ijl, eine fotd^e Function y:=^f{x) 
\yx entbetfen, welche V fitr bie innetilgjalb, beö 3ntegrationSifttcii>all5 x^=^a 

f. ^ r «n 1*. ' SKörimumi .^ w ^ 

bi3 ar = f gelegenen Sßertl^e t)on x ju einem ^. . ma^t, burc^ 

eben biefelb.e gunction y :=^f{x) auc^ ba^ Sntegral I Ndx jir einem 



JJlarfmum 
SDiinimum 



gemalt »flrbe, SKan überjeugt fic^ l^ierijon, wenn man.jtrb 



)iu»9tber^ bie Sludbrüde 



8. 23. — 86 — ^ap. m. 

y=A^) p^fip^^ 9=/'(^) K. 

in V = Y(x, y, p, q,.. .) fuJjHtuirt bcwtt,. »obm^ F(x, y, p, . .) in 
^(ar) iittit^m mäfle, l^tewuf V (=T) oÖ bie Dtbinote einer 
gewifien Qux^t anfielt, »el^er bie @(ei($ung eigen to&xt 

unb bann bad integral 

j Vdr = j Ydx = 1 ?P(a:)(to 

Ja Ja Ja 

Ott einfa^^e Dnobratur ber üitt ber Sofld HK = (f — a) pel^enben itnb 
»Ott ben ®tanjorbinoten HI = ^Qa), KL = 9»(f ) unb bem Sogen INL 
eingef^foflenen gigut ouffaft (Fig. 7). Sei biefer 8etrad&tung l^ !faT, 
bof wenn »ai^renb be« SnteröaW o: = OH = a bl^ ar = OK = J bie 

grfifer 



Orbinate V = 9J(a:) continuirlic^ .^ . 

luetnet 



to&xt att bie ber nämlid^en Sftfci jf e 



^ jugeprige Orbinate jcber ieliebigen \>on ben ntSgli^er SBeife in ©e^ 
tra^t fommenben iWa^barcnröen, notl^wenbig au(fy j 9J(a:)cfcr = | Ydx ein 

J « Ja 

ÜDlaxintnnt 

^ fein müßte. 



iSRinimum 

9inein ed mirb fofort au^ einlenkten, baf biefer ®at^ H^ 

nic|>t nmfel^ren 14§t. SDehn e« fann ffiglid^ \Ydx=\9Cx)dx 

Ja Ja 

tin SKwimum (STOinirnnm) werben, ol^ne bafi für jcben SÖertl^ s>on x 
innerl^olb bed SntegrotionöinterJ^allö bie Orbinate V ein SRajrfmum (resp. 
SKinimum) ju fein braud&t; t§ lann j. ©. bie »on iem Sogen InNRL 
begr&n)te %l&^t in ber gignr angenf4)einTi^ ein^n grffiem ^f^alt J^aim, 
aö bie Don bem Sogen In NR'L begtdnjte, obwol^I biefer lefetere für eine 
jwif^en x = a unb ar = OP genommene äbfciffe eine größere Orbinate 
barBietet att bie erfie 6nrt>e. @d lann alfo rec^t wol^I eine »^unetion 

y=/(^) erifiiren, wef^^e bad integral jYdx gn einem gj^jj^fj^j^,^ 

ma^t, wäl^renb bie Function Y t)ieQei^t gar leined Ttaximum ober 

SKnimum fd^ig ifl} wie benn g. S, ber gnnction ^ = ~— ^ 

bie Variation 

* V = 1^ Jy - 2pcri> 



6ap. HL — 87 — j. 23. 

trd\pxt^tn \omit, toü^, infofent fomopl iy ofd Sp miül&ifiM^ (<ta 
fon, für enblid^e SBettJ^e ^tn sf gac »ii^t SttuO »>tcbm (atin^ Uttb «»e(^ 
offenbar and), mnn man jle ßlei^ 00 f^lJ^^ «poBte, iu dttem ettbti<|iett 
ünajttmum ober SDtlnimum ))on V nlc^t ^erl^dfen m&tbe, »ogegenbod inntäfalb 

burc^ bie Function 

j/=a[log| + J] 

^u einem SOtajctmunt gemacht totrb^ wie n^lt itmnid)^ (in $. 33) 
finben »erben. 

Siü» biefem @runbe Um bie ^Sel^anblung ber ^eiiffuim d V = 
ni(|!t ald ber xi^ti^t SBeg a'Agefel^en merben, ber in ulleit 
^ &ll tn jum gemönf eilten 3i^^ fSl^ren würbe, nimlic^ }nr (Sntbedung 

berjenigen gunction y=/(ar)^ iux^ »efc^c ba^ Sntegral j V<£r ju 

einem aRarimum ober SRinimum gemacfit wirb. 

II) ©nbjUtuirt man abtx für ben 3Sariation3quotienten rf V ben 
na^ SCnleitung ber gormel (5) in $. 7 ju Biiben^en 9in^ixni, fo er:^&(t man 



<P(fV , 



• • « 



nnb totnn man in biefet (Bnmmt aUt l^inter bem erflen ©Bebe na^^ 
folgenben S^i^fi^^^I'^n mittelfl ber (elannten ^ormel 

J'vdu := vu — jndv 
tl^eitoeift integritt, fo ergiebt ji(^ ju^Srberjt 






dW «dV 

»o6ei tmter dj- nottrli^ ba3 totale aSiifferenjial ber gnnction -g-, 

t&mü^^i(i9 Aggregat 

JU »erflelfen i?, w4^^^«b ^^ 5~"* f4mmtli4 nur ^partielle Diffe^ 
reniiolqttotienten {tnb. ^bienen wir un9 fit , biffe ber etWAl cinfa^emn 



/' 



S. 23. — 88 — go}). ML 

Stidt^nmi ÖyV , OpV . • . , f o tt^alUn wir für ba^ britte Swtcflral auf 
btt xt^ttn Seite bet (Sletifiuitg (2) bie S^ranefonnation 

getner witb baS ni^fifolgatbe 2inteQYa( 

tt. f. f. 
Sia^et ift bie @umme bn auf bei le^cn ®eiie bet ©lei^iung (2) 
flel^rtben SnttfltoHen gfei^ 

—4— •• •• •• •• •• 

obet na^ anbetet ^norbnung bet @({ebet itnb in bet utf^nünglici^en 
Qejei^nuns 

' Kdq dx dr ' "") dx 

« ■+(?--)^ 

-4— • • •*»• 

• • • 

worin öoii ben xoiWS)x\i^vx guncHoneu (fy, cTp, «Tj u. f. f, Mo« no(^ 
bie erfie ttntet bem Sntegtalieic^m {l^ t^or^nbet * 



aap. in. — 89 — • |. 24. 

SWwmt man nun Wefed 3«teöroI inneri^att ber ©rdnjen x==a 
U9 x = S unb fett, um ber Sebingung^gleii^ung (1) bed t>cngen $. ju 
genügen, bie itl^aUene ®untme glei^ ^luQ; fo ergieit fic^ iebenfaOd eine 
fltigere «ber geringere Slngal^l J)on SJebingnngögleiiä&wngen, beren fflotf)* 
»enbigfeit auf bem na(|foIgenben Sel^rfa^e bentl^t: 

SSBenn für eine l&elieWge öef^affenl^eit ber gunction Sy baö SIggregat 

(B.w.+B,[ia+>^[-JG.+--+>'-"[m) 

(•>|-(A.M,+4$]+4^1+--+A...[m) 

worin A^ , Ag • • Bi ^ Bg . . . Don dy unabl^ingige ®rö|en flnb , ji* auf 
ShiU rebttdren foD; fo mfifen erfHi(3& fämmtli^je einjelnen ©lieber in ben 
Jeiben, t>or bem 3ntegraliei(^en j)orau«gei^enben fßarentl^efen J)erf4)»inben, 
auf erbem aJer bie unter bem 3ntegraljeic^en beflnbli^^e Function ^x) 
für ieben Beliebigen SBertl^ Don x glei^ dluU fein. 

53e»eia. I) 5)ie l^ier wrauSgefe^te ^tnjol^l aller ©lieber ift 
{2m + 3). ©efet man bal^er für (fy in ©ebanfen tint Function Don x, 
»elt^e 27^ + 3 unBeflimmte ßonfianten (ober noi^ mtffx) tntf)&{t, fo »irb 

j ^(Je)6'ydx tint Function Don a, f unb biefen ßonftanten. eine biefer 

ßott^anten »firbe fi^ bann fo beflimmen lagen, bafi ber SQÖertl^ biefcd 
Sntegratö Derf4)toinbet; unb mell man bann au§eibem noc^ menigfteu^ 

»er 2w + 2 unbefHmmte, in ben ®r8gen \iy\ , pvl . f-^l 

u. f. f. tni^alttnt ßonjJanten ju Derfugen l^at, fo lagen P4>. fofort bie 
tm9e»eife bed §. 19 gebrau^iten ©dringe anmenben, um bie Ueber^eugung 
iu begränben, bag fimmtli^e ©lieber bed ^ggtegatd (4), wel^e bem 
Stttegrale Dorau^gel^en , einjeln glei^ 9lull fein mögen. $alt man bie« 
fcft unb Beben», bag eine geonberte Slnnal^me Don d"y auf bie 

Sefc^affeni^eit ber Soefficienten Ai, B^, fdmmtli^er 

eleu erm&l^nter ©rügen leinen (Sinflug ausübt, bag alfo 
bie beiben bem integrale Dorau^gel^enben Sparentl^efen ein für aQe 9Ral 
8(ei^ 9lun bUiBen mftgen, (fei ed nun wegen be9 SBerf^toinben^ 
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M eoeffldentm Aa+i, ober weil b« ffiert^ »on f-j^in f*« i'eb« 

IBef4iaffcnl^ett t)on jy iDfgen ber Statur ber Aufgabe ffbxU fein 
mä^te); — fo fielet man, ba^ bie t^otlieflenbe eebin^unfiaglei^ung filtic^^r 

Bebeutenb ifi mit ber gorbetunfl, bap ba^ Sutca^föl 1 ^(,x)S'ydx ouc^ filr 

eine anbete Slnnal^me ))on <fV^ nimli(^ Aber]|^au|)t fttt j[ebe nttgli^er 
ffieife anne^mJate ©efc^affenl^eit ö o n VV P^ auf 5Rutt rebudre. 
Unb biefe gorberung l^at feinen ©inn, wenn nic^t <P(a:) = ift, S)enn 
»dre ^x) nid^t ibentif^ flleii^ SluII, fo Knnte man, infofern bie Statur 

ber Slttfgabe einen ^fQig unbef<^rinften ®))ielraum für bie SBal^t einer ffir 

• 1 

iy ju fefcenben Function St(jc) flewäl^rt, beifpiettweife jy = ü(ar) = =— 

fefeen, unb erl^ielte 



\m{x)S'ydx:^ \dx = {M — d) 



Diefe Differenz lann aber, ba f >a gebaut »erben foH, ntii^t i>erfi!J»lnben, 
unb be^l^alb mar bie ?lnna^mt, baß 9(ar) )>on 9tua ^erf^(ebeii fein 
Unne, unftattl^aft. 

II) SBenn bagegen i2(a?) Don foI(3^er Sef^affenl^eit gebai^t »erben 
muß, wie e^ In fcl^r »ielen Slufgaben geforbert wirb, baß fl(a) = fei, 
unb au^ \>itM^t no^, baß i2(f)=:0 fei, nimli^, baß bie flefuti^te 
(5urt)e (Stelle g. ©. §. 26 II unb III) bur^ einen flren ?lnfanöai)unft A 

_ g . _ ^ unb iDieKei(|it auci^ np(^ burci^ einen gegeibenen ^nbyuntt B 

fo fem einer fefieren «egrilnbung bebfirftig f($eine«, »eil im StUflemeinen 
*(«?)=*= ^,-^ biefen «ebingungen ttt^t ©enftfle leijten »urbe* attetn 

bur^ eine Heine Sttdnberung ber für Ä(a?) Doraudjufeftenben gorm I4ßt 
fl^ ein fol^er ©inmurf befeitigen. SebenfaW ifl nÄmlic^ bie »erlangte 
©genf^aft ber Function fi(a?) = (a?— a>*y(ar) ober Si(x) = (x—ayx 

>} 
ilS'^xyyix) )U)uf)>rec^en, wobei ber Ci))enent /i =»> i gebaut wnben ftO, 



laufen foQ, fo mag ber Avx gule^t gemachte S^Ittß in 
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ganj beliebig annt^mlaxt Function Bebrütet^ »enn fte nut innerl^alb 
be^ StttewaW ^on x = a U$ x = ^ conttnufrii^j Mei6t. ^m Wimte 

ballet lK^) = ^7-:: mtnel^tnen, ober ^itlvxiffCf yxvx bfc SKäglic^Wt ju ie» 

ritd{!^tigen , bafi 9(a:) felBfl ein ^robuft t>on ber ^omt 

(ar — «XJ— ary©(ar) 

n)dre, )6ratt($te man nur 

^^ ^ @ix) ' ^ix) 

anjunefinten; bemt aUbann erhielte bie Function 

ix — ayQ — xy ix — «)»( j — xy 



äy = 



0(ar) ^ix) 

tooBei ber St&nt loegen m unb n an^M, ber ©untmen Ai*-!-^^ v~\-(s 
gtf^rie^ toorben {{l, bie geforberte IBefd^affenl^ett Sd mürbe namli^ 

{^x^S'ydx— \ix—dy^i — xydx 

Ja Ja 

unb ba l^ier bie @x))onenten q, a, fi, v, m, n fdntmt(i4^ atö )>ofitiS)e 
3a|flen gebadet »urben, unb mi^ wegen a<^x<CS ber unter beut ^ntegral^ 
ifi^^n flel^enbe Stuabrud wil^renb bed ganjen 3ntegrat{on^nter)>all^ pojittt) 
Ueiit, fo ^l^t mm, ba^ biefe0 integral notl^menbig einen pofitiDen 
))on SluII t^erf^iebenen Seri^ Um. 

Soiolb wir mm, um bie Sebingungdglei^ung (i) bed {. 23 {u 

erfüllen, wel^e ju bem SRarimum ober SRlnimum »cn U = | \dx »er* 

l^etfen foO; ba« integral jS'^.dx, fo wie wir e« fai (S) enimiArlt ^oJm, 
{Wif^n ben (Srinsen a; »s a ibi« o? =« f tiel^men^ unb ba« l^ierburc^ ent« 
ße^enbe Aggregat glei^ $RuQ fcfen; fo erl^ten wir 



f. 25. 



92 



dop. m. 



(ö,v- 



dx * dx^ 
dar "■" die» 



)M. 



dd,Y ■ 
die "^ 
dö,V 



• • 



•),m 



(5) 



-(».--^+-).[m 

-(»■^-OI^IJ 

+ 



= 



• • 



• • 



cPd,\ 



!-/•« 



'+JX^^--^+-dP--"^+***r^'^ _ 

oW 8ebinöun9ö9lei(i^un9, »el^^et but(^ bte flefu^te 8ef(|ajfett]^ett bet fit 
y in »d^lenbett gunction fix) ®enögc gdeiftct »erben mn^. 

Unb inbem »ir jefct für y unb feine I)tff eren^ialquotfenten p^ q, r . . . 
in ®ebanfett ble gefugte gunctton JXx) fo wie bie auö il^r a^juleitenben 
Functionen 

g=/"(:r) tt. f. f. 

überall in biefer Oleid^nng fubftituiren, fo bo^ öu* bie »ittKl^rtt^f 
©ariotion Sy = Si(^x).dt iefct aU bie Slenberung einer JefHmmt fleformteu 
Function f(x) aufgefaßt »irb : fo öerwanbelt jid^ ba« unter bem Swtegrat 
geic^en in fßarentl^efe Befinbli^je Slggregat offenbar eBenfall« in 
eine öSBifl tefümmt ju benlenbe Function ber einjigen SSariablen x, 
ml^t »ir burc^ «P(a:) t^orjieHm Unntn. ^ierbur(^ flnb aber bie Sc 
bingungen bea im t)orl^erge]^enben $aragra))]|^en aufgefieüten Sel^rfa^e^ 
i^erbeigefil^rt, unb »ir f fliegen alfo auf bet ©teile, 

erftena baß fdntmtli^e t>or bem 3>ntegrafgeic^en i^oraudgel^enben 
©lieber be« Slggregat« (5) einjeln glei^) ffluU fein mugen, 

unb |»eiten«; 'baß antl^ bie thtn burd^ ^(x) t>orgejieIIte Function ^ 
ibmtif(| auf 9btII rebuciren ntuße, nimlicf) baß bie IBebingungdgIeic||ung 



(6) 






df9t2 dq 



• • • • 
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für leben MitU^tn SBertl^ t>t>n x but^ bie öeftt(|tett guncHotten y ^=f(ß), 
p:^fXx), q=^f\x) u. f. f. beftlebtgt »erben mfige. 35iefe lejjte 
®Ie{(^nng^(6) worin x nnb y no(f^ ald t)ariaUe ®rdpen auftreten; nennt 
man ballet t^ot^ugdmeife bie r/®Ie{(^ung f&t bad ÜRintmum ober 
^Slaxivxvivx öon J'VcJir '' ober auä) bie J&att^jtgleiclunö — fle 
flteBt bie S3ef(^affen|eit ber flefu^ften 6urt>e y=/(:r) an, ntu§ obtf 
fretlli^, tnfofem bie IDifferenjialquotienten p, q,... in ifir üorfommen, 
{unfi(^fl integrirt merben. 

3)te anbem t)or]^er gebatikten ^ebingungdgleici^ungen bagegen 

Vdj y aL €^ Ja 

tt. f. f. 

meldte man bie ®r&ni glei jungen nennt , entl^alten leine iBariabfe 
mel^r, fonbem nur bie 3ntegrattondgrin;en cc, § unb einige ber burc^ bie 
3ntegration ber 3)ifferenjialglei(|ttng (6) ^lerbeigeful^rten uttbt^mmtm 
ßonfianten, unb bienen, j[e nac^ ber Sefc^ojfenlS^^it ber Aufgabe, entweber 
iur SJefHmmung einiger biefer Sntegrationöconjianten, ober an^ jur (Su 
mittelung berjenigen fflertl^e t>on /?=/(«) unb i^=/(^^ ml^t arn 

geeigneteßen {inb bie &x6^t U = 1 \dx ju einem fDlajrimum ober 3JIU 

nimum ju ma^ttu 



SBir mdl^Ien )ur (Sriduterung biefer {Regeln aU erfleh Seif^iel 
bie 9lufgabe; f mif^^en gwei Spuntten A unb B bie färjefte Serbinbungdlinie 
{tt beßimmeU; •— eine S(ufgabe^ auf totl^t wir bereit! ganj Im SRnfange 
\i. 1 unb %. 3) l^ingewiefen l^aben, unb toet^fe fi^ aucfr aud bem @runbe 
befonbecd empfieP, »eil ben t>erf(^iebenen ^pttitUm ^iUttt, me((|e Aber» 
l^aupt Ul Slufgaben biefer ^rt oorfommen fdnnen, bie^mal bie einfa^fle 
fleometrif^ Snf^auH^Ieit eigen i% 
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I) Vlan f)at ^tx V = lyJT^fp dx, alfo 

J a 



Die Snteflration fliegt 



•yd. . ^ =0 



wobei C eine winffii^rli^e ßonftante bebeutet, bie jebod^ <! gebac|t 
werben ninp, »eil . — ^^^ — <ii x% Slud (1) folöt nun weitet 

dx ^ -y/l-^C2 

wofiii wir fe^reiben xa^ttn 

aar 

atebann liefert unö bie jweite Integration 

worin S eine jweite wtDK]^rIi(ä^e Son^ante' bejeli^net* Unb wir finb 
l^iermit auf bie aßdemeine ©leid^ung einer geraben %{xi\t gefül^rt werben. 
II) SBoHten wir bie Jlufgabe baburtfi Wfen, bag wir, XQk in §.. 23 
bei I) bemerft worben ifi, (fT = festen, fo würben wir erl^alten. 

sinn würbe man fl^ aber in Sl^t gu nehmen l^aben, gerabeju l^terau* 
gu f (fließen, bafi 

fefat mfifc, 5)en» biefe gijigerunfl i^ nur \mxi itttjeilft^g, wemt 

., dS'y dß(x) ^,- , 

^JP = -^ = -^- = «ß^C^) etne flanj wiHKj^rlid^e gunction t>on x 

twrflem} ttttb fe^r l^uflß wÄre biefe ©oraudfefeuttg «nerlartt ffiom >. «. 
»eriftttgt wirb, ba^ bie ßefn^te 6ttrt>e burc^ jwei öeflebene jpttnüe ik, B 
ftW «ttfattflö^ ttttb ettb»)tttt» lattfett fole, fo bap, ittbe« wir (Hg* I) 
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OH:=»a, HA = ft 0K = J, KB = i7 fr*««, ni^t W»« We Sttfcfffett a 
unb $, f^iibem aii# bie Oibinatm ß «nb 17 gegcBeit finb^ fo erleibnt 

bic ®rtftn [y]a=ß, M^= «7 Wne »otlattonett, bic gtmcHon (ry=Ä(ar) 
«itt^ alfo tjott folget Sef^affeni^eit ßebac^t »erben, bof etjlene ü(a) unb 
gweüen« i2(?) 9lftD »irb; etwa 

SBoDte man nun föt Jjp = ii'(a?) beliebig irgenb eine Function öon be^ 
fKmmter ^otm unb mit befiimmten Sßertl^en bet barin )>or{ommenben Son^ 
fianten fetten/ fo mürbe bie burc(y ^Integration )u erl^altenbe Function 
Q(x) ^= J' ff (xyix trofc ber anfugbaren »iHlüll^rlicjyen ßonflanten ben 
ertofil^nten jwei Sebingungen gleid^geitig pi genügen offenbar niii^t im 
©tanbe fein. 

Unter anbem ttm{!änben bagegen ISnnen bie Sebingungen t)an 
!(uf gaben biefer $(rt &)ir!Ii(|f geflatten, (Tp M tint gan§ beliebige 
Function t)on x gu bel^anbeln. SBenn ). 9. bloa ber 8(nfangdpuntt A 

X — cc 

gegeben i% fo lonn Jjp = tff(x) beliebig ^tmmmtn »erben, »eil 

P^ babei i)/ =^ Jtpix^dx mit einer unbeftimmten ßonfianten t)erfe)^en 
M^t, mitteip beren ju bewirf en ijt, bag [(fyj«=s0 »erbe. 

Sei ber i^orliegenben 9lufgabe »ärbe, »eiin »tr bie tttn geba^^te 
Sorauöfe^ung julagen, bie ©leid^ung <fT=0 aUerbtng^ gu 

P 

fül^ren. J&teraua folgt bann notl^»enbig jp = 0, alfo y = Const. unb 
bie Sebingung, ba§ bie ^\xtot buna^ ben g}uttlt A laitfen foO^ Hx^\^ 
und gut Sefiimmung Don Const. nämlii| gmc ©lei^ung 

(3) y = /? 

3tt ber %^i iji bad fper|)enbifel AQ (Fig. 2) bie lurjejle «inie, »el^ 
vxdXi ju bem in K (a? = t) ö«f bie abfciffenare errieten fßcrpenbifel 
KL )^on bem gegebenen fßunfte A a\x^ ju giel^en im ©taube ift S)iefed 
Sefttitat lenktet t)on felbjl ein, Knute übrigen« (0x6^ burd^ bie i n g. ^3 
bei I) angefleHtfu Setrad&tungen »eripcirt »erben. 3)enn V = y/l-j-i^ 
eneii^t offenbar fein STOinimum Vo = 1 fftr jp = 0. Setra^tet man biefen 
Kinimalwert^ aM Orbinate einer Surtje, beren ©leiejung »ir wat wx^t* 
fuljrten Orte burd^ Y = Vo sjorgejleHt IJiaben, fo ifl 

Jcr - Ja Ja 
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tin fftt^ttd, unb l^at einen Ileinetn ^nffalt, att j[ebe anbete ühtt ber 
©tunblinie (^ — a) ße^enbe nnb feitli^ )>on ben fßataUtUinitn HI unb EL 
ieflrfnite ^i^m, beten «göl^enHnien fltäget al^ 1 voitm. 

III) fflit feilten abet jefet ju bet allflemeinen äufUfung, 
nSmIldj) jut @Iei(^una (2) jutüd, ml^t »it oben ate aUgemeine« 3tt' 
tefltal bet J&au^jtfllei^unfl 



y=ß 



unb B 



y='? 



flefunben l^atten. Söenn ble i»ei ©tdnjpunite A 

gegeben jlnb, fo »etben bie belben Stttegtationöconftanten 81 unb 8 fofott 
but4^ bie ©ebingungen 

/? = 8Ia-}-8 i? = aj + 8 
befKmmt, unb moxi fldanflt ^ietbutd^ ju 

(4) y-^ = |£^(a;~a) 

SBaö bann weitet bie inj* 25 %ti(7^ aufgeflettten ®tanjfllet(|unflett 

(8pV-lrfaj + ..)jcrv]. = o 



(eqV+-.)jrf>]„=o 



u. f. ». 

anbelattflt, f o »etben bie beiben etfien wegen [*>]« = unb \ß'y]§ = 

wn felbji etffiHt, bie übtigen abet, (»otin bie gactoten [cf^pja, . . ben in 

g. 19 III) flegebenen ©tlfiutetungen ju golge ganj beliebige @tjfien wt^ 

ftetten »Ätben) fatten »eg, weil in V bieömal lein q, r ... entl^alten ifl. 

IV) SQBfite blo« ein ©tfinjipunlt, n&mliä) A, gegeben, fo wSte jwat 

[S)/]a = abet [rf^Ji öon SluD »etf (Rieben ju beulen, alfo l^ätte mcrt 
bie elnjige ©tduigleidiiuttg 

[9pV]^ = 
Da utan abet föt p je^t ben au« bet gefunbenen ©leii^ung (2) jllef eiÄcn 
SQBett^ nei^men mn^, fo »itb 
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öon X unaißangtg. ^af)tx mögte 51 = attgcnommen »etilen ; unb mit 
fmb i^ierburc^ ju bcmfelBcn' Stefiiftat gefanst, »eld^eS auf anbcrm SBcgc 
in II) gefunben »ar. 

V) SBfire cnblt(f> meber bet $un!t B in ber ©ränjorbinate KL nod^ 

bcr ^hm!t A in bct ©rangorbinatc HI gegeben, fo bnrfte meber [^J/]^ no^ 

[^y]a öB conpont gleich 9lun gebadet »erben, ©tatt ber einzigen fo eien 
in IV) bef<)ro(^enen ®ranjg(ci(|»ung würbe man ballier jefct bie jwei etl^alten 

[apV]„ = [9pV]^ = 

5lber anftatt, ba^ btc beibcn ^ntegration^conpanten 21 unb 33 ber ge^ 
fiinbcnen ©lei^ung (2) burd^ biefe jwci ^cbingungen bcfHmmt mürben, 
fogt jebe berfelben nur au^ ba§ 51 = genommVn mcrben ntu^e, unb 
lagt 53 unb^flfmmt. ' ^an fann alfo ben ^ßunft A in HI beliebig 
onnel^men, baa i?on il^m auf KL gefeinte ^Jer^)enbifel tft iebenfaHö eint 
fürjfjJe SSerbinbung^Iinie. 3n ber Zf)at befifcen biefe fpcr^jenbifel fämmt^ 
Uc^ einerlei Sdnge. 

VI) 3n jebem ^aUt mirb übrigen^ ba6 gefaxte minimnm Üq felbfl, 
b. ^. bie Sänge ber aSerbinbungSIinie AB babur^ gefunben, baf man in 

ü = Jdx v/T+F fö'^ i^ ^«« ^"^ ^^^ ©teid^ung (2) fliiegenben äBert^ 
p = ^ einfefet, namli^ 

mit 51 = wie in beit unter IV) unb V) gebadeten %äUtn , fo l^ätte 
man Üq = (? — «) = HK ^ ijl bagegen, mie in bem unter III) befi)rod^enen 
JaDe, 51 t)on SRuH t>erfd^ieben , unb fül^rt man an^ ®L (4) ben Sßertl^f 

%=.UZll An, fo ergiebt ji(^ foglei(^ üo = v/C? ^ a)2 + (iy - /?)« 
? — tt 

»ie e^ bie SRatur ber <B(x6;)t verlangt. 



3meite 5lufgabe: S^iejenige gunction y—Jlx^ ju beftimmen, 
bm^ »d(^e 



J 






i« (inettt 9)la]cimittn obet Minimum gemalt mitb. 
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I) 9)}on fidgt auf biefe anal^tifile Untetfud^ung Ux ber Srl^anblung 
bed {ntereffanten unb t>on alten ^tittn 1)ti htxü^mUn ntr d^anif^en ^iltmB, 
bieientfle 6urDe iwif^cn g»el pjcen fünften A wnb B (Fig. 8) ju er- 
tnititcßt^ auf welker ein ^ttmi^t ber Sd^wetlraft l^erabfaOenber ftSr))« 
bie Wtgefte 3ett trauet. '■ 

fSitnn man nfimltc^ bnrc^ ben tiefer geleflenen ißuntt B bie .^ori^ 
gontaüime BK, bur** ben l^ölS^et gelegenen fpunft A bie SSertUaHinie AK 
jiel^t; unb bie ^öl^e i)on A^ nfimli^ AK, imi^ J, bagegen bie .^öbe 
PK eine« beliebigen auf ber 6uröe gelegenen ^unft« M burdj) « \>etijttUi, 
fo befifet befanntltci^ ber t>on A auö Ij^^rabgefallene iWrjjer in M na^ ber 
Sli^tung ber 5;angente eine ©efc^winbigfeit 

V = v/2^.AP = }/2gQ — Ä) 
3n biefer gormel bebeutet ^ bie in ber 3eiteinl^eit (©ecunbe) bei bem 
freien %aU erlangte enbgef4>»inbigfeit ^titiä)ntt mm nun ben ganjen 
Sogen AB bur^^ S unb bie gugel^örige gaUgeit bur(^ T/ bögegen ben 
jjoriablen Sogen AM bur^ s unb bie lu^t^iri^t 3eit burd^ t, fo f)at 
man ju golge ber med^anif^^en gunbamentalformel v(Ü==d8 fogW^ 

T = 

wobei Ä aU gunction M Sogen^ s gu benfen »4re. ©obalb man aber 
gur SSereinfat^ung ber Unterfu^ung bie SSertifaHinie AK aU Sttfeiffenare 
unb A inm Urf»)rung ber ßoorbtnaten annimmt, alfo (J— Ä) = a? fe^t^ 
fo t)er»anbelt flc^ biefe goimel in 

T = J-C—\/7+M * 

1 

unb ift alfo, t)on bem conjtanten gactor j= abgefel^en, mit bem oben 

öufgefieHten S^tcgral ü einerlei. 

II) fH\in f)ai man l^ier 

y/^x dy dp y^x^i'\^p^ dq 

bal^er ift jugolge ber ®lei(^ung (6) be^ §. 25 bie ju integrirenbe Diffe^ 
renjialglei^iung gegenwärtig 
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% 

P 

unb J^ietau« folgt jund^^fl, bap bic gunctlon Uju 2 ^'"^^ ^"'"^ 

flanten ffiettl^ befljjm ntfi^e, »elcä^en wir, ba p t)on bet Oten S){menflott, 

X bagegen line&t ifi; butii^ — ^ ))orfleSen woDm« S)emna^ l^aben wir 

oW crflr^ Stttegral 

p 1 

xoxAti A einen fogenannten itn(e{)immten ^arametet ber 6um 
angiebt ^ieraud finbet man nun weiter 

unb biefe« ifl bie befaitnte IDiffereniialgleii^unfl ber ßplloibe. 5)ie 

Sntegratiott liefert 

, c dx 

b. I§i. 

y = ß — V/^ — ar2 + 14 . Are Cos {^-^) 

35ie neue Snteflration^conjiattte jB »irb baburd^ befHmmt, bafi ble 6urt>e 
bur^ ten 5punft A laufen foH. 3)a »ir biefcn invx Urfprung ber 6oorbi^ 
naten gewai^It l^aben, fo muf ffir a: = avi^ y = 0, alfo B = fein. 

®e^en »ir no(^ 

(3) 4 = 2öJ 

fo l^oiett »ir 

(4) y = — \/2aar — ar» -f- a Are Cos r ^~^ ^ 

alfo bie ®Iei<^uttfl einer ßpfloibe, welc|>e im fünfte A anfingt, n d m li (| jj n 
ber Sertifallinie AK tangirt wirb, unb burcf^ bÄ« SRoHen tint» 
Äreifea t?om J&albmeßer a läng« ber bur^^ A gejogenen ^orijontaHinie 
AHF erjeugt wirb. 

S^iefer J&attme^er a wäre ju bejHmmen a\x^ ber Sebtngung, bap bie 

7* 



burc^ bctt fixen ?(nfangö|)«nft A 



laufen fotten, alfo [fy]o dluU 
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nna iebod^ bei ber hanfcenbenten ®Ui(^unq jwtfci^ett a aW nntefönnter 
wnb f^. ij aI8 flegeBenen ©rögen ouf jitll^olten , »itb e« ^imti^tn gu ie* 
merfen baß, »le fltog au(i^ AK unb KB fein wSgcn, fi* bo(|> immer eine 
in A anfangenbe unb burd^ B l^inburci^Iattfenbe ßpfloibe »irb confhuircn 
laßen. 2)abei würbe ber gJunft B, wenn jufalltfl KB = ^.(iAK) toait, 
ben @(^citel ber (Surtje Klben. 

III) gOBaö bie ©ranjftleic^ungen anbelangt, fo rebuciren fld^ bic- 
feKien gegenwärtig auf 

»on »eld^en uberbie« bie itotitt »egfdDt, »eil atte tjariirenben Ünmi 

y = 
fein foH. 

3n Setreff ber anberen ©ränjgleid^ung aber l^aben wir ^fer, gerate 
wie auc^ bei ber SCufgabe beö migcn §., bie jwei gäHe ju unterf^etben, 
baß in ber ?tnie KB ber enbpunft B entweber fefl gegeben ift, über 
variabel gebaut unb fo beftimmt werben foH, baß ü ben mögli^ fletuflen 
fflert^ erhalte. Sei erjierer Sorauöfefeung ifi m^ [^^y]i = , unb e^ 
bleibt alfo feine Sebingungögfeid^ung , aber au^ feine unbefttmmte ®rößc 
mel^r übrig. 3m anbern gaH aber wäre, wie in ber Aufgabe be^ t)origen 
8. bei IV), [^y]^ \>on dluU jjerf^icben ju benfen, unb e^ müßte alfo ber 

SBert^, weldjen bie gunctton — j;|== er^Mt, fobalb man für p ben 

an^ ber gefunbenen ©leid^ung (4) jließenben ffiertl^ einfül^rt unb bann 
^ = ? fefet, gleid^ 9luU auöfaHen. 5Run iji aber ju golge unferer obigen 
2)ifferenjialglei(i^ung (1) 

P 1 _ 1 

unb bicfer Jlu^bmcf, wel(|>er weber § noä) r] = KB enthält, fann offener 
nt(^t anber« t)erf(|)winben , afö bur^ btc Slnnal^me a = 00. 6« fragt 
fx^ ba^er, m^ aug ber gefunbenen (S^floibe wirb, wenn ber ^albmeßer 
be0 Saljung^freifeg in'i^ Unenbll^e wad^fi? 

5Die gefunbene ©fetd^ung (4) gicbt, wenn man fle auf bie gorm 



ßap. in. — 101 — j. 27. 

_i/2- - ^ + Are Cos (i - ^^ 

hingt, unb bann a in^d Unenbl{<^e mac^fen Ifi^t, ben nnbefiimmteit 98ertl^ 
^=0"- Mm ble rigentlt^ie ©cbeutnng l^icrtjon ju erfal^ren, fefcen »it 

X 

- = Ä. olfo 
a ' ' 

_ — yj2z — g^+ Are Cos (1 — g) 

^"" 1 

—.z 

X 

unb befHmmen ben fflettl^, »eitlen biefer 2lu«bntfl für » = unb belieiiflel 
ar erl^att, mi^ ber befannten SKetl^obe. 2)et In Sejicl^ung auf bie SatiaMe 
Ä flenommenc Dtjferenjialquoticnt be« 3äl^Ieta ifl 

— 1 + Ä 1 vT« 



v/2ä— «2 y/2Ä — ä2 v^2 — ä 

unb wirb jRuH fut « = 0. Der Dijferenjialquotfe^it be3 ?lennerd bajegen 
ifi -, unb rebucirt P(^ nitf^t auf SWulI. Unb bea^att ifl bie ©leitf^ung 
(5) ober (4), fobalb a = 00 werben foH, glei^^bebeutenb mit 

b. 1^. bie 6?^ibe fdllt mit ber SertifaHime AK jufqmmen. 

^{erbur(^ ifl bie oben oorgelegte ^rage bcantmortet, raol^in man iw 
ber DrbtnatenUnie KB ben @nb))un!t B ju i)erle9en ^abe, bamtt U mög:' 
lit^fl Hein, nämli(i^ bie gattjeit mögti^ifi !urj werbe. 35ie ©leic^ung 
y = Itl^xi nfimlic^, baß KB = i; gleich 9luH ju nel^men fei, — tin 
Scfultat, beffen 8«(^tiq!eit in bie %\\itn fattt, ba in ber X^at fein Orunb 
benttar tft, warum raan mxvx Stix^tXf weld^cr oon A bi^ ju ber J^ori^^ 
jontattinie KB möglid^jl raf4) fallen foH, auä ber SSerttfaninie AK ent;^ 
fernen foHte. 

IV) ©^lie^dj) woßen wir auc^ biefc^ 2Rat nodj) tmn Slid auf 
baa (Srflebniö werfen, baö man au^ ber ©letii^unfl rfV = gewonnen 
^üben würbe, J)on welcher im §. 23 bei I) flerebet worben ifi, 8luf tiefe 
Seife würben wir nimli^ etl^atten l^aben 

^j^ = ^ ä'p = 



imi^ bctt fljcett ?(nfang^^3un!t A 



laufen foHen, alfo [S'y]^ 5RuD 



§. 27. V — 100 — (Sap. III 

im« [tie^ hti ber hanjcenbettten Olcici^wttg jttjtf^cn a aH unitlanntex 
uttb f ^. i; oW gegeicnen @rö§en aufgitl^olten , wirb e« f)inm^m ju te^ 
metfcn ba§, toit fltog oud^ AK unb KB fein tnögen, fidS> bo^ immer eine 
in A anfangenbe unb butd^ B l^inbutci^Ioufenbe ßpfloibe »irb confhuiren 
la^en. ^aiti »urbe bet gJunft B, wenn jufallig KB=7r,(^AK) wate, 
ben ©c^citel bet guttue iitben. 

III) SBa« bie ©taniglcii^unaen antelonflt, fo tcbuciren jid^ ble^- 
fetten flegenwättiß auf 

j>on »eld^en iltetbiea bie jweite »eflfÄKt; »eil alle t)atiitenben 6utt>en 

x = 

y = 
fein foH. 

3h SSetteff bet anbeten ©tanjgletd^unfl abtx ^aitn »it i^ier, fletabe 
wie auc^ ibel bet StufgaBe be« öotigcn §., bie jwei gäHe iu untetfci^eibcn, 
baf in bet ?tnie KB bet enb|)un!t B entwebet fefi flegeBen ijl, cbet 
öatiaBel gebaut unb fo Uftimmt wetben foD, baß ü ben mögliii^ fleinflen 
SQtttt) erl^alte. Sei etftetet SSotauafefeung ifl auti^ [rfV]| = o, unb e^ 
MeiM alfo feine Sebingungögfeici^ung , aBet anä) Um unbefttmmte ®töfe 
mt1)x iiitig. 3m anitxn §all atet wate, wie in bet »ufgate beö t>otigen 
§, Bei IV), [<^>]^ öon dlnU j^etfdfiieben ju beulen, unb e^ mn^tt alfo ber 

SQBett^, welchen bie Function -— -== txWt, fobalb man ffit i? ben 

au« bet gefunbenen ©letd^ung (4) fliiefienben Söett)^ einful^tt unb bann 
^ = ? fefet, gleici^ 5«ull auffallen. S«un iji atet ju golge unfetet obigen 
S)lfetenjialgleidj)ung (1) 

p i _ 1 

unb biefet ^u^btutf, ml^tx webet J noc^ i? = KB enthält, fann offenbar 
m(i)t anbet« t)etf^winben , afö but4> bie Slnnal^me a = oO. eg fragt 
jid^ ba^er, tt>a^ au^ bet gefunbenen ß^floibe witb., mm bet ^oltmeßer 
be0 SBäljung^freife« in'^ Unenbli^e wa^ft? 

Sie gefunbene ©leld^ung (4) giebt, wenn tmn fie auf bie gotm 
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— J2- _ ^ + Are Cos Tl - -^ 

bringt, unb battn a in*« UncnbHd^e wad^fen läfit, ben unbefHmmtoi äÖertl§> 
y — K' Um bie rfgentlici^e Sebewhtng l^tertjon ya erfal^wn, fefecn »tr 



— = Ä, olfo 



_ — v/2g — gg + Are Cos (1 ~ g) 
^~ 1 



— .g 



unb BefHmmen ben ffiertl^, »el^en bicfer ^udbmfl für g j= unb belieJige« 
X er^aß, nacä^ bcr befannten ajlttl^obe. J)er in Sejid^ung auf bie SSariaMc 
g genommene Diflferenjialquotient be« SÄl^Ier« ip 



yl2z — z^ v/2g — g2 v'2 — g 
tinb wirb jWuD für g = 0. S)er 3)iffereni{aIquot{e?it be3 S^enner« bagegen 

ifl -, unb rebucirt fic^ xAi^i auf fWuH. Unb beg^att ijl bie (Slei^ung 

(5) ober (4), fobalb a = oO werben foH, gleid^bebeutenb mit 

y=f} 

b. ]^. bie e^Hoibe ffiHt mit ber gSertifaüinte AK jufqmmen. 

^ierbur^^ ift bie oben vorgelegte grage beantwortet, »ol^in man in 
ber Orbinatenllnie KB ben (Snb^)unft B ju verlegen l^abe, bamit ü mög:* 
li^fl Hein, nfimlic^ bie gaUjeit möglidS^ft furj »erbe. 55ie ©Weisung 
y = lel^rt ndmlid^ , baß KB = iy gleid^ 9lull ju nel^men fei , — ein 
Siefultat, beffen 8H(^tig!eit in bie «ugen fällt, ba in ber Xl^at fein ®runb 
benfbar ift, warum maix Äwtn ftdrper, welker von A bi« ju bei: .i^ori^' 
jotttattinie KB mögli^^ft ia\^ fallen foll, an« bcr Sertifalliuie AK twU 
fernen foHte. 

IV) ®ijMt^i6) »ollen »ir au(^ biefc^ 3JiaI noc^ tmn Slid auf 
baö ergebniö »erfen, baS man aw^ ber ©leid^ung (fV=0 gewonnen 
l^aben »urbe, von »el(^er im §. 23 bei I) gercbet worben ifl. Sluf biefe 
SSeife würben wir nämlid^ erl^alten l^aben 

dp y^x v/1 + p^ 



8. 28. ' — 102 — (Sap. m. 

J^icratt^ ahn ju fd^Ueßen, bag ber eoeffident t>on (f;p fllei^^ ffluU fein 
ttiiifie, wäre »tebet nut bann erlauBt, »cnn ber ©ttb})unft B ber Qt^u^ttjt 
6urJ)e nic^t eBenfo Bejifmntt, wie il^r ^nfattfl«|)Utttt A flegeien wäre, an6 
bett in bem öorl^ergel^enben §. iti II) auaeinanbergefefeten ©tunben. 3<l 
btefe Sorauöfefrung aber ble rid^tige, fo ergieW fici^ gerabe toie im t>or. §. 

2? == y = Const. 
«nb weil für ben Stnföngöpunft A fowol^I a? = aü y = fein foH, 
au(|i Const. = 0. ©olgjer würbe man auf bie näntlid&e Sluflöfung gurucf^ 
fommen, weI4;e wir für einen jjariaWen ©nb^junft B fo eben bei III) ge^ 
funben l^aben. 3n ber Zf)at wirb aber bie Oerabe y = nic^t bloö baö 

Sntegral \]=l\da:= I — \i+P^f fonbern aud^ ble gunction 

Ja I V^^ 

«^ 

»/l _L 2)2 

V = ^^ — ~i-^ iu einem SKinimum mai^tn. 



©obalb bur^ bie Sntegration ber ®fei^ung (6) bed §.25 bie 
5Watur ber ßuröe y=/(a?) aufgefunben würben ifi, weld^e ba« Sntegral 
J'Ydx iu einem 5Dlarimwm ober üJlinimum maä)t, nnb wenn wir un^ 
bie in /(or) entl^aöenen winKi]^rIi(|)en Sntegrationöconflanten BerelW fo 
JejHmmt benfen, bafi bie (SntH ben äbrigen an fie gesellten ^orberungen, 
g. ©. burii^ jwei gegebene fünfte A «nb B H^inburd&julaufen , ®enuge 
leiflet} fo Mgt fl(| bie Untetfuc^ung, ob man ein SKarimum ober tin 
3Kinimum entberft l^abe, mit SSermeibung ber etwaö weitMuftlgen unb un^ 

gefügigen gormel für rf'» l\dx = U"^Y.dx, l^Suftg mittelfl be« folgenben 

Ja Ja 

SSerf al^ren« , baö wir bem in §. 14 HI) angewenbeten nati^bilben, ol^ne 
große SKül^e bur(|)fül^ren. 

I) ffienn man nämlic^ wieber, wie Ijort, bie Sinome y + /^y^ 
P-^^FP^ Q-{-F9 «* f ♦ f • iw bte gegebene guuction V = ¥(x, y,p,q. 
elnfül^rt, wobei aber je^t y bie gefunbene gwnction /(a:) «nb 2?/ ?♦ . . 
bie baraua ju beridrehben Functionen /'(ir), /"(a?) •« • bebeuten, — 

wmn man aUbann bie auf biefe SBeife umgejialtete guttctien 
Vo + A^^o »^W »^filf^ ^^^ t« *>« Sinal^[x$ gelel&rten SKetl^oben fo ent^ 
widelt, ba^ gutjörberfi bie Seflanbtl^cile gefegt werben, weld^e in öejiel^img 



6a^). IIL — 103 — 8. 28. 

auf bie Sariationen fy, rp^ • . * • tjon bet Oten Dltnenflon flnb unb alfo 
einen Sln^bnttf g(^) = Vo bilben, — bag man l^ierauf bie Seflanbtl^eire, 
»el^e in Sejiel^unfl auf bie genannten SSariaHonen t)on ber e-rfien Di* 
menflott jlnb, in einem Slflöregat = Bi gufammenfaßt, unb bann in einem 
britten Stggtegat =5^ bie ©lieber t)on ber »weiten Dtmenflon ju* 
fammen Begreift; 

unb menn man aldbann a&e^ mit dx multt))Iic{tt unb ba^ er:^ 
l^altene S^rinom 

(1) %(x)dx -{- Sidx '\' B^dx 

innetlSfatt ber ©r^njen x = a W^ x = ^ integrirt : fo mirb pffenJar bad 
erfte ©lieb be« entflebenben 3;rinom^ ben äBertl^ öon üo angeien, tpel^er 
bem gefunbenen y =fCx) ober wad baö SRämli^e i% bem Söertl&e t = be^ 

SJariationöargumentö entf^jrid^t, bad jmeite ©lieb aier, nämlicfy iBidx 

muß P<^ i« Solge ber Sebingung SU = auf 9luH rebuciren , ma« 
iibrigenö gleici^ l^ema(| (in III) no(^ befonber^ tefeud^tet »erben foH. 

Dal^er lommt e« nur auf bie Unterfuc^ung be3 britten ©liebe« j Äj^^ 
anj je na^Jbem biefeö .. ijt unb nicä^t ettoa öerfd^wlttbct ober mxf 

enbli^ ausfällt, wirb üo'ein 



SKinimum 
SWajcimum 



fein. 3lun Mnnen »ir ater 



n toofitiöen 

fagen, baö Sntegral IBzdx erhalte einen ^ Söertl^, totm baS 

unter bem Sntegraljei^en bcflnblid^e glement Bz^x für bie innerl^^ölb bcd 
SntegrationöinterDallÄ' ar = a Bio x = ^ liegenben äBertlgie ber Snbepen^ 

beuten fortwÄl^renb ^ . ausfällt , unb B2 ni*t etma unenblic^ wirb, 

ba »tr ein jwif^en bejiimmten ©ränjcn genommenes Sntegral immer 
aU eine ®ummt unjÄl^lig J^ieler ©Icmente anfeilen, bie bajfelbe SJorjetc^en 
befifeen »irb, welches allen biefen (Stcmenten jufam*). Unb obtool^l in 



*) (S< !5nnte nur bei oberfldd^ltc^er Betrachtung fc^etnen/ aH wenn ein po\ia 

1 1 

tioes ©ifferenjial 5. SB. —zdx ein negatice«, Snicgral tiefern !5nnte, (infofern 

x^ X 

man n^mli4 ^ M pofttioe ®r5fe anfef^en wollte}. Denn taö aUgemetne integral 

Cdx 1 

j —j = C lann wegen ber unbcftimmten ßonflanten C leinelweg« für etwafi 

J X X 



§. 28. — 104 — Qap, m. 

S2 bte ganj miKfübrlici^c SSariation f^y imb bcr eine ober aiibcrc il^rer 
2)ijfcrcnjtaIq«otifntcn 

df^y cPry ^yy 



rp=-^ Fq = ^-T ^'=dxs 



• • 



entl^alten fein ma^, fo wtrb man bennoc^ nat^ ben tu §.14 unter III) 
entwJcfclten $rtucipteu, ober auc^ mit ,g>ulfc ber fpatcr in IV) ju erfld- 
rcnben Sranöformationen , tolb fd^ticgen (önncn ba§ 5*2 einen pofttiwn, 
ialb bag eö einen uegatiDen SÖertl^ befifee. 

II) Die l^ier' gebot^te ©rö^e IBidx tjt jtwor m^ber tbentifc^ mit 
gV= lä'Ydx no^ mit J'ü.-^ unb cienfo wenig finb Is^dx «nb 

ä:^llj—T = -|t2 I ä''^\dx ganj glei(^bebeutcnb, iubeffcn fiubet jroifc^en biefen 

®rt)^en paarweife ein fol(^cr 3ufammenl^ang ©tötf, ba§ man an^ait bcr 
brei erften ©lieber beö in §. 23 aufgehellten ^uöbrucfg für ben öariirtcn 
SQtü^ öon ü nämlic^ 

(2) üo+A^üo = üo + rf^uJ + *'^üo'+^^'^T^ 
fi(i^ wirllid^ an ba3 Xrinom (1) galten barf, weil bieienigcn Seftanbtl^cilc, 
woburc^ ficfy rfUr + icf^2u.^2 jjon jS'i^ar + J 'S'ac?^: unterfc|)eibct , bei 
ben in Betrachtung ju jiel^enben ffeinften Sßertl^eu öon t auf bie ^nU 
fd^eibuug ber grage, ob jp'Vq tint pofttiöe ober negative @rö§e fei, feineu 
einjiuß au^juuBen im ©taube flnb. 



dx i i 

^eQatir>t& ausgegeben »erben, unb bog beftimmte Sntegral I -7r= — ift po-- 

x^ a § 

jttfo, wenn auf er ber 8ebingung J^a aud), wie eben angenommen würbe, fowofjl 
bte obere Sntegrationögrdnje S; al3 bie untere cc einen pofttioen 3Bert{i beji^t. — 

grefltd[) wenn man ^ier a negatto unb J potitio nehmen wollte, würbe ^ 

a ^ 
einen negotioen SBertl^ er{)alten. .'idlein bonn würbe aud) bie mit tfe multiplicirte 

gunction -^ für ben innerhalb beS 3ntegrationöintert>aU« liegenbifn SBert^ a: = 

X \ 

unenblic^ auöfaUen, unb wo btefec galt eintritt, barf man beEanntUc^ ben SSetrag 
beö bellimmten Sntegralö nicf)t o^ne genoucre Prüfung baburd^ finben woUen, baf 
man in hmn aUgemeinen (unbejlimmten) Sntegrale baö eine ?ölal ^ = f / baö onbere 
ssjat X = a fc^t, unb bag @rgcbm6 ber legten ©ubititution »on bem bec crfleren 
fubtra^irt. 



• • 



• • 



• • 



6oi). 111. — 105 — §. 28. 

2)etttt um ju bctt in §. 8 unb §. 9 ougciMten ScrraAtimöcn 
jurütf^ufeH^ten unb bcmgemäg Vq-j-f^o "^^ ^^" ^otenjcn i>on r su 
entmirfeln , l^ättc man junac^ft für fV ^^^ Stellte ä'y.r + |rf'V«^^ + • • 
ctnjwfcfecn. 5)artn flcDen rf>^ 6 h/ jwei ganj wiflfül^rltc^e unb öon ein? 
anbcr unatl^dngige, in §. 9 inx^ Si{x"), ^{x) bezeichnete Functionen ^t^w 
X t)or, beren 5)ijferenjiaIquotienten mir burcfy ^Xx), i2"(ir)^.. ^'{x)j 
^*Xx) , . . anjeigen »ollen. S)attn ift alfo 

w. f. f. unb menn man jefet biefe geduberten Söertl^e an bie ©teile J?on 
y, p, %.\. vx bie flcgebene Function V = F(ir; y, p, q. .) fubjtituirt, 
ben babur^ erl^altenen J?ariirten Sßertl^ V -j- F^ «^^ ^otenjen oon t 
etttnjttfclt, bann mit dx multipliclrt unb enblid^ innerl^alb ber ©rdnjen 
x = a, x = ^ integrirt: fo mürbe man gu ber burcfy (2) öorgcjlellten 
gorm j)onüo+/^üo gelangen. S)a mir ater in Bi alle mit ben erften 
^otenjen öon FI/; FP; F^*-* bcl^afteten Sejtanbtl^eile be^ t)ariirenben 
äöertl^a V + A^V jufammengcfapt l^aben, fo ift erju|)tli(i^ , ba^ in Si U^ 

rcit^ biejenigen mit bem gactor — -^ , u. f. f. öerf eigenen ©lieber 

tjorl^anben fein merben, meiere innerl^att ber erjten ^potenjen ber enbliien 
5?ariationen fV? FP) F9. cutl^alten finb, unb xozX^t bei ber eben evfiärtcn 



%^ '.^^ T^ 



onberoi ©ntmitfelungömeife erji in S'^-r—ry eF^^p u, f. ^. unter? 

jubringtn fein miirben. , @o6alb nun ermiefen merben loxcXf bafi \S\dx 

ölci(t 9M ijl, fo fallen bie l^ier gebauten Sefianbt^eile i)on fetbft a«^ 
bem i>atiirenben SBertl^e t)on ü fortj xci<xn l^at bann nur ju betrad^ten 



(3) üo H- F^^ = üo + l^^^or + 



• • 



unb ber Umftanb, bag bie geba4>ten mi \%^ bel^aftcten ©Heber xn biefem 
äuöbmde für Uq + f^^ «i<^t mel^r fid^tbar flnb, gereicht un0 jum SSor? 
%il, benn babur(|) mirb berfelbe einfacher ala ber Sluöbrucf üo+ grf'^ü.ir^^ 
»orin nic^t blo^ bie millful^rfid^e Function Sk{pc) nebft ben Derioationen 
ß'(a?)^ Sk'\x) u. f. f:/fonbern au(i^ noc^ eine jmeite, mit Sl{x) in gar 
feinem ^yx\QiXcmtxii^m^ fJel^enbe milKu^rlici&e JJunction ^(o?) nebft il^ren 
S)ijferenjialquotienten ^'(ä?), ^}'Xx), u. f. f. oorlommen mürbe, unb i>ott 



§. 28, — 106 — 6ap. in. 

meinem flc(^ bt^ffali nur mäl^feliger entfci^ieiben Id^, 0:6 er einen ))ofittoen 
ober einen negatit>en SBertl^ ]6e{!^e. 

III) J)afi aber Jj5!i(2:r J)erf4>»inben müge, W^t jl^ iux(fy folgenbc 

IBetra^^tung nac^n^eifen. ^an (onnte nAmlid^ bie in I) gebac|^te ßnt« 
»itfelnng t>on V + f^ V = F(ar, y-\-rV^ p + FP, 9 + FQ, • • vxitttl^ 
bed Za^Ux^i^tti Sel^rfa^ea on^ful^ren; unb roilrbe baburcf^ erl^alten l^aben 

rfV , dV , dV , (ff , -1, 
.dy^^ dp dx^dq dx^^dr dx^ ^ J^ 




a 



©obalb mm nun l^ier bie nämlidjien, auf bem tl^eilweifen Sntegriren 
iberul^enben S^ranaforntationen. t>omimmt, mie in %. 23 unter II) fo fie^t 
man, ba weiter fein Unterschieb Statt ftnbet, oK bap geflenwärtl'g uteroD 
bie enblic^e SSariation ry auftritt, wo bort ber Sariation^quotient fy 

ftanb, auf ber ©teile ein, bap mm ju \Bidx = 

+ 



• • — • • 










gclanflen wirb, Unb ba l^ier bie lefcte, in $arentl^efe unter bem Sutegral-- 
geif^en ftel^enbe Function ju f^olge ber Sebingung^gieid^ung (6) bed S- 
25 glei4> SWuH ift, — ba femer, wenn ein fim ^Junft B (a: = ?, y = ^) 
gegeben ift, bur^ wel^fenbie gefunbene 6urt>e y = /(:r) loufen foU, ni#t 
Mo^ \S'y\^, fonbem mS) bie enbli^eSSariation [/^-yji öerf^winb«t, 
wÄ^renb im entgegengefefrten gaHe ber in ber erfien ^arentl^efe flel^mbe 
(Soefficient 



\jdp dx dg '^ * * *J 



\dp dx dq 
bur^ bie fit ti, S ««b bie 3ntegration3conftanten gu feljenben fflert^e, 
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»te in §. 26 HI) uttb S- 27 III) bereiU txlMnt tovtxit, auf StuQ tebucirt 
werben muf, — u. f. f* fo folgert man, ba^ J Sidx = fei. 

Ja « 

IV) 5)aa fo thtn geiraud&te tl^eiltoelfe Sttteflriren »irb pd& l^äuflg mit 
bem beßen (Srfolg au4i bei ber Unterfucl^una ober bie Sefd^ffenl^eit bed 
b ritten ©liebet unferea obigen S^rinomd (1) antoenben Ia§en. ^tnn 

»dre j. ©• S2 = Fv^ + v^(.^}n/rp 

wobei t//(ir) eine gegebene Function onbentet, fo wfirbe man erl^atten 
JSidx = jFV^dx + JtK^)FydFy = jFV^dx + i J>(a?)rf(AT^2) 

wad fi4>, »enn [f^yj^ unb [^7]^ ju gofge ber Sebingungen ber Aufgabe 
t)erf(i>»inben , auf 

rebucirt, unb oiel leichter, ob cß pD^ti» ober negativ fei, beurtl^eileii Wgt, 
atö in ber urf)>rungli(|ien ©eflalt. 



^ 



SQSir wollen nun oerfuc^en, na6) ben l^ier, entioicfelten Siegeln ju 
entf4>eiben, ob bie in §. 27 unterfudjyte Jww^ion 



bur($ bie in bemfelben §. unter (4) gefunbene ßi^IIoibe §u einem 3Kaximum 
ober SRinimum gema^^t wirb« 
I) 3!lan erpt sunS^^fl 

unb biefer Sluabrud,. na^^ bem i)ol9nomif<|>en ober bem JEa^lor'fc^en «el^r^ 
fa^e entwitfelt, J^etwanbelt fl(| in 

lyil^er wirb (gemiß bem im oor. %, unter III) @efagten) 

V «/ 
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6ap. in. 



J&ieritt »4tc nun freilt^ für y/l -j- 2>^ bet aiid bcr ©ftld^iing ber 6uröe 
flic^enbc SBcrtl^ ju fefeen, iebenfoH« aber ctl^ält bie unter bem jwcitcn 
3tttc9raljei(^ctt Beflnblid^e mit da? multii)licirtc gunction einen i)ofitiöen 

3Btxtf), benn bie SRabHalien y/^x unb y/l +i>^ / »rf^^e l^iw öotfontmen, 
mu^tn naturiici^ wäl^renb beö Serlauf« bet ganjen Sleci^nung mit bem:^ 
ienigen SSorjeidjien genommen werben^ »eld^ea fle in ber urfjjriinglid^ \>t>x^ 
gelegten gormel 



ü= \—dx.Ji4-p^ 



ht^a^tn, flnb alfo gegenwärtig an unb für fld^ aU pofltiöe ©rjfen ju 
benfen. Unb bea^atb ift alfo 



(6) 



Ä2 — 



FP* 



eine pofitiöe ®röge, mitl^in an^ baö Sntegral 1 S!^^*«?. ßtoat würbe fur. 
x = bie gunction 3*2 unenbH^, allein baö Sntegral.öon 82^^ iP 

i 



beffen ungea(f)tet enbli^^, gerabe wie i. 8. 




da? ben enblic^en unb 



mit 



y/^X 



im S3oriei(|)en fibereinjHmmenben SBert^ 2v^J crl^alt, obwohl für 



a? = bie mit dx multi^jltcirte^ ^ww^t^ön unenblid^ wirb. *) 3n ber Sl^ot 
ba p al« trigonometrif^e S^angente be« SDinfet«, unier welchem bie 
Sangente ber Suröe gegen bie Sljce ber X" geneigt ifl, eine abfolute ßafjil 
öorfieBt^ fo werben wir unter f^p einen beliebigen aber fleinen ^ruti^ 
JU benfen l^aben; alfo ift wäl^renb be« ganjen S^tegration^interoall^ 

FP^ 1 f^ 

<! b. 1). 82<i woraus foglei(^ folgt, baf \S2dx 

dx 



(1 +i>2)i 
Keiner ald I 



\^X 



b. l?, <2^J fei. 



*) 9Xan wirb ()ierjl»ei an bie jtluabratucen ber af^mptotifc^en Stdfume bei ben 

A. 
<&9perbe(n ^9()erer Crbnung z/° = — benfen, fär we((i)e befanntlidb, fall« ii;>in 



a?" 



ift/ bie Sormel 
unenbli4 wirb* 



jyda? enbli 



i4e SBert^e liefert/ obwohl bie Orbinate fur2? = 
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3)a alfo ber 3u»0(ä^3 F^o= XB^dx einen pofititjen 3Öert]^ Jei^ 
fl^t, fo iji no(|flew{e[en , ba^ bie Function 



b«t<^ bte in §. 27 bei (4) gefunbene ©let^nng in ber J^at gu einem 
3K in im um gemalt wirb, unb baf ölfo mit SRfitfjid^t auf bie iw §. 27 
Bei I) gegebenen ©tlciuterungen bie ©pfloibe AB gwift^en ben gegebenen 
fünften A unb B (Fig. 8) mit 9«e^t bie ,,%xnxt beö rafd&efien 
%a\l^^ (Brachistochrona) genannt n)irb. 

II) @o bequem iibrigena auf bem l^ier betretenen SQÖege bie @nt^ 
f Reibung über ein ^aürmm ober SKinimum gewefen ifl, fo befci^werlidji 
mürbe fie trofe ber ©nfaci^l^eit ber gunction V geworben fein, wenn wir 
barauf ausgegangen waren, wie im i)origen §. bei II) angebeutet worben 
iji , üo + /^üo na(|) ^otenjen t>on % in . 

ju entwitfeln. ^tm inbem wir p + QXx),i; \- ^^Xx).v'^ an bie ©teOe 
j)on ^ treten lafen, erl^alten wir 

V +^v = -hA^' +^'^ + '^^'^^^-^ +p^5) l^' + • •] 

unb bted na^ betn ))ol9nom(f^ett Sel^rfa^e ibtö jur jwetten fpotenj »oii 7 
enttotdelt gtett 






T» + 



• • 



bo^et 

»0 nun allerbingS ba.3 evfie ®Ueb , weil ed glcic^bebeutenb mit 



j dfyS'pdx = X j rf'Vcte iii , ju %ü%t b« utfpitungH^en Sebingung 



I 



rf Vdr = s)erf(|winbet, wo aber bie Seurtl^eifung beö olgenben ©liebet 
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bur^ ba« «ttfbeten bcr gunctton ^(^) = "-^ gdSfinbert »kb, »el^e 

III) S){e ®rö5e Üq, »elci^e ba^ ÜÄinititttttt t)Ott U abflirtt, wirb 

iefct gefuttben, fobalb man in |-r"v*+^ ^^^ -P *^^ SBwfl^ ou« 
bcr OW^^uttfl (4) beö 8. 27 rfttffil^tt. Da ber Ofel^itttfl (2) bejfcrten 

o ^ ^ rr i I 9 ^^ 

^4 — X 2a — x ' '^ 2a— a: 



2a 



y^x y 2a — X ^ 



b. ^. (7) üo = v/2ä.ArcCos(l-|) 

S)iefe aiefultate gtifammcnfaßcnb Wunen »ir bälget, mit füüi^ä^t 
auf bic in 8» 27 ici I) aufleflcDteu ©cttacä^tungen au^faften: auf bem 
Sogen einet e9llinbe, »el*e in bem f^i^tt gelegenen ißunfte A il^ren 
«nfang«^)un« 1)ai, fo baf il^re ©afl« ünt im^ A ju giel^enbe ^lorijontat- 
linie i^, Be»egt ftci^ utmi^t ber ©c^wetfeaft ein Ä5r^)er na^ bem um 
bie ©töfe J tiefer liegenben, übrigen« beliebig gegebenen 5punfte B in 
Iflrjerer Seit, aW auf irgenb einer anberen 6urj)e AB 5 unb biefe gaUjeit 
ifl nodji ber gormel 

(8) y/^.ArcCos(l-|) 

in ©etunben ju bereci^nen, wobei a ben mit berfelben ßinl^eit »ie g ge^ 
mt^mm Slabiu« beS ' SBSIiunggfreif eö bebeutet. — (S^ Hegt ber @eban!e 
nabe, bicfc Seit mit berjenigen ju Dergleicä^en, n^eld^e bei ber gewöl^nlidfien 
freiöförmigen fpenbelf^wingung erforberlidj^ ifl. S)a aber bie gormel für 
bie Seitbauer einer foldj^en Irei^fSrmigen 8e»egung nur bann bequem 
genug wirb, wenn man ben jl^ betoegenben Äör^jer biö gum tiefften ^unU 
G (Fig. 8) l^erabjteigen lagt; an welkem bie Tangente l^orijontal 
■lauft, unb ba anbererfeitö bie ©ra^ijio^rone »erlangt, bap in bem an* 
fangö})unft ber SBewegung bie 31angente t>ertilal liege, wäl^renb bo- 



6ap. m. — 111 — 8. 30, 

gegen bie 3^^^^ ml^t ein Stiti^tx }nnt S)ut(|>Iaiifen bed cpfloibif^en 
^oitn^ B6 nStl^is l^at, »enn bie ibef^Ieunigte Semequng in 
B an^an^tn foH, leme^weg^ lärjet gu fein ixan^t, aU bie jum 
Dun^Iaufen etneö Äreißtogend B6 erfotberlici^e 3^*^- f^ wollen toix «nö 
barauf iefc^rfinfen bie ßeitbauet ber c^^Roibif^^en Bewegung ^em Slnfang^^ 
punft A (id ium @4>eitel))un(t 6 gu tDetglei^^en mit bec Sät, ml^t iü 
beut 5Dnt^Iaufen eined bur^ A unb 6 {u legenben jtreidbogen^ loerfhei^it. 
S)te klannte gonnel für bie l^atbe ^enbelfd^njittflung fliebt, »eil 
bie ju bur(^fallenbe ^ai^e l^ier FG = 2a ijt, 

?\^[' +«.a)+(^y(r) +(^yG) +• ••] 

»öbel L bie ^enbelUnge, b. Iji. ben J&olimefiet bed pi bur(|ilaufenben 
©ogend bebeutet 5 man ttf^alt bie 3^{*<»wet in ©efunben, infofem bei 
bet Slu^me^ung t>on g bie ®ecunbe aI6 3^it^in^^U angenommen mmbe. 
3bm ifl aber augenfci^einlic^ 

L2 = ÄD2 = ÄF2 + (L — FG)2 = 7r2a2 + (L — 2a)2 

alfo 4La = (7r2 + 4)a2 ^ = ^_^ = 0,2884004 

Ld . 4 -j- TT* 

unb wenn man ballet bon ber in ^arentl^efe befinblic^en unenbltd^en 
Stellte Wod bie erpen ©Heber bcreii&net; fo ergiebt fl(^ 

A7r\/-[i +0,07210 + 0,01169 + 0,00234 + 0,00052+ 0^00012+..] 

^ y ff 

»oraud gu erfel^en ifl, bap bie ganje 3(Ubauer grSper ifl aU 



(9) ^^V^-^'^ 



,086 
ff 

3Ka4)t man bagegen in ber gormel (8) S = 2a, fo erl^dlt mon 



(10) ^y/| 



»el^eö einerlei mit ^n \J- • 2 Wj- = i^\/- • 1/074 alfo merfUc^ 
Heiner aö (9) ifi;*) 



*) iDte @)^fIotbe 6eft|t ubrigenö au4 noc^ tie merfiofirbige mec^anif^e ^igen« 
f(^aft, tof trenn bie befcbUunigte SBewegung in B t|)ren Anfang 
nehmen foU; bte jum iDur4)(aufen bed Sogen« B6 erfotberli^e ^t immer bie 
ndmli(^e hX^hi, xoit wir fte fo eben in (10) gefunben IfObta, glei^otel wie grof 
AK := $ angenommen wirb. )Denn in btefem Sade \iCLt man e( au Solge ber in 
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« 

^ie fcgenannte ^au))tglei^ung fät ias Tlatimum obet äJttnu 
«iMtn »Ott jydx nätnli^ 

ifl iiBcrl^au<)t eine J)lff etenjfalglef^^ung j)on g e t a b e t Orbnung, unb jwar, 
totnn »Ott ben in V entl^aüencn DifferenjialquuHenten -^, ^'••- ^^ 

l^J^jie -r-^ i|i, eine Differenjlalgleid^ung öon ber 2mten Dtbnung. 

I) ^finfifl Ifigt fi(3& biefette freilief) bur^i «nmittettare Sntegtatioii 
beö bie ßn!e ©eite bifbenben Slggregqta auf eine Diffcrenjialgleitlung 
niebtigerer Dtbnung jurudfül^ren. SBenn i. 53. fein y in V i)orfommt, 
fo ifl ber Mnfe Sl^eil ber ®l. (1) gfeic^tebeutenb mit 

-^1»^^-=^+-^ ) 

bol^er gelangt man burd^ Sntegration fofort gu 

unb bie Drbnung biefer' ©iffetensialgfeic^ung ifl um eine ©inl^eit niebriger 
aW bie ber urf j)rungli(|)en ] babei fieHt C| eine erjle Sntegration^conpante öor. 
eBenfo gelangt man, wenn in V weber y noc^ p ifl, bur4i i»ft* 
maligea Sntegriren gu 

dx 
waö eine S)ifferenjialglei(|ung ber (2m — 2)ten Orbnung tfi. — U. f. ro. 



qV :n" + • • — C^ar = C2 



S« 27 bei I) gegebenen SrldTuterungen mit bem 3ntegca(e 

2» t» 

dar \/l+i?^ I v^ « ^^ 







V/— 2aJ+(2a + J)ar— ar2 

iu t^utt; för weld;cö ft* fo0lei(6 bec SBert^ ^Vö^ ergiebt, worin gar feinf 

mebt Dorfommt. iDuccf) bie (^pflotte i|t alfo sugletc^ bag fogenamtte 9roMea 
ber S£autod)rone getöft. 
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mtfy f(^ott, menn imi j^^ ;>^ ._ -^ in V m^anhm fmb, aber 

bie 3nbe))enDcntc x feiert, öcHnßt eine erfie Stitegration mmitttlhat. S)eitn 
ttt biefcm gaUe ift , 

unb inbem man ben l^terauö für 8yV.^ fiteßenbcn SBett^ in bie ^anpU 
fllett^unfl (1) einfefet, nad^bem bfefe mitpdx muItipKcirt »orben, ftnbet man 



(Ö) 






• • • • 



hierin {inb aber aDe auf dY folßcnben Sejianbtl^eite lauter öoHfianblge 
5){fferengiare. J)enn ber erpe iji einerlei mit 

5)er folgenbe Sejianbtl^eil lagt fic^ offenbar auf bie gorm bringen 
ber folflenbe auf bie görm 



V (Ar ^ ^ da:2 J 



u. f. f. J)a^er läßt fxü) jefet bie Oteidjfung (g), in wellte M We 
$aiq)tgleicj>unfl Jjerwanbett l^atte, o|ine SBeiterea integriren, unb na^ 
p, 3 , . • orbnenb erfiält man 

8 
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(».v-^+^-O 



(1 «) + (^8,V ) ! 



• • 



eine JDtffeTenjialjlet^unj , »orin »etttt »tr -^ ßrfperc« «eciitcmlt^ile» 
wegen but(^ y« wtfleDen, Wn ^S^etet £>i|feteniiar<|ttetUttt ol« -^jrr 

SBetttt in V ou^et a? au^! tt0(j^ y fel^Ite, fo »utbe man, inbem 
man mittelfl 



• • • 



bell DiffcteniioIquoHentett 8pV eUmlnirfe, flartj a«f bCtfelBe SBetfe jur 

^8rV 



(l.>) +(9,V - . .) 



• • 



+ C,p-V = C, 



gelattfleti ; »el<^e nur no^ pxi (2m — 2)tett DtbttUttg gel^ört. U. f. w. 
II) 2)a nun, toit flcfagt, bte utfprilttalt^je ^au^^tfllei^itg , vmn 
V itt Sejtel^unfl auf bic ©iffefettitalquoticnteit t)on y jur mten Orbnung 
gehört, öon bet 2m\tn Drbnutifl iji (abgefel^ett öon bcti tn III) jit Ip 
tra^tcttben Befonbem gSlleu) fo »erben in bem aUgemeinett 2wtett ^ 
tefltal P4; 2m »iDffi&rit^e ßonflantett Ci, Cj, C3,.* Cg« elnfittbett. 
gjiefe erl^Itett jebo^^ ifpimmtü ffiert^e, fobalb mon bie ©rÄugjlei' 
(jungen jue^filkn fuilit; benn beten 9lti}o|ft ift e^enfalU 2m. 

SMe :beiben ev^en blefer ®t5njglet^ungtit , tiiiitltc^ 
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»erben jwar Ui bcn tneifJen Slufgatcn fceöl^alb ttjegfallen, weil ber gactor 
[<^V]a resp. [<^y]^ glei* fflnU fein fofl b; ^, weit 

ß='ßj^7 ^\7 C2;... C2ni) 

tejiel^unflöwelfe 1; =/(?/ C^ , Cg, . . . C^m) 

oW Otbinaten ber ®rän jpunfte A[ir = a, y = /?] unb B[a? = f^ y = iy] 
gegeien ffnb. »Hein bie eine mie bie önbere btefer lefeteren ©leid^ungen tfl 
•bo^ felbji intr öte eine Sebinguitg anjufel^en, melci^e gur ©efllmmung 
ber gonjlanten Ci^ Q,<i, k. l^elfen muß; on bie ©teile ber einen tritt, 
VitXiX^, 17 ni^t gegeben ift, bie ®(ei(|nng (3), unb eienfo würbe 
bie anbere, xotxcx aucb bie Orbinate be^ ^nfangd))nnft^ A al^ ))ariirenb 
geba<3^t werben foHte, burci^ ®l. (2) erfcfct werben. 

^'^mtw wir nun etwa an, vcca einen fi)eciellen gatt ^or 8(ugcn 
}u ^aSen , eö wäre in V au§er x unb y etwa ^ unb q eiitl^alten , fo 
würben gu ben eben Bef})r©d^enen jwei ©feic^ungen (2) unb (3) no(^ 
folgenbe Beibe 

^injufommen. ^lerburd^ flnb aber nun bie öier in y =f(jc, C|, C^, C^, C^) 
entl^altenen SntegrationSconjtanten üoflfommen benimmt, Unb mm fielet, 
baf überl^au|>t gur SefHmmung ber gefu^^ten (Surbe y=zf{x^ feine 
wetteren Jflebenbebingungen , etwa auger A unb ß no(^ ein britter unb 
vierter jpunft ober eine ^langente unb bgl. me^r erforberlid^ feien. *) 9lur 
bann würbe einige Unbeßimmtl^eit n^ übrig bleiben, wenn ixoti (ober 
mehrere) ber ®ränjglei^ungen guffiHig (wegen befonberer Sielationen 
{Wifci^en a unb $) mit einanber ibentlf^i würben; in einem folcfien gaOe 
mugte man aOerbinga nocb ein (ober mrl^rire) Seflimmungdfliide für bie 
geftt4iie Surt^e forbern. 

ni) etwaa anber« wirb ^^ bie @ac()e \)er]^alten, wenn [y]«, [y]|, 

M«; [^]l • • • wf** unmittelbar gegeben finb, alfo [i'y]a, [^v]^, [^'P]a 
IC. nic^t glei^ SRuD angenommen werben bitrfen, aber boc|i auü) nid^i 
ganj unabl^angig i)on einanber pnb. S){efea wirb fi(^ j. 8. bann er» 



*) SSgl. t^ierju tte 2Cnmfrfung am C^nbc oon %. 34. 
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efgnett, »cnn j»if(^en y« «nb y^ riue »orgefc|>rirteitc 8?clatiou Statt 
flnben foll, t^xoa xoxt 

^ya-\- hy^=^c worauf foljt arf >« + bSy^ = 

cber wie yaPa = c it u Pai% + yJ'Pa = 

II. bgl. 

2;n foI((;en pQen mhb man freiließ, um bad Slggtegat bet in $. 
25 ®l (5) »Dt bcm 3nte8toIici4)Ctt üorauSgcl^cnbctt ©lieber jum SScr^ 
f(^»inbctt ju bringen, nit^t bie 3crf^)altung in bie einjelgleid^ungen (7) 
üoincl^mcn, man wirb öielmel^r, inbeni man ba« ganje ^Cggregat glcic^ 

SfluH fett, jnöörberj^ bieienigen aSariationen [^y]a, [^V]^, [^P]a-' 
wtl^t fic^ burc^ bie übrigen audbiudten lagen, elimintren nnb nur bie 
Soefftcienten ber übrig bleibenben einjefn gleicb 3?uII fefeen. Sie Slnja^l 
ber fo gewonnenen ©rdnjgleii^ungen beträgt aber gufammengenommen mit 
ben gegebenen jwif^en ya, y^, Pa- -- Statt finbenben ©feic^ungen immer 
nc^ 2m. Sie würbe freiließ) fleiner auffallen, mnn bie jwifd^en y«, 
y^ Pa» * ' iejiel^enten [Relationen feine ®Iei(^ungen, fonbem t>on ber Slrt 
wären, wie bie in §. 22 II) aU Sebingungen ber ^weiten ßlaffe betrachteten. 

IV) 2)a ber oben in 1) ausgekrochene ©afe, bap bie ju integrirenbe 
J5auptglei(|>ung uUxf^aupt »on einer geraben Drbnung fei, bei einer 
gewigen SSefc^affenl^eit t>on V jweifell^aft erft^einen Ißnnte, fo glauben wir 
fd^Iiegdi^ no(|) ein ^aar SBorte l^ieruber anfügen ju mü^tn. 

SQBenn g. 8. V Bio« x^ y, p entl^dlt unb öon ber gorm ift 

V = (p{x, y) + v^Ca?, y^.p 

fo würbe ber »partielle 5)lfferenjiaIquotient 9pV = tfj(x, y) öon p frei 
fein, alfo ba« totale SCifferenjial döpV fein dp = qdx, fonbem nur dx 
unb dy=pdx enthalten j unb bemnac^ follte ntan erwarten, bag bie 
;&au<)tgteid^ung 

9y V - ^dQ,\ = 

frei öon q b. 1^. tim IDifferenjialgreic^ung bon ber erjlen, alfo t>on einer 
ungeraben Orbnung wärt. Sei naiverer Unterfuc^ung ^eOt fl^ aber 
^eian«, bag fie nur jur Oten Orbnung gebärt, ^thn e« ijl 

^ _ d(p(ix, y) dipjx, y) ^ 
dx ^ dx ^ dy ^ 
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in ber S)ifferenj tiefer Sluöhütfe t^erfc^winbet /> unb bie ^aupt^Ui^xm^ 

dg)(x, y) dtpCx, y) ^ q 

ifl eine enbli^e Olet^^ung gwlfd^en x mib y. — Ue^rigen« würbe für 
bfe l^iet üorowögcfefete SScfc^affeul^eit ber tu bem ?(u3bni(fe U = J'Ydx 
öorfommenben guuctiott V ber Umfianb gu Bemerfen fein, bag, infoferu 
a unb J flegeBene SlBfciffen ^ot^tUtn, bie jugc^örigen Orbinateu y« «nb 
y^ fofort BefHmmte SBertl^e txf)alUn, bag alfo bie ©räng^junfte A mib B 
ni^t telietig gegeben werben fönnten, unb bafi nton anbererfeita, um ben 
®ränig(eid^ungen ' • 

[8pW>]a = [8pVcfy]^=:0 

®enüge ju tH^un, in bie 8(ufgabe bie IBcfcä^rfinhmg aufnel^men mußte, baß 
olle ntit ber. gefudS^ten Suröe in SSergfei^ ju gicl^enben Slat^barcurtjen 
hixi^ tbtn biefe ^mnt A, B tegronjt feien. 

fflt^mm wir ferner an, außer ar, y, ^ fei in V auc|i noc^ q tnU 
Italien; aber auf lineare SBeife 

V = (pCx, y, p) -f \\){x, y, plq 
fo ifl jwar 8qV frei öon 4, barauö folgt aber nit^t baß bie J&auptglei^ung, 
wie man erwarten foDte, tint Differengialgleid^ung britter Orbnung ift, 
fonbern ite finft jur gleiten Orbnung ^erab. 3nbem wir nimliH^ ber 
fraglicfien ©lei^ung jund^jl bie JJorm 

geben, !ommt eö nur auf ben 9la4)wei^ an, baß an^ ber 5)ifferenj 
8pV — j-^äqV b-er ä)ifferenjiafquotiertt q l^erauSfäHt, benn aöbann lann 

^3=^ in ber ©lei^ung nid^t jum SSorfd^ein !ommcn. (S$ ifl aber feW 











9pV = 


dg) 
dp 


drp 
+ dp^ 
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dtp 
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dxp 
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8pV- 
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dx 
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dg) 
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Unb aügemeitt, wenn in V bie SJariciblen ir, y, -^, ;r^'*** T^ 
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^ethmmm, biefcr I^Jc^fic ©Ifferrnjiatquotient abtt, bcn rp{t bor Äfitje »egen 
»iebet bur^ ym wrfiellctt woHen, in littcdtcr ®eife, mnn alfo 

tp iinb y; V; Mo« a?, y/ JP • • • ym-i entl^altm, fo fann in 

b<t S)iffmnj(orqttoHettt -^5" = ys»-i «*** öPtfomwat. 35a a6« 01t» 
b« 3){ffmttj 



</y„_i dx dya 

r d(p . dtf) \ 

^m i^nauafäQt, fo »itb au^ in 

(- !)■-' j-^f <^v _ 1 ^il ^ 

tf^r»-! vefyai_i dar dy^y 

ffin ^J^mr J)iffmttiiaIq«o«ent ote ^J^;"^ = ^-^ auftreten. 3»»/ 

^in fonn bie J&aujJtglefc^ttng |td| iftet bie (27w — 2)te Dtbnnnj nit^t 
crl^eten. 



@d tonnte {i(| in befonbern ^ADen ereignen, ba^ bie in §. 25 ttiU 
tüiäüit nnb Im t)or. $. nfifier bef))rod^ene ©leid^nng 

^ dy d!ir dp ' dla?^ dq 

f^on an unb für {l(^; alfo abgefel^en t)on allen ntSglid^en ©(i^mierigfeiten 
beö Sniegrirena, öölliö unfleeiflnet »4re tint bejlimmte Function y =f{x) 
gu liefern. 

I) SWan »irb l^ierbei iVirxhS)^ baran benlen, bag bie erwd^ntf 
Olel^unfl eine UngereimtH^eit in flc^ entfialten Bnne. ^tnn foHte j. 8. 
eine Function y=f{x) ßefui^t »erben, »eld^e ba« Snteßral 



; 
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|u dnttn SRajcimiim eitt äRinimum machte, fo iättt man 

dy dx dp 
unb biea lann niä^i ^Itid^ 9iuU gefegt werben. Süu^ einem folc^en 9Bibtt«' 
f|)ru^c wiih man ben ®c^(uf jiel^en, ed fei gar feine Function y '=^JXße) 
benlbat; »elcä^e bem Snteflrole J'Ydx einen größten ober f leinfiten SSert^ 
ertl^eile. 3)aß ed {i<| au(|^ itn s^orliegenben 9eif))iele fo ^ttffaltm mi^t, 
ifl leicht in feigen. £)enn menn koir eine @urt>e; in totld^tt »Ir einen 
feflen 9nfang6))untt A [x'^rza] unb einen t)ariablen @nb))un!t M benfen 
tt>oDen, auf ein Ißi^lartoorbinotenfipflem itiU^tn, ben $o{ im Urf^ntng 
ber (Soorbinaten x, y annel^men, nnb beu 9tabiud«$e€tor OM mit u, ben 
{ugel^drigen fßolarwinfel aber mit ^ bejeic^nen, fo l^aben mir 

y 

9 .= Are tg — \fi = ;r2 _|. 2/2 

X 

xdy — ydx xp — y . 
■ X* -\-y^ u* 

^ierand ifl erficf^tlic^ , baß 

^\dx a= \(^xp ' — y)dx = ^u^dq> 
nii^td anbere^ ifl aU ia9 S){fereniial bed Don ben Stabien^SSectoren OA, 
OK unb bem iiBogen AH eingef^Ioßenen ©ectora AOitf, baf atfo 

' I (xp — y)dx = 2 Sector AOßtf A 

i^f toenn toix, wie gemdl^nlid^, ben ber fyntegrationdgranse x=^S ^^^^^ 
fpre^enben (Enb))ttnft ber @uri>e mit B Uitltl^ntn, Unb toü^t ®efla(t 
mm aii(^ ber 9ogen AMB f^abtn mag, offenbar I&fit fi($ immer ein 
anberer ni^anliegenber AM'B fo jiel^en , baß ber ncnt <Sector naS} 9e^ 
Heien entweber größer ober Heiner auffallt 2>a6cr ift mit ber Statur 
bc« j>orgeIeöten Sntegralauöbntrfd ble 6igenf(^aft eine^ aKarimumd ober 
SRinirnnmö unmeinbar. 

II) 2)ic @lei(|>ttng (1) fann aber ben t^r zugetrauten 5)icnfi, eine 
JefKmmte gunction y^ßjc) für baa 3Äarimum fesp. SKinimum "om 
jYdx iu liefern , anä^ au« bem Orunbe Derfagen , »eil fle bun^ gegen* 
feitifle« 8Cuflg>eben aOer 0r«ßen, ml^t bie «nie ©eite berfetbe>t bilben, fl(^ 
in bie ibentifd^e gorm == jufammenjicl^t. Unb biefcr Umjlanb glcbt 
un^ Sßeranlaßung ju einigen Sriduterungen , tocU^t bei mand^en in ba0 
®Aiet ber Sntegralre^nung gel^ßrigen Unterführungen fl4> nfltlic^ erir 
»ctjctt werben. 
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_, dy d^ 

aUflemcinett fi^ crfi bann o(3 ein jiir Sntcflration flccignete^ Dlffercnjial 
benfen ISfit, menn ffit y cire bcpimmte Function j)on a: gefunben ober 
bcltcbifl angenommen »fire, »oW jic^ fllcidjiseitig ble IDlffcrenitalquotienten 

^ == «, --^ = a K. in beftimmte gnnctionen öon a?. öet»anbeln »urben, 

nnb ydx bie gotm «P(^)^^ evl^ielte ; fo f ann bennoc^ anc^ bet gaU eiiw 
treten, ba§ ^dx trofe beö ginf^fnge« ber nnbefiimmten Functionen y,p,..^ 
benno^ einen unmittelbar integrabfen SCugbrud batfteHt, 2)enn benfen 
»ir unö eine beliebig ouö x, y unb ben S)ifferenjiaIquotienten P; q... 
gebilbete gunction 

fo folgt barau« burd^ S)ifferenjiation 






• • • 



• • • • 



du dO , rf(I> , d0 . d0 , 

SDBfite nun V gteicb ber linier redjtö öom ®(ei(i^]^eit3jci(^en ftel^enben JJunction, 
fo »urbe offeJibar Ydx ein intcgrabier SCu^brud, nämlid^ J"Vcfcr = 
<I>(ir^ y/ Ä ? • + Const. fein , unb gwar ol^ne bafi man für y irgenb 
eine beflimmte gunction^jjon x angenommen ^ttt. 

3n einem fpld^en galle wäre aber, wenn man naci^ auggeffil^rtet 
Sntec^ration fiir y in @eban!en irgenb eine öariirenbe Function oon x 
annehmen wollte, 
äjYdx = 60(ix, y, p, g . .) = dy^Sy -f- Qp^Sp + dq<^iq + 



• • • 



rn^ w ^ rrxTTj <^<^r, r dü> dS'y , d0d^ä'y , 

ol^ne bafi fi($ auf ber redeten ©eite biefer ®Iei(|>ung irgenb ein SSaria- 
tion^quotient unter bem 3ntegraljei(|)en öorfSnbe. Unb wenn man nun 
l^iermit bie in §. 23 gefunbene allgemeine^ entwitfelung (3) t)erglei(|>t, 
fo wirb man foglei<i^ ju bem ©cbluge gefufirt, bag bei ber fo eben tjor* 
auagefefeten S3ef*affenll^'eit ber gunction V baö Slggregat 

- dl/ dx dp ' dx^ dq 
fi^ ibentifd^ auf 9{ull rebuciren mufie, bamit in ber citirten formet ba^ 
tefete Sntegral i>cn felbft wegfÄflt. ?(uci^ müfien unter ber l^ier gemalten 
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Sotoiiafctunö btc eoefflciettten wn äy, -^, -^-y k., ald gimctioucn 

öon X, y, p, q*.. gebadet, auf bet webten ©cite jcnet ®Uiä^nn^ (3) 
bc5 §. 23 m^ ber Wellte tbcntifc^ fefn mit ben ^jartieffen I)ijferenjial» 

quotientctt ^, J~ ^ ~^ ^^-5 wopon man ft4> fofort uberjcugt, »enn 

man Don ber genannten ®let(^ung «nfete öegenmärtlfle ®I. (2) fubtra^irt ' 
unb auf bie entjiel^enbe ®fei(i^ung 

= 1 -1 d d* • • • I (f V 

\dp dx dq ' da?2 dr dy J ^ 

. , (äS 1 ,rfV , d<l>\d^y 

-4- I -5 T- d -1 — [- • • • r — ~ 

' vag' dx dr • dp J dx 

if^_ d^yPäy 

"•" Vdr ' * " dj J d^r» 

+ 

ben in §. 13 6e»{efenen gel^rfafe anwenbet * 



^axi lann jebo^ biefe Slefultate ayx^ ol^ne i&ülfe be^ SSariation«^ 
calfute bltect beweifen, 

I) SQ3enn n4mlic|) baa totale 5)iffewnjial tiwti gunction 

u—wyx, y, ^, ^^2' ^^3, ^^y 

auf bie gorm 'Sdx gebracht wirb; unb wenn xoit »ie flett)ö^>ntt(^ ^ ~ ^^ 
-j^=q, -j^ = ^ w- f- f- f^fc^"/ '^^^ ^84)fien in w entl^altenen S)iffe^ 

tenjialquotienten -^^ aber bur(^ ym unb ben Don ber nä^jtfolgenben 
Orbnung, »el^er burd^ ba« ©ifferengiiren öon u l^erbeigeful^rt »irb, nämlic^ 
;^; bur^ y„+i öorfteHen; fo ijf 

wnb l^ierau« folgt 
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u. f. f. 

M^ gu -^ , »el^e ®rage flc^, ba in w fein ym+i i)orfommt, Mof auf 

tebuctrt. Sebcnit man nun aber, baf ein iebed bet in fßarent^efen 



dyt 

eingef(|(ogenen Slggregate auf bo|>)xeIte SQeife aufgefagt metben {ann, 

inbem }• ©. bo5 tn ber erjlen jp«'^«»*]^«!^ beflnblic^e ®Iieb -j-j-g^ ni<^t 

bfofi ald ber nad^ y genommene )>att{eOe IDifferenifarquotient t>on ^g, 
fonbem avi6^ umgefel^rt al0 bad na^ p genommene unb bur(!^ (£r Wu 
btrte |)ar«elle ©Iffetengtal m |^=8yW, nämlic^ gleich ^(^)^^ 

aufgefaßt werben fann; fo fielet mm fofort, bog bie oorjlel^enben Oleu 
jungen einerlei finb mit 

dy dx dy 

dV du . 1 ^ 

{/p dy ^ dx dp 
^ -^ c?V du j^ l v^w 



dY du 



dym+i dy^ 

II) Son biefen @Iei(|»ungen nimmt bie aüererfle in heppüttx ^in^t 

ein Befonbereö 3nterefj[e in SCnfpruti^. SOSenn nämlic^ Ydx, »ie »ir IJiec 

j)orauöfeten, dn iJtfferenglalauÄmd ift, ben man ol^ne Äenntni« \>t>n brr 

S^fd^affenÄeit ber bnri^^ y sjorgefteüten Function integriren Wnnte, fo m«f 
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itntt ©letduttfl ju gotge and^ ;r"^^ ^^ unmittelbar iittegraMer atiöbrud 
fein^ ba et glet^ bem attf ber redeten ©eite bet ^ki^uni lefinbltAen 
totalen SEiffefengiof öon ^ ijt. Unb inbcm man benfelien @^Iug, bet 

i^on Vd!ir auf -f-dx geleitet l^at, mel^nnate »ieberl^olt, flelangt man jut 

einfii^t, bag auc^ ^T^^' ~Tß^^ "' ^* ^* ^^"^^'^ unmitteftar integrabte 

Slu^brude fein muf en. — Dure^ Sntegration ber cMqen ®Iei(^unfl er# 
fliegt flc^ aber 



du A 



-j-dx 
dy 



uttb wenn man l^ier J'Vda? an ble ©teile »on w feW, fo lel^it bie cnt^ 
flel^enbe ©leicfiunfl 

(5) MJ^=S^d. 

^^ dy . Uy 

nun loetter, baf bie D))eration, »eld^e mm ba^ IDifferenjÜren 

unter bem Sntegratjeid^en nennt, bei ber fiier öorau^fefeten 8e^ 

f^affenl^eit j>on V aucfi no(ä^ iuläjifl fei, obwol^f gegenwÄrtlg y aU eine 

(unbejiimmte) JJunction öon a? gebaci^t wirb, w%enb man biefen 

@a^ in ber Siegel nur unter ber IBoraudfe^ung bemei^ unb ansumenben 

))flegt, ba^ y eine t>t>n x inbe))enbente SSariable fei. @d ift vm fo 

n^tl^iger auf biefen Unterf^ieb ju achten, ba in ber S^I^at, wenn y »on x 

ail^Sngt, unb wenn Ydx ni(|>t tjon ber l^ier öorauögefefeten Sefc^affen-r 

l^it ift, b« ]^. ol^ne Jtenntnid ber Function y nic^t integrirt werben (ann, 

d (Ydx 
an bie ©teile ber unbefltmmten ®röf|e --^^^ leine^weg« bet «uÄrud 

dV 

Y-dx gefegt »erben bürfte. 8lu^ flel^ man, bafi felbft bei ber l^let 

ijorauögefctten Sefd^affenl^eit öon \dx bennotf^ ba5 SCifferenjüren unter 
bem Sntegraljeic^en Mod na^ y unb xAS^i nai) einer ber anbern in V 
cntlfiaftenen Variablen p, q,. .. gef(|e|Fen barf. S)enn bie ®teic|)ungen, 
»el^e bei (4) hinter ber erjien nad^folgen, unb welche fid^ burd^ 3nte^ 
Station umgejtalten in 



I 
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dp jdp Xdy 

dq Jdq Jdp 

tt. f. f. 

CdY 
jrigen einerfcit«, baf man j* 8. für ( j-^^? ^^^^ »eitere Äenntni^ »ort 

y:=zf(x) nur bonn einen üom Sntegvaljeid&en befreiten fflertl^ oniugcBen 

du 
öennofl, XGtwx -s-^ ^^^ unmittelbar tntegrobler auÄrua »arc; fo »ic 

d fYdx fdY 

anbererfcit« ; ba§ «tan -^ nur bann gleich \dä^ ^^^^" ^^^^' 

du 
mm -r-dx altlify ffluU iji. Unb berartige SSorau^fefeungen über bic 
dp 

du 
Sefd^affenl^eit be^ 2)iffereniiaIquotienten ^ Hnnen im aDflemeinen ni^i 

flemacbt »erben. 

Uebrigend moHen »ir über ben etwaigen ®ebrau(|» ber ®l (5) notb 

dy 

fiimmte @on{}ante; unb ni^t etma tint unbefitmmte Function ^on y obec 

fonji einer in V öotfommenben Variablen angefügt »erben barf. ©enn ba 

dS du 

— dx=^ d— baa totale ajifferenjial einer Function ijon as, y, p, ^, . . . 

dS 
ijorflefft, unb bei ber Swtegration öon -r-dx nic^t et»a Mod bad ejcj)Iicit 

öorlj^anbene x aö variabel geba(^t »irb, fo »erträgt ayxii bie für 1 ;t- <^ 

l^tngujlellenbe gunctlon »eber ben S^f^fc «i«w gunction S)on a? no(|> ben 
Swfat einer gunction öon y ober ^ u. f. f. J)al^er »irb bie ©feid^ung 
(5) \n ©ejiel^ung auf alle tjariable ©efianbtl^eile rid^tig 
feiU; unb ]^$(i^ftend, nva »oStommen ibentifd^ }u »erben, bie 3ufügung 

einer ßonfianten ju \-fdx t^erlangen. ffläre g. ®. 

= 3^7 ^2ypq-^y2r ==3y-fy'5' 



erinnern, bap gegenwärtig bem Sntegral \-f-dx blöd nod^ tint unbc« 



I 
I 
I 



/: 
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fo würbe man crl^alteii 

-^dx^ 2yq + Const ^^^^ = 3 + 2yg 

Mttb mm tnügte alfo, um Beibc Jlwlbrütfe ibcntifc^ ju moL^in, Const. 
= 3 amiel&mett. 

III) 3lci^ blefcr SUfctjweifung öcn unferm ©eflcnfianbe, ju »cld^cr 
Mit« btc erfte bei: ©let^ungen (4) gSeranlogunj gegeben l^at, wenben »ir 
und je^t gut aSoDenbung bed onflefangenen Seweife«. ^ 

aus ber Sef^affenl^eit b« ©leid^ungen (4) ift erfid^t««^, ba§ wenn 
t>on trgenb einer biefer @Iel(|>ungett ba« fDifferenjtal ber ui|mtttelbar fol^ 

flenben, na^bem e« mit j- niuIti})Hcirt . »orben ifi, fuMral^irt »irb, in 

du du 
bem babur(^ erl^oßenett SRefie einer ber J)ifferenj{aIquottenten —, -^, 

auffällt, gängt man alfo biefe O})eration gteic^ mit ber erfien ©leid^ung 
an, fo ergiebt jic^ fuccefjtsje 

dV_J_ rfV^ \_^du 

dy dx dp ' dx^ dp 

dV Ld—-] i ^dY_ 1 ^^du 

dy dx dp ' dx^ dq ' dx^ dq 

dS__i_^_,_i_^dy__i_^dV^ L^4^ 

dy dx dp~^ dx^ dq dx^ dr dx'^ dr 

• • •• •• •• •• 

enblid^ 

rfV_ rf^rfV , _^rfV_ ^ . . .\( i v^" ^^ cP°t^ du 

dy dxdp 'Ja:* dq * * * *'' dx^dVn, "" dx^^^ dy^^ 

(6) b. \ 

dV i ^ , 1 JiS , , , »+i 1 ,^^, dV 

</y dx dp ^ dx^ dq i v / dar'^+i ^g^m+i 

iJicfeS war bie ju ermcifcnbc iöebtngiingögteidjjung , welche ©tatt flnben 
wti§, wenn Ydx ein unmittelbar integrabler Äuöbrutf fein foH. 

gamjt man aber bie eben erHarte Operation bei ber jweiten, ober 
W ber biitten u. f. f. sjon'ben ©leii^ungen (4) an, fo gelangt man ju 
folgcnben SiefuTtaten: 
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dV_^^ , _l_^dV__ ^ du 



• • • • 



dp dar dq ^^ dx^ dr dy 

dV 1 ,dV , du 

^ ^ dq dx dr ^ dp 

dV _du 

dr dq 

II. f. f. 
»owu« tx^ä^iWi^ ijl, baf auf bcr rechten ©etfc bcr ®l. (3) in g. 23 bie 

In fporctttl^efe öcf^Iofenen goeffictctttctt oon Jy, -^> -^-^ «. f * f. »M- 

Kd^ nai^ bet Slcil^c btc ^jarHcncn SMffercnjtalquotientcn ber gunction 
u = <^(a?, y^ ^^ g . . .) = J'\dw flnb, 

Äöc^bettt btttd^ biefc ©ctraci^hinfjctt bic oben ÄufgeflcHtcn ©efaitp^ 
tuttflcn emiefcn finb, »ottcn tt)tt nur no(^ auf bie ptattx\^tn golgen für 
ben gatt aufmerffütn mo^en, »enn V flegeicn ifl, unb J"Vefe = 
<^(^/ y^ JP^ ö';.0 = w flcfwdS^t »erben foll. SKan »itb ol^bann ju.- 
xüxitift gufel^eii, ob bfe 8ebinflunööglei(fiung (6) erfüllt wirb. Xrijft 
bied tu, fo wirb man na^ Slnleitnng ber gormein (7) bie pattitUtn 

SDifferenjialquotienten ^^ —, — Berei^nen. gerncr wirb- bann 

ber urf^)rfin9li4)en SSoraugfefeung (3) ju golge 

^o% ^^ -«T r^^ , du . du . T 

auf biefe Slrt l^at man in bem totalen Itifferenjial 

ffimmtlit^e paxiUUt $)iffereniiaIquotienten burd^ gegebene Functionen axa* 
ßebriicft, unb lann alfo, nm u gu flnben, na^ ben JRegeln t>erfa§ten, 
»eld^e für bie Sntegration ber Differenjialien j>on Functionen mehrerer 
inbe))enbenter iSariablen in ber Integralrechnung entwidelt werben. 

©elfpiele. 

1) Slel^men wir aW erfleh SSeifpiel bie bereite oben \>tm%it Function 

V = 3p -f %ypq -|- y^r 
9Ran etl^SIt l^ieraud 



• • • • 
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^ iM+2yr 




^ = 3 + 2yj 


k<^-^^+^yr 




l^^-2f + 2y. 


dV , 

dr y' 


1 j<^ 



1 _rfV ^ , „ 

^,d§=.2pi^2yq 

1 eHT 
— d3^=6^j+2yr 

3){efe atit^tiide leiflett nun }U)>8rbec^ bec Qebinguno^glei^ung (6) ®enAge. 
S)ie gomelit (7) gcBen l^iemi^fi 

unb bie gomel (8) gicbt 

a,M-=V — [3i>+2KP54-yV] = 
betttna^f tft 

cfw = (3 -f- ^q)dy + y^^J 

^ = 3^ + 8^3 + SP(?) sp'(s) = a«<^ — y^ = y* — y^ = 

ttlfo fd?liegli(f> M = 3y + y^y -f GoBst 

2) J&Attf ttum gu integtitett bie 9(eid^iiitg *) 

(2ary^ + ^V)^, + ^^ + (y + ^^)^^ ^^ 

+ (2 + 3y):ryg + y3 

fe »jktbe man t)9¥ alen 3)ingen {itfe^, Db ba^ fßol^nom 

V = (2a?yp 4- ith/)q 4" ^i>' + (y + ^^)P^ + (^ + 5y>yp + y* 

ni^ etoa bcr ^oOflAnbige Siffcrengi^liiuotient — einn ^uncÜDn u = 

^(^^ y; P) f^*- 2;tifft bie« gu, fo »itb^ u = Const. ba« SMtegtoI b« 
Mflelegtm S^iffeTmiialQlei^itng fein. 

Ülitn erlftft man 

8,V = {2xp + 2:2)} +^2 ^ (2a: + 6fl?y)p + 3y2 
8pV = 20^}+ 3arp2 + 2(y -f x^^ + (2 + 3y)ary 
<i9,V=[2a?yr+(4y+8irp4-2j?2)5-f5p2+6ar(l+y)p+(2+3y)y]dr 



*) Sn-Laeroiz Tratte du Calcul diff. et du Calc. iiite|^al^ Tome II 
p. 234. wirb bfefe< SBnfptel auf anberm SBege angf griffen. 
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dd^y = [2xyq + 2^/?2 -f (2y + x'^^p + 2:ry]da? 
fpg^V = [2a:yr -j- (6arp + 4y + a:^)^ -f 4p2 -|- \xp + 2y]c;ar« 

J&icraus f olöt 9,V - ^ + ^J^ = itnb beö^alb ifl 

8pW = 2xyp + a:2y 
9iW = V — [±(p2 4- ;rp + 3y2)p -|- ary(;r + 2p^q] = yp^ _|_ 2xyp + j/* 

alfo. 

I +(^P^ + x'^p -\- ^xy^)dy -\- (2xyp -\- x'^y^dpS 
2)0 nun l^ier bie ßocfflcietttcn öon da?^ dy], dp l^omogen unb i»ar öon 
ber brüten Ihncnfion finb, fo pnbet man fogleic^) not^ bem iefannten 
ewlet'fd^en Scl^tfafe üBet bie Si^tegraHon bcr H^omogeneit Stfffrenjialien 
I (^yp2 _|_ 2a:2yp -|- a?y3) | 

* ( + {xyp'^ + x'^yp + 3a:y3) -|- (2iryp2 + ^Vp) I 
b. 1^. w = xyp'^ 4" ^Vp + ^y^ 
©al^cr ijt iz^KP^ + ^P'+ y*) = Const. 

bo« Swtcflral bcr oBen öorfletegteu Differenjiolgtcii^ung. 

IV) fflir Ij^oben In ber Dor^ergel^enben 5Wro. III) bie ejtfleng 
ber mit u bejeit^neten Function ^(x, y, p, q,* ..^ = J^dx 
öorauögefett, unb nur unter bicfer SJorauöfefcung fle finben gelehrt. 
aJlon !ann iebüd^ out^ umflefel^rt iel^au^jten, baf xotwx bie SebingungS^ 
g(ei(^ung (6) erfüllt ijt, bie fraglid^e gunction <!> »irflic^ erijlire; — baj 
(lifo bie ®L (6) nic^t nur bie notl^wenbige, fonbern ani) bie au«* 
reic^enbe SSebingung für bie SDlögli^fcit ber aUgemeinen 3ntegratijyn 
folc^er auöbrüde »le ydx=.Yix, y, p, q,...')dx fei. S)er 53e»ei^ 
biefe« »id^tigen gel^rfafee^ fd^cint ftt^ am einfac^ften auf fotgenbe 2[tt 
filieren gu laßen, 

©eten »ir y = y^j-j-<ö w^^^ beulen unter y^ unb o» g»ei gun*^ 
ctionen Don a?^ sjon benen »ir bie erftere Beliebig annel^men Knnen, fo 
folgt burc^ S)i|ferenjiation 

P = Po + «' ? = ?o + «" r = ro + <ö'" u. f. f. 

»obei »ir bie beriöirten Functionen j>on w bur^ Slcccnte augeigen, »o^rcnb 

wirb ifOt V = F(ar , y« + »> Po + «' - ?o + «". • • •), Pa« 



6ap. UL — 129 — , §. 32. 

btefer Function »oDen loit aitt gund^fl ben Studbrud 

(3) F(^. yo + «t i>o + «% ? + ^'% ro + ^'% . . * ^(t) 
ietra4iten, morin t, unferm in §. 2 eingef&l^rtm S^ariaHon^argumcnt 
OfTgTcif^^ar, unail^&nsig )>on o? f{(|» fuccef{it)e dnbent foO. SCIdbann giebt 
bte S)i{ferenitat{on na(|^ t 

Vdyo «'i'o <^o «''•o >' 

unb bieritt Wnnen »it no^ SSdiebcn bie ®rS6en ^— . -r- . jc. entwebet 

öw^ O)/ ^>ber beger baburt^ bitten, bap »ir in ben au« V = F(x, y,p,., .) 
^eriuleitenben partiellen Differenjialquotienten a,V, dpV^ ...an bie ©teile. 
j)on y, p, q,... fiberott bie ©inome y^ + ®t -Po + ®% ffo + ®"^ • • • 
einfe^en. 3lel^men mir nun an, bafi ^0), ndmlitf^ ber §u y = yQ c^t^ 
l^örige ®ertl^ t)on V; »eichen .»ir im golgenben burc^ V^ sjcrfleBen 
xo^Utn, ni^t etma unenbli^ au^faOe, »a0 {ic^, ba mir fitr y^ einen 
taugli^en SSertl^ bcfiebi^ audfuc^en burfen, immer mtrb erretten lagen, 
unb fe^en »ir an^ eben biefem ®runbe Dorau«, bag feiner ber S)iffe^ 

totiia^uotienten -j—, ^— n- «nfnbß(| »eibt, »dftrotb t baä Sntaöoll 

»Ott btö 1 buni^Iiuft b. 1^. wj^tmb y »on y^ iU ju yo-f"*" ("'t' 
timtirKc^ junitnmt; fo txfyütca nit na^ ber ^otmtl l 'P'ityit == 'PH) 
— !P(0) = V _ V, f ofort 

alfo 

J&ietin i^ bie ^Integration J^^^dx unmittelbar au^ful^rbar, weil wir 
yo; 2^0/ 5fo • • • ^^^ bejiimmte Functionen t>on x flcgcnwartig benfen. 3n 
concieten F&Se» würbe man übiigen« meiftend ^axii einfache formen 
l 8. yo = 0^ ober j^^ = Canst. == /9; ober yQ=^ax-\'ß u. bgl. 
omtel^meu Uxoxtn. ferner ift 

dy^ ' dpQ. dq^ ^ dr^ ^ J 

[dF ^ , CdF , , rdF Jio , CdF jP(o , 

9 



K 



g. 32. — 130 — öop. III. 

fdF 

unb fobalb man hierin bic leintet 1 -j- wdx na^folfleubcn ©lieber fämmt^ 

Il(|^ mittdft pattieüer Snteflration ^ani eienfo U^atihtlt, »ie in §.23 II) 
in bem analogen gaUe gef(^el^en tfi^ (inbtnt man nut flatt bed, borttgen 
dy gegenwärtig ben Öudbftaten m ju fefeen ixau^i) — fo erlj^att maw 
aU S^ranöfprttiation bet rechten Seite biefer @Iei«|>img 

I r^_ Ld—^ V 

' VdqQ dx drQ"' * * * J 

+ 



• • 



• • 



, (rd¥ i ^d¥ , 1 ^dV 1 ^d^ ^ ^^ 

J vcZ^o ^^ ^Pq ^^ ^?o ^^^ ^^0 * * *>' 
J&ierin ijerfd^winbet nwn aber ba« le^te 3ntegral t>on felbft} bmn no<^ 

ber SSorauafefeung foH bn^ Slggregat 

dy dx dp~^ dx^ dq dx^ dr "T" * * * 

p^ auf 9lMn rebuciren , glei^\)icl »a« für eine gunctlon ^m x man 

anftatt y in V = F(ir; y, jp^ S;..-) «itb bie 2)iferenjiaIquotienten 

eZF tZF 

J-; j-/ ^c- ««f^t^ baffelbe mufi alfo au4^ SRufl tletben, »enn man, 

»ie »tr linier getl^an l^aben , yo + ®* ^" t^*^ ®tc'^ ^«>tt y einffil^rt. 

8lud biefen ©rnnben, unb weil w iet ber nad^.t aua|ufuf>reubett 
Sntegration conftdnt bleibt, öerwanbelf jic^ (9) in 



h=f 




W.dx 4- W I I -j -y- d-j- + __d2 _ . . . 1^ 




,dF 



''dF+"') 



dx «,o 



dt 



(10) + <u 



"fe-> 



+ 



• • • 



Qap. IlL — 131 — §. 32. 

IDa nun bie Snljialte bet unter bcn 3ntcflta(jdc§cn jie^enbcn ^arentl^cfcn 
f^xtt loutet flegcbenc SluÄtöcfe finb, tu bmen an^tv x unb bcn ^m^ 
cttonen y© unb w nebfl i^ren IDerioirten jOq/ Ö'o^-«- ^S ©"^... no^ 
bie 93anab(e t t)oi:fontmt^ unb ba Bei ber Slu^ful^mng bet anQejeigten 
^sntegtatlonen nur t »cränbetli* x% »ftl^tenb fl<f> bie etfljcnannten ©rjgen 
fätnnttlit^ oW ©onflante öerl^olten: fo jlel^t nran, baß bie SSeflimmunfl 
öon J^dx auf bloge Duabmiuren jurütfgefül^rt werben K% hierin liegt 
bef Sewei« öon ber Slici^tiafeit ber oben au^gefproc^enen SeJ^aujJtung ^ aber 
ni^t ollein bie^, fonbern eö iji jugieid^ l^iennit ein Don ber vx III) er* 
Horten SKet^obe etmaö öerft^iiebened 93erfal^ren gur Sere(|)nunfl öon J^Vc^a? 
fcargelegt. S'Jat?^ ^«^fül^runfl ber angejeigten Duabraturen \ioX man 
natiirlic^ überall y — y^ OiW bie ©teile öon.ai.ju fefeen, alfo p—Po an 
bie ©teile \>on (o\ ? — ^o ^^ ^'^ ^UUt oon o)"^ u. f. ». 

3ur (Srläuterung »otten »ir Don ben beiben ju SUo: III) benu^ten . 
5Beif<)teIcn bad erfle, nämlich 

Jyfdx = J"(3p 4" '^yi'^ + y'^r)dx 
ou4^ na^ biefcm iBerfal^ren bel^anbeln. ' Offenbar i|l e3 l^ier, ol^ne baß 
V aufl^örte eine enblid^e Oröße ju fein, unö erlaubt yo = ^ anjunel^men, 
moburc^ au(^ 

i?o = ^ -30 = ro = u. f. f. 

»iib. «ua ayV = 2p^ + 2yr folgt nun junä(i^fl 

^ = 2(^0 + «'t)(?o + «"0 + 2(yo + «t)(ro + öi'"t) , 

«yo 

ober »egen ber angegebenen SQBertl^e Don y^, Pq, qQ, r^ rebuclrt jlc^ 
biefed auf 

^ = 2(0)'«" + ««"Ot^ 

unb ebenfo erhält man 

dF ' i ,dF . 

gern« wirb Vq = 5 bol^ft 

J Vdar = Const. + w [(3 + 2wa>"fi)di + «" | ««t^rft 

= Const. + 3a> + «2«" 
nnb f(^Iiffli4i, wenn man y mh q an Ut ©teile ücn « «nb «" einfefet, 



S. 33. — 132 — Qap: III. 

J\da^ = 3y + y^q -j- Const. 
gjlan jlel^t fiJriflena, bafi in allen gättcn, »enn e« bie Statut wn V 
»egen 8»»efenl^cit »on ajirfforen k. flcPattet yo = ^ anguncl^fmen , fl^ 
bte Functionen wn t, »elcä^e in (10) unter ben auf einanber folgenben 
mit w, «S «",... multii^licirten 3nteflraljei(^en flel^en, gonj einfo^ 
aud unteren für 9yW, öpW, • . . entwitfelten gonneln (7) baburi^ ergeben, 
ba^ man in biefen wt, w't, «"t u. f. f. an ble ©teile Don y, p, j . . . 
fe*t. Sluf biefe Seife entf<)rinöt im wrliegenben «eif<)iel (3 + 2»a"P) 
au« unfenn oJen gefunbenen SBttü^t 9yW = 3 + 2yg unb «^t^ au^ 



§«33« 

SBir lagen nun no<^ bie )>on{idnb{ge Bearbeitung itotitt SCufgaben 
übet bo« SRajimtim resp. SKinimum ber SntegralauÄrürfe J^^dx 
folgen) öon benen bie eine in V feine l^l^em 3)iffei:enjiaIqaotlenten aU 

-^ , bte anbere aber auger -^ au^ noä^ -~ entl^filt. *) 
dx ct^ dx 

aufgäbe, e« »irb biejenige Sef^affenl^eit t>on y^=:zf(x) ^t^ 
fu^t; »obur^ 



li 



2ay dy^ 



ß2 



-B> 



2U einem SRaximum ober SRinimum gemacht »irb. — @d ifi biefe« hai* 
ienige Sutegral, t>on totlä)tm toxi bereit« in S- ^3 in dntt anbettn ^^ 



*) SBcnn bor gcnetgte Sefec; nad^bem et bte 2(ufldfun0 bey im oorltegenben 
$Bu4e be^anbelten 2(ufqaben burdbgeganden $at/ sur Uebung nod) anbere Qeifptrle 
bearbeiten n\9gte, fo mit n auf er in ben Werfen oon @uter unb ©trauet)/ bie 
n>iv bereit« in $. 8 beate^unc)«»* $. 5 citirt t)abtn, eine (^inrei<benbe Tiüixoaf^i finben in 

4>o()I/ 2Cufgaben sur Se()re oom ®rdften unb Jt(ein|len ber iDifereniial* 
fttnetionen, Stuttgart 1862: (ent^dlt 2Cufgai>en o()ne Sntegralien/ »te bte in 
unferm ^weiten @apite( be^anbetten) ; 

Srancoeur, SSoUftdnbtger Se^rcucS ber reinen tStati^. lln Sanbe« 4«Bu4 
§. 23 fgg. (entt)dlt eine Sufammen^edung ber tot^tigflen @uler*f4en TCufgaben aber 
Sntegrale); 

Of^m, Uebnng<aufgaben iur it^xt oom (BrSpten unb Jtleinften, aU ^weiter 
2(n^ng aum VII. S:()eil feine« ;,69flem ber fRat(^ematiE'^ (ent^^It 2Cuf9aben oon 
beiben Arten). 



(§ap. III. — 133 — j. 33. 

{l<^t @ttt>5^nung gct^an ]^a(en. ^ai<i fe^cn wit, iamlt innv^lb btt 3ntc« 
grattonlinteivand bie 3nbe))enbent( ar ni^t 92itn wetbe, 0<^a<;;| t»orau0. 

I) mit ^aben ^i« V = ?^ — p«, «Ifo 

£?y a^ dp rf^ ^ 

ballet lt^t1)t att «&au))t9lc{(^ung bie Scbingung 

(1) ^+2^ = 

^ietawö folgt dp = x- alfo bur<j^ Sntearatiott 

i, = ^4- Consta ^4- 1 

unb btefe ®(e{(^itng mit dx tnutti))Iicirt unb nod^matt integtitt gicbt al6 
gefugte S^ncKon 

(2) y = alog| + f 

lücrin bei: Sogatitl^mud ein f)^ptxMi\^tt i% 

II) Um {ujufel^en^ ob »ir i)on biefer ®Iet(fiung <2) ein aRa^cimum 
ober SRinintum fät U etwarten bärfen^ berechnen toix ju)>0tbetfl ben 
t^arürten SQtttl) ^on Y, nimli^ 



v+/-V=^y + /T^)-(i>+^)' = 5^ 



^2prp 



FP^ 



-pi 

J&iet etl^dlt nun jS^dir™— iFP^dx offenbar einen neflatii>en fflertlSi, 

J a J a 

iafftx f^aitn »ir ein 3Jlaximnm gefunben (S* 28 1). 

ni) 2)iefe6 «Warimum lägt fl(^ an^ ol^ne 2Rüfie bere<f>nen. 6« 
»irb n&mll^, wenn »ir blejenige gunction %(aO, in »efl^e P<ä^ V bnt^ 
(Sinful^rnnfl ber jefunbenen Functionen fix), f*ix), /"(«?)-• ^^^^ 
ttmnbett, ber in %. 28 benufeten Seieit^nung gemd^ bur(|> Vo t>orjieIlen, 

V • 2a2 . a? or 1 -i * *\ 

uttb ba SXl-,dx = — h^ — ^ ifl, fo er^filt mon 
J ar* -4 a? il a? ' 

2a* a? ö* a^ar , « 



$. 34. — 134 — 6a|>. III. 

SBeflcn ber in tQetreff ber ^ntegrotton^grittien gemalten Sorau^^- 
fcfeuttg 0<«<^ fotflt l^ietau« 



SCttfgabe. diejenige @urt)e AMB }u (efiimmen, wel^e mit tl^cer 
gDoIute ANB (Fig. 9) unb bcn ju ben @rdnj})unftcn A tmb B ge^^ 
listigen ftttitnmungai^albme^em ben tn5gli(^ Qeinfien gM^^enraum ein- 

I) Sejcici&net man bcn gu einem bclieJigen ^nnW M ber gefuchtelt 
@urt)e gel^^rigen Atummungdl^albmegei: MN mit ^ unb bad 6uc^ene(ement 
MM' in bemfcKen $itn(te mit cZ», fo totrb bad 3)tffeTen{iaI ber gläi^e, 
»eld^e tin SRinimwm »erben foD, nämlt^ ber tjerfc^roinbenbe ©ector 
MM'N'^ im6) ^Qds angegeben. 3tt Sejici^ung auf tin belie^gea re^twinf^ 

Itgea (5oorbinatenf9ftem ijl aber g = + ' ^ unb d8 = ±(^i-\-p^ydx 

ba^er * ü^+l j ^^+^^^^ c^^ 

(Selben »ir jun4(|)fi Don bem gactor Ti ab, fo ^aben wir 

^_ (14,^2)2 dY^^ dV^4(l+p2)p ^__(i+^' 

3« golge ber in §. 30 I) gdna(|)ten «emeifung Wft jic^ wegen 8yV 
= bie ^äu})tgletd^ung ol^ne SBeitereö integtiren, fo bap man l^at 

ober abgefurjit » 

q i+pi 

unb burcf^ Sntegration ergtebt jic^ • 

(1) . 2y + ü^ ~ Ci Are tang;? = Cj 



*) Euler ine<h. inv. Cap. III No. .51. Lacroix traite ed. T. II No. 
868. grancoeur; Seftrcurfu« k. S^. II »uc(| 4 §. 2ö» Strauch, Vari«- 
tionscalc. Th. II p. 289 Aiifg. 173. 



I 

J 



6n<). III. — 135 — §. 34. 

dp vdp 

3nbcm mm nun l^ierin fuc q bcn ^uöbnttf -i- = ^^^ fubftituirt; unb 

grogcrer Sequemlt^ifelt »egen ^ Q = 2«, Cj = 2c fefet, gelangt maw gu 
2yc?p + (1 +23^)— + 2a Are tgjp Jj? = 2cdp 

^'^^^ ^y + r:^ ^^^ = [c - a Are tgi?]— ^ 

JJtcfeö ifl eine Unedle S)ifferenjioIgre{*ung jwif(|>en y unb ;?;, unb ntan 
finbet ol^ne Seitered ald 3ntegral berfeKen 

1 

wobei »tr He neue SntegtÄtiondconPantc buic^ ä tjorgefieKt l^aben.- 
©erretten »h jeboc^ * — h anftatt ber noc^ »illffil^rnt^en Conflanten c, fo 
nimmt bie ®Iei(^ung bie noc^ einfa^ere ©eftcift an 

(2) y — Ä == Y^^^V — « Are tg;> 

Um nun au^ eine ®lei(|)ung jwifd^en a: unb j? ju fnben , fubtral^iren 
wir öon biefer ®I. (2) Me ®Iei(^ung (1), na(^bem wir barin m bie 
Stelle i>on Ci tmb C^ tl^rc SBerti^e^ nämllc^ 

C^=z — 2a Cj = 2Ä — 25 

eingefe^t unb bie ganje ©lei^ung bur(^ 2 btt)tbirt l^a^n. 2)abur(^ ent^ 
ftel^t nämlii^ 

_ii±p^_c^±b ober _i--^Hb*_^ 

tmb wenn man biefe ®let<^ttng mit — 2dx multl}>Hciit , fo erl^fiU man 

«Sterin {inb bie SiariaHen x unb p bereite abgefonbert, unb man ftnbei 
ol^ne ffleitereö baö Sntegral 

(3) a.-A==f^-5Arctgp 

J)ut(i^ ba^ @9jiem ber ®Ie{(|ungen (2) unb (3) ijl nun bie gefud()te 
dutöe ieteitd beftimmt; eine enblid;e ®lei(^ung jmif^en .r unb y würbe 
{i(() bur(^ (Slimination )?on p an^ biefen gmet ®[e{d^ungen ergeben. 3^ 
biefem ^totdt Unn man ^^ au^ (2) unb (3) }und(^ft eine neue ©lei^ 



S. 34. — 136 — 6ap. III. 

4)mtg ailtütn , tootin Are t^p fe^tt , ndmtidS) 

(4) a(a:-A)-ft(y-*) = ^^^^ 

unb fi^BoIb man ben l^teraud (etd^t {u erl^altenben 38ettl^ fitr p in (2) 
einfe^t, l^at ntan eine ©lei^ung Don ber gewünftä^ten gorw y=f(x) 
mit ben })iet i^orlduftg nocff unbefiimmten 3ntegration0conflanten a, b, h, k. 
Um iebo4) biefe @Ie{4>ung in einer möglicf^fl einfadS^en @eßalt ju 
tx^alttn, fo baf man bie 9iatuc ber bur(i^ fte angeteigten (SurDe fofort 
erfennt, empftel^It fl(^ eine ^^randformation ber Soorbinaten. Dffenkr 
finb nfimlici^ (a:— A) unb (y — ä) glei^bebeutenb mit ben (Soorbinaten 
x', y* in Scjiel^nnfl auf einen neuen ?lnfanfl^})unlt 0'^ beffen Soorbi- 
naten im ^biöl^erigen Softem bur<j^ h unb k angegeben merben^ wi^renb 
bie neuen axen O'X'^ OT' mit ben urfj)rfingli*en no(^ fllei<^9erici>ret 
laufen. Salier Ii§t ^ij, »enn mir jugleit^ ben SOSinlel^ unter n>el(^em 
bie Sangente ber SurDe gegen bie 3lren OX || O'X' geneigt ift, mit % 
bejeii^nen, fo ba§ 

,— - — - = Cos % , ^ =SinT 

ift, bie ®Iei€|»ung <4) umgeflalten in 

ax* — by'=:^(a Cos ir — i Sin «r)2 
@rfett maw l^ierin bie beiben @tfnflanten a, b burd^ {wei anbere A, ^ 
bergeftalt, ba$ 

a = 24 Cos ^ b = 2A Sin> 

ift, fo l^at maix 

x' Cos ^ — y' Sin ^ = 2A Co« (^ + «:)» 
Offenbar ifi biefed aber, fobalb man bur^j ben neuen Urfprung 0' eine 
abfciffenare O'X" unter einem SReigungawinfel = — -^ gegen bie ur^ 
f})rüngti(^e »iic^tung OT ixtf)t unb bie in Sejiel^ung auf bie 9im^ 
O'X"^ OT" genommenen ßoorbinaten bur^j x**, y" bejet^net, glei^-* 
bebeutenb mit 

2Adx'^ . 



a?" 



ba iefet tang i^ + ^) = ^ alfo Cos (^ + .)a ^ _ ^^^ ifl. 
@^ folgt l^ieraua 



. ,, , /2A~x'' 



efl^ ffl. — 137 — i. u. 

V 

unb biefed Ifi ba6 S){{fmns{a( bei? Stf^eitelglei^ung einer Qtmtintn 
S^IUibe, beten @T{eugungdfee{d ben Stabiud il leflt^t unb beten ^xt 
na^ bet 9li(^tung unfetet 9(jre bet X'' lauft^ beten Saftd a(fo gegen bie 

«rf<)tunglt^e 2Cte bet X untet bem ®. (- — ^) flenefjt ifl, Sie »utbe 

ooQflänbig ieflimmt fein^ »enn ben ntf))tängn(^en Sonflanten a, b, h, h 
lefiimmte SBettJ^e angen>iefen motben »iten. 

11) Sit werben ie^t fucf^en für ben ^aUf ba§ bie Beiben ®tin)^ 
))unfte A^ B fit gegeben feien ^ augetbem a(et (eine meitete iBebingung 
üotlfifle, bie genannten j)ict ßonfianten ju bejHmmen. Untet biefen Um* 

flänben tfi [^V]« = 0, [^V]^ = abet [^iP]«, [^^P]^ oon «Rutt i>tx^ 
\^\t\)VXf nnb be^l^alb l^aben »it ald ®tin|glei4iungen ($. 30 II) 

Do inbeffen übet bie 8age bet «tfptfingli^en ?lte bet X im SSot^etgel^enben 
no^ gat feine SSetffigung gettoffen wotben ijt, fo legen »it biefefbe \t%i 
iut @r[ei4)tentng bet Ste^inung but^i bie feften fßunfte A unb B^ mobut<^ 
y„ = yi = o »itb. a5et ®Iei*ung (1) ju golge ifl wxxif ba bie ba* 
felbfl öotlommenbe ©onjlante C2 im »eitein SJetloufe but^ 2* — 26 
erfe^t »otben ift, 

{ — ^=~y — a Are tang^4-(Ä — 6) 

£ctnnQ(^ l^aJen mit guöotbetft bie jmei SSebingungöglei^iungen 
^g Ä — ft — a Arctg2>a = 

Ä — 6 — öArctg|7^ = 

wub mit SRurffi^^t l^ietauf folgt, auö (2) ffit y = y« = unb y = y| = 

anbetetfeitd giebt bte ®(. (3)^ inbem man fie auf bie Slbfciffen x = a, 
a? = I bejie^t, 

(8) ?-A = [^fl-*ArctgK 

Sebe bet beiben ®Iei^ungen (6) fi^eint nun gmat auf jweifa^e SSeife 
itfticbigt merben ju (fnnen^ nfimli^ babut4> bafi man 



S. 32. . - 128 — Qap, ill. 



dd^Y = [2xyq + 2xp^ -f (2y + ir^)^ + 2^y]rf:p 
cP8,V = [2xyr + (6^p + 4y + a;2)g + 4p2 + 42rp + 2y]dx^ 

hieraus forgt 9yV - ^ + ^?|^ = unb beö^alb ifl 

. 9yW = a:p2 _|- x^p -\- 3x1/^ 
9pW = 2xi/p + a:2y 
9^w = V — [±(p2 -f. xp + 32^2)p ^ ^y(^ ^ 2p)g'] = yp2 _j_ 2xyp + y* 

alfo, 

( +(^P^ +x'^p-^3xt/^)dt/-\-(2xypA-x'^j/)dp\ 
S)a nun l^icr bie ßoefflrientett öon dar^ e^y], rfp l^omogen unb gwar J>oti 
ber brittcn Ihnenfion flnb, fo finbet man foflleict) na^ bem iefanntm 
QnUf\d)tn Sel^tfafe wBcr bic Sntcflratlon bcr j^omogeneit 5){fferenjiaKen 

* ( + (^yp^ + x^yp + 3iry3) + (2iryp2 «}_ ^2yp) j 
b. 1^. t^ = xyp^ -{- x^yp -{- xy^ 
^af)tt ift xy(p^ + ^P'+ y^) = Const. 

ba« Sntcfltal ber oben öorfletegten S)iffereniialglet(|ung. 

IV) aSlt l^aben in ber tjorlSjergelg^enben SRro. III) bie ejrtfletij 
ber mit u bejeid^neten gunction ^Qc, y, p, q, *..')== jYdx 
öoraudgefett, unb nur unter biefer Sorauöfefeung fie finben gelehrt. 
3}lan !ann jebe^ auc^ um^efel^rt Bel^aupten, ba§ xotnn bie IBebingungd^ 
glei^ung (6) erfüllt ifi, bie fraglt^e Function <P »irfli^ exifHre,' — baf 
(tlfo bie ®l (6) nid^t nur bie notl^menbige, fonbern au^ bie aui^ 
rei^enbe Sebingung für bie !tR$gli^feit ber aOgemeinen Integration 
fol^er Sluöbrilde wie \dx=.Fix, y, p, q,,..')dx fei. ©er 8e»ei^ 
biefed mistigen Sel^rfa^ed fd^eint fi^ am einfac^fien auf folgenbe ^rt 
ful^ren ju la^en. 

©efeen wir y = y^J^(o unb benfen unter y^ unb co jwei Jun^ 
ctionen i)on x, tjon benen wir bie erjiere Beliebig annei^men Wnnen, fo 
folgt burcä^ 3)ijferengiation 

P = Po + <»' 2 = ?o + ®" ^ = ^0 + «'" «• f- f' 

»obei xoix bie beri))irten Functionen )>on lo bur^ ^ccente angeigen, mäl^rettb 

e« »Itb iftt V = F(ar , yo -f- «, Po 4- w' , go 4- «" , . . .), ila« 



6ap. UI. — 129 — . §. 32. 

btefer Function »ollen noix aUi lunaä)^ ben Hn^bxnd 

(3) F(a:, yo + «t Po + «'t q + «"t. r-o + w'% , . .) =^ «»(t) 
ietra^iten, »orin t, unferm in §. 2 eingefä^rtrn SSariaMon^orgttmcnt 
9ei:9lei(^iar, unail^insig !»on x fi(|) fitcceffit^e inbmt foD. StUbann gtebt 
bte S)i{ferenitation na^^ t 

unb Bleritt Wunen »ir na* Selieien bfe ®r5gen 3—. 3—. ac. entmeber 

dVo <^Po 

öu^ (3), ober Bepet babw^ bitten, bafi »ir in ben oud V = F(^^ V^P,") 
^erjureitenben ^oxAtVitn, S)ifferenjiaIquotienten dyV, dpV^ ...an bif ©teile, 
wn y, |9^ g-, , , . überall We Binome y^ -\- cai, Pq + <»% ?o + «^''^ • • • 
cinfejjen. SRel^men »ir nun an, bag 5^(0), ndmlic^ ber g« y = yQ c^t^ 
^örifle SQBertl^ wn V, »eichen .»tr im golgenben bur(^ Vq oorjteHen 
mollen, ni^t tttoa unenbll<^ au^faOe, wa^ {{^, ba mir für y^ einen 
touglic^en SSBertl^ beliebig ott«fu<^en bürfen, immer »irb mti^tn lagen, 

imb fetten »ir aul eben biefem @ninbe t)orau6; ba§ (einer ber 5Diffe« 

dF dF 
lenjia^notienten -r-, j— JC- «nenbßc^ »erbe, »ä^renb t bag SnteröaH 

«yo "Po 
»on bt^ 1 bur^lduft b. 1^. »Äl^renb y i?on y« bia gu ^0 + « ««^ 

tinnirli^ gimitnmtj fo erl^alten »ir na^ ber gormel l«^'(tyt= 9»(1) 

- JP(0) = V — Vo fofort 

Alf» 

J&icrin i^ bie Sntegration J'^odx unmittelbar auöful^rbar, »eil »ir 
yo; Po, So • • • ^^^ beflimmte Functionen öou a: gcgeumartig beulen. 3u 
concieten gdHeu »urbe mau Abiigeud meiflen^ ganj einfache formen 
j. S3. y^ == 0, ober y^ = Caust = /?, ober yo = ^^ + ^ «• *^9^- 
annehmen Wunen, ferner ift 

dyo ' dpQ. dqQ ^ dr^ ^ J 

f dF , , f dF , , fdF _d(ö . f dF .(Pia , 

9 



•- • • 



§. 32. — 130 — Qat^. III. 

wttb fotolb man j^tctin bic leintet 1 -r- wdx na^folflcubcn ©lieber \ammU 

J ^Vü 
He^ mittelft ipottieHer SnteötaHon gang ebenfo Je^anbelt, »ie in g. 23 II) 

in bem analogen ^aUe gefi^el^en i^^ (inbtm man nur flatt bed, bocttgen 

Sy flegenwSrtig ben Öu^floben « ju fefeen traudj^t) — fo erl^dft ntan 

aW S^ranöformotton bn re4?ten ©cite btefer ©lei^^ung 

\.dpQ dx dq^ "^ cte^ ^^^ * * * j 

Jr(~-^ —d — A V 

' vc^o dx dvQ^ * * * j 

t|~ • • • 



• • 



' J Vdfyo c?a: c?Po ' d!a?2 j^^ ^z dr^ ""''V 
hierin öerf^wtnbct nun aber baa le^te 3ntcflral tjon fett^j benn no<| 
bcr SSorauafefeunfl foß bnö Slgöregat 

rfy c?a: ^ ' rfar^ dq dx^ dr \ ** * 

p^ auf 9lun rebuciren, gleic^öiel »a^ für eine gundlon ijon 2? man 

anfiatt y in V = F(a:, y^ p, g'; . . unb bie 3)if erengialquottentcn 

dP dV 

■j-, -j-, K. einfefet, bajfelbe mug alfo au4^ S«uH tietben, »enn man, 

wie »ir ^tx fletl^an l^aben , yo + ®t ^" t^*^ ®tcte t)on y einfiil^rt. 

^ud biefen ©riinben, unb »eil w bei ber nac^.t au^juffl^rcubett 
Snteflration confldnt bleibt, »erwanbclt fi(| (9) in 

J J J ^^^0 ^•'^ ^9o dx'^ dr^ * J 




(10) 4- w 



"/(?-•> 



+ 



• • 



Qü\>. IIL — 131 — §, 32. 

3)a nun ixt Snl^aftc bei unter ben ^nU^xalitl^tn ftc^enbcn ^Jarentl^efen 
^ter lauter gegebene Slu^btude [xn\>, in benen außer x unb ben gun^ 
ctionen y^ unb w nebfi il^ren IDeriötrten jOq, ö'o^-*- *^% cö'^... no^ 
bte SSartable t Jjorfomntt, unb ba Bei ber au^fül^rung ber angejelgten^ 
^\tttcgtationen nur t öeränbetltcb i% »dl^renb ^^ bte erftgenannten ®rogen 
fätnnitn^ aU gonjtonte S)erl^alten: fo jlel^t nran, bog bte Seftimmung 
öon Jydx auf Woge Duabraturen gururfgeful^rt würben x% J&terfn liegt 
bef S3en)et^ Don ber 9ti(i^ttgfeit ber oben au^gef))ro(^enen Se]^au))tung ^ aber 
ni(^t oHein bie^, fonbern e^ tft iugtetc|> l^iermit ein öon ber in III) er* 
Harten SKetl^obe ctwa^ J)erf(|iiebened SSerfal^ren jur SSerec^nung üon jNdx 
bargelcgt. Stci^ ^uefül^rung ber angejeigten Duabraturen l^at man 
natiirlit^ überall y — y^ an bie ©teile öon.w.ju fefeen, alfo p—jpQ an 
bie ©teile Don oa* , q — Qo ön bie ©teile Don o)"^ u. f. w, 

3ur Erläuterung wollen wir Don ben beiben ju 9lro; III) benufcten 
IBcif})ielcn bad erfte, namli* 

JSday = J(ßp + *^ypq + y'^r)dx 
ou(^ na^ biefcm ^erfal^ren bel^anbeln. ' Offenbar ift e3 l^ier^ ol^ne bag 
V aufl^ßrte eine enbli^e ®röge ju fein, unö erlaubt ^o = ^ anjunel^men, 
wobur^ anö;^ 

i?o = ^ -^0 = ro = u. f. f. 

wirb, aug 9yV = 2pq + 2yr folgt nun innhi)^ 

aber wegen ber angegebenen Sßerlfe Don y^, Pq, qQ, r^ rebucirt fl<f> 
biefed auf 

^ = 2(ft)'(o" + ««"Ot^ 

unb ebenfo erhält man 

rl¥ ' dF dF 

^ = 3 + 2(öa)"i2 ^ = 2a>o)'t2 ^ = w^t« 

alfo ^i— — rf-^=0 

' a^Q aar dvQ 

geruer wirb Vq = ; bal^er 

J'\dx = Const + (ö [(3 + 2w(o''i^)dt + cö" lloHM 

= Const + 3w + wV 
Mttb fc^liefili^, wenn man y unb q an bie ©teile Don w unb o)" einfefet, 

9» 



S. 33. — 132 — eap. III. 

J'Vdo? = 3y + y'^q -j- Const. 
3Ratt jlcl^t fliriflenö, baf in allen gaffen, »enn e0 bie Statut twn V 
»eflen Sliwefenl^eit Don DiöJforen k. flejtattet yo = ^ onjunel^men , |l(^ 
bie gunctionen »on t, »el^e in (10) unter ben auf einanber fofgenben 
mit w, w', «'S... nmltii)licirten Sntegtalseii^en fiel^en, ganj einfa«^ 
and unfcren fui: 9yW, 8pW, . . . entwitfelten gomeln (7) babur^f erfleben, 
ba^ man in biefen ©t; «'t, «"t u. f. f. au bie ©teffe t)on y, jp, g . . . 
fefet. Stuf biefe Seife ent^tingt im öorlteöenben ^ti\^\tl (3 + 2©«"t3) 
ouö unjenn oben flefunbenen SQBertllie 9yW = 3 + 2yj unb <o?t^ att0 



§.33. 

SBit la^en nun no(^ bie t)off{ldnb{ge Bearbeitung jweier ^lufgaben 
über ba« SMarimum resp, 5Kinimum ber fjntegralau^brutfe JSdx 
folgen) »on benen bie eine in V feine l^l^ern Differenjialqüotienten aö 

-^ , bie anbere aber außer -/ au(^ nodf^ -— entl^dlt. *) 

aufgäbe. (S^ wirb biejenige Sef^affenl^eit t)on t/=f(x) ge^ 
fu(|t; wobur^ 



^ 




2ay _ dy^ 
2 ^2 



) 



dar 



}u einem SKarimum ober SKinimum gemacht wirb. — (5^ ijt biefe^ bo«' 
ienige Sntegral, J)on »eitlem »ir bereite in g. 23 in einer anberen Jtt^ 



*) Senn ber geneigte U\tt, na^ttm er bte 2Cufl9fung bec im oorltegenben 
S3udS)e be^anbelten 2(ufoaben burcbdegangen $at^ aur Uebung nocb anbete ^eifpte(e 
biorbciten mSöte, fo wirb et außer in ben SBer!en oon (Sulet unb ©ttaucb, fci« 
n>it beteitö in S. 8 be^te^ungdm* $. 5 citirt ^aben^ tine ^intei<benbe Tinitoa^i ftnben in 

4 0(1/ 2Cufgaben jut Se^re oom ®r5$ten unb Jtteinften bet iDtfeteniial* 
functionen, ©tuttgatt ld52; (ent^dlt 2Cufgabcn o^^ne 3ntegta(ien/ »te bie in 
unfetm aweiten @Qpite{ befianbeiten) ; 

Stancoeut; SoUftdinbiget ^e^tcurd bet reinen ^ai\^. Iln Sanbe« 4öfßu4 
§• 2d fgg. (ent^dlt eine Sufommen^eaung ber wi^tigflen @ulet'f((en ^Cufgaben ü^ 
antegtole); 

£)(m; Uebungtfaufgaben sut ee^re oom ®t5ften unb 5tleinften/ aU imitn 
2Cn(ang aum VII. Zi)nl feine« „^^ftm htt Vlat^ematiV' (enthält TCufgoben m 
beiben Arten). 



iSap. HI. — 133 — 5. 33. 

1!(^t @twäi^nung getl^an ]^a(en. ^aUi fe^en mit, bamit imurl^ali bed füntf 
Qiationiintewaüi bie 3nbe))ntbente ar ni^t SRnll wetbe, 0<;a<:;;^ »omud. 

I) mit ^altn ^ia V = ?^— />«, olfo 

dy x^ dp rfp ^ 

ballet (cßel^t all «^auptgUi^ung bie Sebingung 

7i 



(1) ^4-2?=o 



^ictaug folgt J^ = ^ atfo bur^ Snteöratiou 

^ =; — -^ Const = 



unb btefe @Ie{(|tinQ mit dx multi))liciirt unb no(i^maM iniegrirt gieit all 
gefugte Function 

(2) y = alog~ + _ 

worin ber 8oflaritl^mua ein 1^9l)ct6oßf^er ifi» 

II) Um jujufei^ett, tb wir jjon biefcr ®Iei(^uttö <2) ein ÜRarimum 
obct SJHnimutn für ü erwarten bilrfen, lereci^nett »ir jut)5rberfi ben 
t)ariirten fflertl^ i^on V^ namHd{> 



2a. I A / I M 2ay 



V + ^V= "2-(y +/^y) - (;> + fT)^ = 






, 2a 



ar» 



fy' 



— 2pf7) 
^iet tüjhVi nun jfi'2da' = — W'P^dx offeni« elnm ttegatiettt SBeit^, 

J« Ja 

bal^er ^abm toit ein äRaittnunt gefunben (§. 28 I). 

ni) S)ieM iDluimum lift fi^ oxi^ o^ne aRAl^e ibne^men. @d 
»teb n&mli^, wenn »Ir biejentcie Function %{x'), itt »ett^e M V bttt(^ 
(ginffii^tung btt flffunbftten gunctfonen fix), fix), f"(x)... i>tx* 
toanbclt, ber in §. 28 benu^ten Sticiti^nung gemip bu)c^ Vg «orflellen, 

^ • 2a» ar ,r * X * ^ 



««bb«JAz|^=-|;|-|iji,fo«^ait 



man 



/Vgefe = — -/^ _ _ _ _ 4- Const. 



S. 34. — 134 — ^ap. IIL 

SÖeflen itt in öetr^ff ber Stttegrötionöörfinjen %mai^itn SJotauö^ 
fefeung 0<a<f fotflt l^ietau« 

jjo"^ "U^4 j'^^ aj ^J 



Jlttfgafce. S)ieictti9e Sum AMB gu itftimmtn, ml^t mit t^rcr 
(Söolute ANB (Fig. 9) unb ben ju ben ' @ränj»)unf tett A unb B gc^ 
J^Srigen Ärümmungöl^alttttcficrtt bcn möglich fWnjictt gldti^enraum citt=: 
f(^Hefit.») 

I) S3ejet(^ttct man ben ju einem bcHeMgen fpimft M ber gefachten 
6uri)e gel^örigen Änummuttgöl^altmeger MIV mit q unb baö gutsjencremeiit 
MM' in bemfetten ipwnöe mit ds, fo wirb ba5 3)tffeTettjioI ber ^ä^t, 
m\^t tin 3}linim\m »erben foll, nämlid^ ber J?erfd&»inbenbe ®ector 
MM'N', \>m^ ^Qds angegeben. 3n Sejicl^ung onf ein telieftigea re^toinf^ 

ligeö 6oorbinatenf9ftem ifi aber ^ = =F^-i^-^ unb ds = ±Qi-\-p^^idx 

ba^er ' ü = t4 f^^c^^ 

Selben n?ir jun«# t)on bem gactor =F| ab, fo ^aben »ir 

^_ (1-^^2)2 rfv^^ dy_4 (ii+p2)p dy_ (i-\-pi)2 

^ dy dp q dq~ q2 

3« 5ölge ber m §. 30 I) grtnac^ten Semcifung läßt fic^ wegen SyV 
= bie «&äui>tglei(3^ung ul^ne SBcitereö integtiren, fo ba^ man l^at 

^ber abgefuriit • 

unb im^ Sntegration ergiebt jl(|> » 

(1) , 2y + i±^ - Ci Are tang;? = Cj 



*) Euler me<b. inv. Cap. III No. 51. Lacroix traite ec(. T. II No. 
868. grancocur; geftrcurfuö it, S&. ll m^ 4 §. 26. Strauch, VarU- 
tionscalc. Th. II p. 289 Aufg. t73. 



6fl1}. III. — 135 - - §. 34. 

Sttbem man nun l^ierdt für q bcn gluöbnicf -^ = ^^ fubfitihürt; unb 
grogeret Scquemlic^Wt wegen — Ci = 2a, Cg = 2c fefet, gefangt mau gu 

2ydp + (1 4-i?2)— + 2a Are tgi?cip = 2ctZi? 

"^^^'^ ^y + r:^ ^^^ = [c - a Are tgp]— ^^ 

S^icfe« ift eine Knedte S)ijferenjtal9lef(6ung jwifc^en y unb ^^ unb man 
flnbet ol^ne ffieitere« aW 3ntegral berfdbeu 



y= -«' + P^ 



(»+J/'+^V_.A,o,g.]Ä) 



= 7qrz2[^ + ^i^^ — ^Ci -f i?2);^Arc tgp 4- ap] 

wobei wir He nene Sntegtation^conflantc buifd^ k öorgefleKt l^o6en.^ 
©erretten wir jebiK^ * — b anf!att ber no(^ n)ilIfÄl^tK(^en Gonflanten c, fo 
nimmt bie ©(ei^ung bie neä^ einfachere @e{laft an 

(2) y—k = (Zf^P ~ ^ ^^^^ ^^P 

Um nun ani^ eine ©leic^ung jmifc^en x unb j9 ju jinben ; fubtrai^iren 
mir öon btefet ®I. (2) bie ©leic^ung (1), na^bem wir barih an bie 
@telle oon C^ unb C^ x^xt SOertl^e, ndmlic^ 

Ci = — 2a Cj = 2Ä — 2b 

eingefet^t unb bie gange ©leici^ung bur^ 2 WMtt 1)aUn. 2)aburc^ tni^ 
fttf)t namli^ 

^ i^p2 _ ap^b _i-M±±a 

unb wenn man biefe ©lei^ung mit — 2dx multtpHdrt , fo er^SJt man 

^__2ap±2b 

J&ierin finb bie Variablen x unb p bereit« abgefonbert, unb man finbet 
ol^ne S&eitered bad integral 

(3) x — h = 1^^ - & Are tg;? 

55ur(^ ba^ @9flem ber ©leic^ungen (2) unb (3) ifi nun bie gefud^te 
(Sur»e bereit« beftimmt; eine enblic^e ®lei(^ung jwif^en x unb y würbe 
fi4) bur(^ (Slimination })on ;? au« biefen gwel ©leic^ungen ergeben. 3» 
biefem ßtotdt lann man fl(^ an^ (2) unb (3) juna^ifi eine neue ®Iei* 



f. 3«. — 146 — «M». UI. 

(3) -i_ . . . 



9Irtaini «ii eis MirHjc« WA citf Hcfn fl8S"9>^ bcna«, Btalt^ 

«ffici r itgnb cnc gasfc S^M {»iftfem 1 n^ n Modoi ftl, fo 
MnKB »ir kaneOc lanrittcO«! mfermoi n 

»ethi tt' btc tobtitc ginutini m« « ca}cu|t S^cr ntr ScfhnAt^ 
Wffc« SMtautt tfl cia MÜfl&ibiftcr 3Hifnai}iaI<n»ticat lab ttft {ii| ncu^ 
MfgfafifCf IRsftiplifitwn «tt cLr tUfmt Sciterci üüniU o i ; bcf Snk^ 
Iw^f baS kAgcfoi Upt ju^ KiAcf ix bcifcttai Sctft ü<M<ftiKim wtt 

£«# imitc 0Bcb ^^90» tfl ivMcr gkUMcataib mit 

«. f. f. 

Sbif btcfm Scgc tWRcr mftcr fvitf^mtciri) »obai inr, iMn tskt 

(4) (- OV'ia,^ 

U$t ffa^ mm mii^t nefe is btc gern rinei »eltfaHjictt 3)tff(ren){al^ 
iiwtitntni bringen. 

SHefe Sctra^bmg, anf jAct riniebie bn 9Kebn bcgogcn, »el^c 
onf bcT mbttn @rite bcr OlriAnng (3) btntn %^uum nötigen, fu^rt 



I 



ea?). III. — 147 — j. 36. 

foflleic^ jtt bem fRefuItat, bag e«, aigefel^en J)0tt ben eien angebeutctett 
unmittelbar integrabten Sef^anbt^eilen t)on (f'äBitz^^ nur nod^ ^ auf ha$ 
«flötegat 

^^ - «'«.^ + «"»,^.? - »"%^+ • ^ 

anlommt, worin bic auf iai $(nfangdgl{(b nac^folgrnben ©Heber aud (4) 
l^ettjorflt^en , inbeut man fucceffl» r flW(f> 1, 2, 3,... fe^t fSHA b« 
^tjt w«öen bitfe Summe but^ S Jejeld^net, fo flnbet mon leii^t 

^= (|)a2M"M -(|)sr3w"V +..+(;)«.«[»]«[»-« 

^ =-(3»)?isM"'M +..T(s)a.M[»w»-»i 



(6) 



• • • • 



• • 



• • 



rf5r=^ö«-«^-^" 



worin (5)= l, (J) = 2, (|)=^1 bte in bfc (Sntwldelung ijon -^ 

eintretenben S3inomiaIcoefftcienten jur ^weiten ^potenj, (g), (J), («), (J)' 
bie Slnomiatcccfftctentcn jur brittcn fpotenj u. f. f. anjcigen. 3tt golge 
S. 32 III) lommt ed nun auf bie Unterführung Don 

an; wenn |l(i& geigen Mgt, bag biefe ®röfie flleic^r 3lutt auffallen müge, 
fo ifl bie Snteflrabilitat »on (T^ffiiwda? bewiefen. g^ ifl aber, »enn r 
»ieber eine flanje 3a]^I jwifi|en 1 unb n bebeutet, ^ 

10* 



g. 34. — 138 — e«|». HI. 

entwtber Pa — ±CO\ tnttotUt p^ — ±O0 

ober Pa = 1 «?bct pp = 

boroiiö folflcrtr S)iefe Jluflöfuttflen tebuciren flc^ aber paaxml^t auf eine 

balb wir in ber ©leic^^img (4) 

juerfl x = a t/ = p=p„ = —- 

uttb bann x== ^ y = p=p^= 

einfefeen, fo erl^alten wir 

aa — ah'\-bh= a?-{- b^ 

alfo a( J — a) = 

worauf, weil naä) ber Sorauöfefeung (J — a) eine l>ojItit)e ®roße ifc 

a == folgt SBenn man bagegen annel^men woHte^ ba§ ))on ben (eiben 

b 
©rißett pa, p^ bte eint unenbli(|i »Are, bie anbere aber (= ^ einen 

b 1 

enbli(^en SBertl^ befÄge, j. 8, totm p^=^ «nb 2?« = - alfo Are tg 

/?a = ±\n fein follte, fo würbe bie cm% ber ©ubtraetion ber ©leic^ungen 
(5) entfptingenbe Sebingnng^gleit^ung 

«[±^ + Arctg|] = 

ebenfalls jwr Folgerung a = nfltl^igen. 3uglei4i mit a = lann aber 
nid^t t^a a\x^ b = fein, weil bie ®tei(|iwng (3) bei biefer Slnnal^me 

fid^ auf X = Const. = A rebucirte. S)a]^er ift - = ~ , unb wie wir be* 

a 

}^mpitt l^atten, p«, p| beibe §uglei<fi unenblldf^. e« mügeu alfo bie 

3:angenten ber Spffoibe in ben ©ranjpuniten A^ B <)er' 

penbifulÄr auf ber 3lbfctf fenajre AB fJc:^en. 

au« biefen ©rilnben ftnb nnn bie @(eic|)ungen (5), (7), (8) gteic^-- 

bebeutenb mit 

A«_j — 



Qap. 111. — 139 — §. 34. 

5Die Sfbtttgung ?>« ma^i aitt xwtf^mnhiq, \>a^ We 0rö§e ^nb In 

ben beibcn Uitm ©letc^ungett mit enigegengeff^tetn Sorjett^en genommen 
tt>erbe; bal^ei: gieBt 

bfe abbttion berfelbcn* f + a.= 2ä 

bte ©uBtraction aier f — a = ±7tb 

mib bie ju tejiimmenben J>ier Eonflanien erl^alten alfo bte SScrt^c 

= A'=|(J + «) 

(9) * = ±-(J — a) Ä = 5 

•^ TT 

SBeflctt a = uni k = b li^t flc^ aBer bk ®I. (4) jufammen in 



(10) ii+ p2 )y = b 

yjby — vv y^y 

worauö folgt pzzz±^ -^ ^^ ober dx^^± /, ■ 

y yjby — yy 

^t^xavx wir iieienige Seite beö ßoorbinatettfelbea, auf weld^er ber im 

gjunfte A [a? = a, y = 0] anfangenbc Sogen ber .ßpffoibe liegt/ afö bie 

©eitc ber ^joptiöen Y, fo flnb gfei^seitig mit dpc auc^ dy unb y <)optij>. 

Sei biefer Sage ber ßoorbinatenajcen ijl alfo in ber festen ©leid^nng 

t)on ben bo))peIten SSorjeic^en baö otere anjuwenben, unb mir erhalten 

burc^ Sntegration 

(11) x — a = \bhic Cos ^^ — \Jby^^ 

2)tefe ®rei*«ng leiert, baf bie ««fla ber e^flotbe mit ber «re ber X 
b. ^. mit ber ©eraben AB jufammenfalle, fo xoxtf ba§ mau ber Son^ 
Panten b feinen negativen SQ3ertlg^ anweif en Wune, bafi man alfo in (9) 

(12) i = + i(f_«) = i.ÄB 

ju nel^men l^aBe, mii anbern SBorteu, bag fl(^ ber SBfirgung^freiS 
auf ber SSafid AB gerabe tinvxcil abgerollt i^ate, bafi alfo bie 
gefugte ^xnimxm^^ ob^r aKajcimumaflfic|)e wirfli^ fo geftaltet fei wie jle 
in Fig. 9 öorgeftellt worben ifi. Sefanntli^ Pub bie Sogen AND unb 
DB^ t>on wel^ien We (Soolute geWlbet wirb, mit ben Sogen AMC unb 
CB bur^auö glei4)e ßplloiben. 

III) Dtwol^I nun an^ ber 5Watur ber Slufgate fci^on erl^eHt/ ba^ 
für bie in Unterfuc^ung ftel^enbe gliche Ü = ^Jqda ein SWaximum nit^t 
mögli^ fei, fo wirb e« jic|> bo(^ ber Wx^t loi^nen bur^ ben (Salful bheft 



8. 34 — 140 — qap. Nl. 

gu pxu^tn, ch xoittH^ Mefe ^li^, totnn man eine öon bei e^ffotbc 
AMCB altod^tnit 6urt>e gwlfc^m beii geflcienen ^vXttn A «nb B 
gfe^en wollte, immer gröger auffallen »erbe oW bo« gur ©letd^Uttg (11) 
fle^Jrtfle Uq . 

2)0 in ber gpKoibe gr = ^ = _^ buri^wefl negatit) ifl, fo 

f)abtti teil für ben Ärämmungai^ottmeßer b{e gormel g= — — ' P^' 

onguwenben. SBoDte man nämlici^, mad gu anbem 3»etfen manchmal 
nü^U^t Dienfle leiftet, ben Ärumm«nfl«^olbme§er iajb ott iJofltii)e iaib 
oö neflütiöe ®röge nel^men, je nod^bem bie (ämt>t conca» ober coitöcj 
fleflen bie STifciffenore Heßt, fo würbe unfere «ufjaBe feinen bejümmtcn 
®tnn mel^r l^aien, weil ftc^ burcf^ SCnnal^me einer mit einem SBenbungö^ 
pmftt gwif<i^en A wnb B »erf eigenen 6Mrt>e bewirten liege, bag bie frog* 
lic^e %lä^t fllei^ 9luU würbe ober beliebifl große negatitje SÖertl^e cr^ 
hielte. SBir l^alben bal^er gn fe^cn 






dx 



• • • 



V a 

hierin ifi nun 

(1 + P' + 2p/'p 4- z'pS)« = (1 4- p»)» 4. 4(1 + ptyprp 

+ 2(1 + 3p»),'p2 + 

i-\-Fq q ?'"•"?«" 
ba^et We in %. 28 1) burci^ 5*2 tejei(^ttete Summe 

1 ir 2(l 4- 3p») _, 4(1 +p2) (1 + p»)» A 

= - ^(2( « + V'')FP' + r2p/-p - i±^r?]') 

a)c innnrl^ali be« SniegtattottSitttwoII« »tb« Wf neflatiw @tti§e 

1 yy 

Tj «0* P unenbH(^ »Jrb, fo ijl bie aWööItd^feit baf, obwohl 

Si »äi^renb be« 3nteötation«int«t)fla« fortwa^renb »»oflti» ijl, benn«^ 
/fiieir »ieDtit^t negati» aulflfle, l^lei objefc^nitten j tS beflfet al\t 



Qap. III. -^ 141 — %. 34. 

^ I Cl 4- 2>2)2 

Szdx, ^ttait toit Vq = — ^ l' — ' ^ -dx fettfl, einen <)ofltit>en 

t/ a 

aOSett)^ b. 1^. ed i^ Uq tt)id(i(^ ein ÜRinimum. 

S)er 9udbntd für blefed ÜRinimum Uq seftaltet ft^i fel^r einf ad^. 
3» Solge unferer obigen ©(ei^ung (10) iß ndntlif^ 



ballet 



1 



uttb l^ierau« üo = j bdx = ft( J — a) 

ober »ermSfle (12) Uo = nrft2 

alfo an Sn^alt flleic^ bem über CD aö 5)ur(^meger bef4)riebenen Äreife. 

anmerfung. SBir benu^ett bo« l^ier flewonnene JRefnltat, um 
nod^mald bie in §. 30 ^maä^tt SSemerfung über ben ©ebraud^ ber ^rAnj^ 
glei^ungen jur Sefilmmung ber ^ntegration^conflanien in beftdtigen. S)a 
bei ber Sntefiration ber «rf^jrunfllitl^en Diffcrenjlalgleicl^uttfl jjier unbe^ 
ftimmte ^onflanten eintreten mußten, fo fagt guter am ©dringe feiner 
Sel^anblung: Ex quo intelligitur curvam quaesito respondentem 
esse Cycloidem, quae per qaataor data puncta determi- 
n a t II r. ®p&ttxt' Bearbeiter berfelben aufgäbe »ieberlSioIen bie« , ober 
)}erlangen, ba§ jur Seftimmung ber geba(|ten ))ier @cnßanten auger ben 
®räny)unften A unb B no6) bie JEangenten biefer fpunfte ober fonft j»ei 
SefHmmungöjlüde ber ßuiüe gegeben feien. @Ui^too})l barf mon l^ierbei 
tti^it unbea^tet lafen, baß fo oft in einer berartigcn 2(ufgabe b{e 3nte^ 
grationdconftanten i^l^ne Senu^ung ber ©rfinjgleicbungen au9 anberen 
Sebingungen beflimmt mürben; bur(^ bie auf biefe 3Beife erl^altene 
®Iei(^ung y =/C^) eigentlid^ ni<bt bie urfprungli4> -formulirte SCufgabe^ 
fDHbem eine merfUcb bef4ir&n!tere aufgeUft wirb. Senn menu 
man ). S. bie Sage ber S^angenten in ben ®rdni))unlten A unb B aU 
gegeben ^oraudfe^t unb {ur SefHmmung t)on gwei Sonftanten benu^t^ fo 
er^tt man für U ni^t ein SDtinimum in Serglei^ mit allen 
übert^au^^t migli^ien @ur))en gwifc^en A unb B^ fonbern nur in 
gSergleic^ mit folt^en, wtl6)t an bieftn ©ranjpunöen unter ji(^ (unb mit 
ber gefugten 6urt>e) in einer ©erfil^rung ber erften Drbnung 



§.35. — 142 — eai). ni. 

I 

[teilen. Unb imä) tiefe SSefc^ranhmg in bct Slugwol^l ber öarftrenben 
guröen erleibet ber Sinn.ber Slufflate ehte ni^t ju iiierfcl^enbe SKobU 
fifation. 



Otwol^I eö und Bei ben im Setfaufe biefeö 6ai)itel« bel^anbeltcn 
aufgaien geluttflen ip, bie JJroge, ob bie biu(^ Sntegtotion ber »j^auft- 
gleic^wng gefunbene JJwwction y ^=^f(jx!) ä^sl aJlajcimum ober ' ein SKiiU' 
tnum geliefert l^ote, iiod^ ben in §. 28 j)on und entmitfelten SRegeln Ici^t 
JU entfcfieiben, fo borf man boc^ \\\6;)i glauben, ba§ vxaM mit biefem Se^ 
fal^ren in allen fJöBen audreici^e. ^txvx ba ed, »ie »ir im angeful^rten 
^aragrat)]^en unter IV) bereits bemertt l^aben, unter Umjtanben auf eine 
jwerfmä^ige S^ranöformation bed SluSbrucfd J Szdx anfommt, fo fann 
t$ jtc& lei^t ereignen, bag man i^iele aJlul^e aufmenbet unb an bal ge^- 
TOunfd^te ßitl bo^ nid^t gelangt. 2Öir glauben bal^er jum 93ef(^(ufie mJ(^ 
eine üHetl^obe auöeinanberfefcen ju mfi^en, »eld^e jur (Sntfd^eibung ber 
angeregten grage öonS^cobi angegeben morben ijl*) unb moburd^ biefer 
tiefjlnnige ©eometcr ni^t nur eine bia ffitx^tx unöoHfommen audgefüffte 
güde in ber gel^re S)om SDlajimum unb SKinimum geebnet,' fonbern jw- 
gleich brei für bie reine Sl^eorie ber Functionen feljir tntereffante ©äfe 
aufgefteHt l^at 

er Per ßel^rfa^: ®ejeicf)net man ben Hufen Si^eil ber ^aupt- 
flleid^ung (§. 25) nfimlid^ ben Sludbrucf 

butd^ SQB, fo läßt [x^ bie SSartation rfSÖ auf fofgcnbe gorm bringen 

worin ^0; ^1/ ^2;- flcwiffc ««^ i>^tt ^jartieHen S)iffereni{af(|Uotiemen 
jweiter Drbnung ^t>n V gebilbete Functionen finb. 

I) aWan erl^filt nSmlid^ junäd^ft 



*} Crelle> Journal fiir d. Math. T. XVII CIBSr) p. 68. Auch indem 
von Liouville herausgegebenen JournaI.de iMathemaliques^ T. Jll (1838) p. 44. 



Qap. in. — 143 — g. 35, 

(1) + ■^[d'y^iy + ap',Vrfp + d',Jiq + a,',Vrfr + . .] 

- —d^idh^^v + aprVrfp 4- aiv<rj + aiv<rr + . .] 

— |— •• •• •• •• •« 

J)Jefe entnjidelung ftnfet pc^ barawf, ba§ fftr ieb<n SBcrtl^ ber ganjcn 

l)DJWiöctt 3a^I n bie 2lu3brütfe *^f-^^"V„^ unb ^^ö? W„ tocnttf^ 

pttb, »ofcci Vn ben nten ton ben })articllcn 5)ifferengiaIquotlcuten Q^Y, 
aqV^... öorfteHt. Da bic UcBcrtragung ber in §. 3 Bcwtefencn ©ref^r 
(iuug rf^"j^ = c?"rfy auf ben Dorllcgenben galt DlcIIeid^t an« bem ©rnnbc 
bcanpanbet werben fönnte, »eit bort rfy eine unmitteifcare Variation 
mar, toSf)xtn\> gegenwfirtia Vn nur öermdge be« ©nf^lufie« i>on y, p, e^^ . . . 
' m 1 1 1 e 1 6 a t »ariirt (§. 5), f o wollen wir jur t)oEfiänb{9eren QSegrünbung 
bic nötl^ige «nweifung geben, ea reicht ju bfefem 3wede f(^on l^in, 
inbem wir unter v irgenb eine gunction oon i^; y, P; q,... tjerftel^en, bie 
cinjige Olei^iurg 

(2) idv = d6v 

ju erweif en; benn offenbar wirb man l^ierwn auögeH^enb auf bem in §.3 
eingef^lagenen SBege ju J(i"v = cZ"rfF gelangen. 

9Zun ift 

ddvziz Sid^Ydx -{- dyydy +9pVrfp + . .) 

+ djY^dy + OpVrfdp + . . 
ddxVdx 4- ^QyYdy + rf3pVc?p -f • • 
= dyvMy + 9pV. JJp 4- . . 

+ \diy^iy +9,Wp +..]c/ar 

+ [9yyV(ry +8fpV<fp +*']dy 

—j— • • • • • • 

©ummirt man l^ier in SSertifalcoIumnen , fo wirb 

bie erfle glei^ 8yV.ddy + d8yV.rfy = c?OyV,J^) 

bie jweite gleich SpV.dJp + (üöpV.cTp = rfOpV.rfp) 

u. f.T 



8- 35. — 144 — Qap. m. 

alfo bie ^anit ®umnte gleid^ 

diOjYiy + öpVtfp -f- . .) = rfcfv 
waö ju icweifcn war. 

II) 5Ruu tcac^tc man für ben JJatt, bafj tu V itut a?, y, p »or* 
fommtn, bie Transformation 

gern«, »ottt in V oud^ no(i^ g- etttl^aften iji, l^at tnnn 
gerner, »enn auger p unb q anä) nod^ r in V öorfommt, mirb 

M. f. ». 

STOittflfl biefer 3:ron8fonnot{oiten folgt nun au8 (1) tw ©anjett ^ = 

35iefe gormel ifj, xomn V = F(ar, y, p,,.-) feine fifil^ern 3)ifferenjiat 
quotienten t)on y alö ben jnr britten Drbnnng gcl^öriaen r ^ -^ fjit' 



6ap. in. — 145 



$. 36, 



mt, t^oniWnbffl b. i. auger ben J^inflefc^rieBenett «Sefianbtl^drett flieJt e^ 
»citer feine; «nb f!e it^t tohtlit^ bte im «ej^rfa^e Itf^aupMt gorm. 
SBeittt in V^ »te bo^ bei ben anwenbungen meijten^ ber gall fein »irb, 
. ber S)tfferenjiarquottent r fel^It, fo faflcn biejenigen fec^« ©lieber weg' 
worin Sj^V, öprV, öJrV, öiV öovfontmen. U. f. w. * 



3»eiter «el^tfaft. 6« möge in bcm «uöbrude 

ä(^xy tint t>8Big unbefiimntte gunction Don x, bogegen Sr^^, Sr^, STg, .. 
gegebene Functionen t)on x bebeuten. ®^xtiit man nm bloß i2 an^att 
ÄCa:) unb bcuft fld^ bie ®Iei(^ung 

welche in Sejiel^ung ouf Ä eine gewöhnliche a)ifferengiarglei(^ung ber 
jweiten, ober ber vierten ober 6ten u. f. f. Orbnung fein wirb, je na^ 
bem in J^ffl l^inter %Si no* ein ober gwei ober 3 jc. ©Heber folgen, 
bereite integrirt, fo bafi ttm i2=t/;(ar) = w ein integral wdre, -^ 
jefet in (1) alöbonn n = uw, wobei co eine beliebige Function j)on 
ar öorfteHen foH, unb bejeic|)net ben «uabrud, in welken fld^ J'SB burd^ 
biefe ©ubpitution Derwanbelt, mit tfSöi; fo wirb bie Sntegration 
/(fSÖi.wrfa: fi(^ in JJölliger ailgemeinl^eit auafu^ren lagen, 
nfimli^^ ol^ne bag über bie Sefc^offenl^eit bon © etm^ ?fl&f)nt^ fefigefcfet 
iu werben braudj^tj unb man wiib einen auöbru* erl^atten, ber in ^^ 

jiel^ttng ouf bie unbejHmmte gunction ^ = »' rta^ bemfelben ©efe^e 
geyibet ift, wie rfSB an^ n nämlUfy 

btt jebc^ in Sejie^uitö ouf bie onjeieifltm JDifferenHotionm ju einer 
nieWfleteit Otbnung gel^ärt, fo bap wenn ^fsin^l in (1) ba« It^t 

®Keb iü, in (2) ba« leftte ©Heb ^^^[s^.g!^!] fein wirb. 

1) 3«ttÄ^P ip 

10 



§. 36. — 146 — . Qap. lll. 

(3) -1;^ • • • . 

«nel^mtn wir ein ttlieWfl«« ®«tb o«8 Wtfent «Sflrfjat l^ttau«, nÄrnli^ 

cte' V 'dar'/ 
»oiel r irflcnb eine flauje ä^M J»lf*en 1 m\> n tebeutert foD, fo 
fjnnctt wir baffefte «nmittettot umformen in 

worin m' bie berijjirte gunction öon u anjeigt. Der erfJe Sefraubtl^eil 
biefe« anebrwtfö ijl ein ijoUflänbiger 3)ifferenjiaIquolient unb lägt f!d^ no^ 
jjorgfinftiöer aRuItipHfatiott mit dx o^ne Söeitere« inteflrfrenj b«r ®iA* 
trai^enbtt« bftflegen ISJt i^^l^ »i^*^^^ '*^ berfelben Seife ttanöfocmiteti mt 
mit bem nrf^jriingUii^en »u^bmcfe ßef^fel^en ijj, namli* in 

5)al i»eite 01ieb l^ierijon i# »iebet flWt^feebentenb mit 

n. f, f. 

$luf biefem SBege immer weiter fortf^reitenb werben wir; wcttn tmr 



d^u 



^ bur^^ wW t)orjiellen , f^Iiegliif) ju , 



flelanflin. 35er lefete SeflanMl^eil l^ieröon aber, nämli^ 

(4) <^-*)^^^«'-^ 

I&Bt P^ tt"^^ «^#* ^^^ *^ ^^^ S«'«« ^iw^^ öoHpdnbigen SJifferenjiat 
qwotienten bringen. 

SJiefe SSetra^ng, anf jÄe0 einzelne ber (Stieber Bejogen, »elcffe 
auf ber rechten Seite ber ©leic^unö (3) Ol^inter %uum na^folgen, fü^rt 



' ^. 



Qap, III. — 147 — j. 36. 

fofllei^ itt im gjefultot, bag c«, aJgefe^en J>ott ben eicu angebeutetcn 
Mttmittcttat itttcflraWett ©ejianbt^rflcn öon cf SBiw^tr^ nur nod^ ' auf ia$ 
«flflteaat 

««.•«— «■»'.^+ «"«»f? - "■"•'.1^+ • ' 

attfommt, worin bie auf ba« Slnfangöglieb tta^folgenbeit ©Hebet auß (4) 
H^erDorgel^ett; tnbem man fucceffiö r gleich 1, 2, 3,.., fefet. SBiA bet 
^rge wegen biefe Summe butc^ S Jejeid^net, fo flnbet man ki^t 

^= («)2i2M"M -(»)3(3M"V +..+(;)?r„M[»w»-«i 



(6) 



• • 



• • • • 



• • 



Sr=+G)a.«^"^" 



worin (5)= l, (f) = 2, (1)=^1 bie in bie entwitfclung tjon -^ 

finttetenben Sinomialcoefficienten jur gweiten ^otenj, (g), (J), (|), (J)' 
bie ©Inomialcoefflcienten jur btitten fgotenj u. f. f. anjeigen. ßn golge 
S. 32 III) h>mmt ed nun auf bie Unierfud^ung s^on 

dto dx d(o'^ ^^ ^dx\doPU ^dx'^y.dtfJ^-'U 

an; »<nn {{^ {eigen Ui^t, baf biefe ®t&^t glei^ 9htll audfaEen mfife, 
to ifl bie 3nteflta:bilität oon S^iUdx :bewiefen. @d i|l a(et, wenn r 
»iebct eine ganje Sai^I {wif^en 1 unb n («beutet, . 



d r^^_, ,., ,. .,-. . <P 



Q^rum^^ - ^[G)2f'«'^'«''-^'] +^[Ö)«««'''«"-"] - 



• • • 
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§.36. — 148 — «äp. in. 



1 •• 



_1_ • • • • V • • • • 

, , • • • • • 4 

(- .y[- (.i,)M.ww - (;!.)Cr'K-^"-Gi.)C7')»'-i^ - ■ • 

in »cl^et (Sttt^»t(felun9 bic bciben legten J&oriiontalreil^en mit folgeuben ©liebem 

ft^Itegen. Snbcm wir ieatpc^tigcn ^icr in SSertilalcoIijmnen ju fummiren , Semei* 
mir jund^p, bop fi* fitr iebe flonje l)ofltiöe 3a]^l z, bic »ir jebr^ <r ]^d#a 
= r beulen, fidE> bie ©umme 

m - uocto + (.:«)('t') - (-»)C^') + 

+ (- iy-'-'(A)(V) + (- i)-KJ)^ 

auf bie etnfa^ere ©efialt 

(9[(v)-(v)+(v)+ V- + c-*)'-*~^(--0+(- iMl-OJ 

bringen ISft, weil nam«^ in iebem ©Hebe anftdtt (,%)('^*) ber gonj ibenHfc^c m 
brud (i)(V) fwbfiituirt »erben barf. S)ie gewonnene Transformation ip aber nii 
loieber glei(^bebeutenb mit 

(i)[t _ 1]- = {j;o- 

olfo gleich 3lutt für jebcn ber l^ier in 5?etra^t fommenben SQSertl^e i)on z {Wtfi^n 
unb (r — 1), bicfe beiben ©ränjen nocb miteingcrcd^nct. SDai^er gelangt man 
bem^ ®^Iug , ba@ bie <Bnmmt {eber einzelnen S3ertifaIco(umne in (7) glei^ 9luD r 
mit Sludnal^me ber aOerle^ten, mel^e m^ bem einjigen ©Hebe 



• • • 



6aj). IIL — 149 ~ §. 36. 

leflfl^t. 2)fm«ad^ erflAen jl^ au« (7) inbem »ir fucccfpj>"r[= I, 2, 3, . . / 
fetten , bie "3^ {jungen 

• • •• •• •• •• 

lt. f. f. 

iinb>t(3ui{tl^«nfl Ut Ui (6) nuffltflclltttt gormtln ffii: ^, ^, ^^ it. 
txffalttM wir 

dto dx dfa* ~ dx^ dto" ' dx"" 'dcsf^^ 

3)cc teilte Sll^cit bicfet ©let^ung tebucirt fic^ abtt ber Scbeutung J)0tt w 

}u golgc auf 9lviU, alfo mug audji bct linfe Z^til gld^ 9lun fein. 

II) Um nun jefet ben fflert^ t)on J'S'SöiUdx ju- bcfiimmcn, Mute 

f« junfi4)jl auf bie S3ete<^nung »on J'Sda? an, ba bie uJrigen Seflanb* 

tbfile oon JS^^udx »ermJfle ber in I) erfiarten Jlwnafonttation ber 

u r d.UüTl u -nF^ d^ucol _ „, . ,. , 

®rö§en ^^^j-^J^ [^"^L^^Tor^-J "• ^' "^- <^* 0^1«« «nfac^ 

buc^ SQBeflta|iln9 be« Sifferentiation^geic^cnö ergeben. 6« »urbe ber^ 
molen in ben gormeln M §. 32 an bie ©teile t)on V ber' Studbru* S 
treten, »fi^renb w, w', w"; . . . blefefte dioUt ^pitUn wie bort y,p,q,... 
imb wir fSnnten bemna^ bie Sered^nung Don JSdx ixaä) ben bort ent^ 
TOtdelten Siegeln bur(^fill^ren. Da bie ju integvircube Function S, mie 
bie unmittelbare Slnfc^auung be« obigen Slu^biucf« (5) erlennen Wgt, 
fiber]|^aui)t nur bie erften fpotenjen \>f>xi co, w*, «", ... unb nur in linearer 
Seife entl^alt, fo ifi e« gemattet, um ba« im anqefül^rten fparagraj)]^ett 
irntet IV) erfldrte SSerfal^ren anjuwenben, bie bafelbfl burc^ J^o^ l^O/-- 
»prgefJeDten ©rö^en (welche bie«mal burd^ w^, (o'^, w''q,... ju be* 
jei^ncn fein würben) fämmtUc^ glei* fRnU anjunejmen. 

Obwol^I aber ba« weitere SSorgel^en auf biefem 9Bege feiner @((wie» 
rlgWt unterworfen ifl, fo bfirfte e« benno^, um ba« gefu^fte Sntegral 



« 



• 
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^ttaht in ber gorm 

(2) jm,uä.=.^,.'+^-^-\-^:^+... 

jtt erhalten, \>id xüfß^tx fein Don bem urf})rfinßHd^en auöbntdc felip, 

audiuflel^en. 3iibem wir und gut 9lbttirsung ber Formeln auf bie l^iei 
I^inflef4)rietenen IBejlanbtl^eile »on tfffliw Jeft^ränfen, »a« für bie »n^ 
»enbungen »eitl^in ou^reid^en wirb, gebenfen wir ieben biefer ©eflüttb^ 
tl^eile, mit Sludnal^nie bed erflen ^uu(ü, einjelln bem flegenwdrtigen 3»^^ 
gemifi ju tranaformiren. 

(Srjlenö alfo wirb, wenn mon für -^ feinen fflertl^ w'« + w«' 
einfe^t unb bann bie übrig bfeibenbe S)ifferentiation audful^rt; 

dxL^ dxA j dSl^w , , ^ A ([2, ij-f [2,2] 

i&ierin ifl bie Summe 

[*/ 1 J + [1/ 2J = [w-^^^ h u'Miuyo — l ■<» 

ba^er +[1, 2]) Aa^ww , . ^ ,, d ,^ 

«t««K rö^ ^ fcir d:u(ßr\ d.%4u' x d ^^ ., 

««b (8) «^L^-^J = «-^<» +^1«*«««'] 

III) mt mvMt\bcLXt gntutdelung be«. btitten ©Hebe« «on (rS!,u 
»äm«4> t*^[8J2^] ^at «an 

[1/1] [1,2] [1,3] 

[2, 1] - [2, 2] [2, 3] 

[3, 1] [3, 2] [3, 3] 
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Slun t^ 



-«"' 



[3, 2J + [2, 3] = 2[«-^ + V.5l2«J«'"= 2-^ 

— 2— 5— mV 

[3, 1] + ri, 3] ) ^ dltjjuum" _ 2^:!^«'ft," 

+ f3, 2J + [2. 31 + [3, 3J) fto« dx 

^ietitt iß ba« (e^te ®lUb fllei(i^n>(tt]^is mit 

\Jf0VV \Af^^^ 

uttb bie ©«min« i^iewon unb bem ebenfaaa mit /»" multi^jllcirten 93e» 
itanbt^fife [2, 2J ifi 

2[m^^ + «IjCmm" — «'mOK 
Gnblic^ ift nun 

[2, 1] + [1, 21 ^ 2[^(«-^) - u'-^ + «-5^]«' 

S)tmnaA mitbt fi^ int ©anjen 

(9) [1,1] ^^ 

+ [3,l] + [l,3]+r2,2jr + ^diü"-^+^*^"" ^^ J 

+ [3,2J + [2.3] + [3,3]1 +5h«««"] 

att bit »erfangtc XrottgformÄtion t>ott ^;^L^2-^^J- 

IV) «iettfo flttbet man fJi «^-J^L^a-^jrJ *^« ®^«^ • 



§. 37. — 152 — ^ Ca»>. HL 

Uttb inbetn man Wcfe auÄrficfe (8) (9) (10) In ben urf}>rfittflll<^n 
Sitttff t)on S'fEüi.u namli(|^ in 

cinffll^rt imb in^Uid) Ua6)M, bag ia» ^iQStrgat 

J)enn8gc ber Scbeutunfl öon w P(i6 auf ?lutt rebucfrt, fo fielet man m6)t 
aUtin, ba§ b(c übrigen ©liebet einen öoDftfinbigen Differengialquotienten 
Mlben, »a« mit bem in I) bewief enen nbeieinftimmt, fonbetn and^^ bog 
bet auf blefe SDeife flewolinene au^bmcf für baö Snteflral J&^^adx 
»irlHiejf bie gorm 

beflfct. — gfir ben gaU, bag in rfffi nur %, a^, «j »orlommen, ba§ 
alfo f^on 2I3 fllei4> 9luU ifl, wie jlc^ bied in unfern gufünfHjen 
ainwenbunflen ereignen wirb, l^aben »ir 

(11) ®ö ^ ^*'''' + ^(""^S^ + ^2(ww'' — u'u'i] 

wSl^renb $2 f^'^n ))erfd^n)inbet. 

©rittet Sel^rfafc: SDenn bur4> Stttefltation Jbet foflenannten 
$au)>t9tei4^ung (bed %. 25) n&mli^ 

(1) 2ö=:^--Ld— + — rf?— = 

dt/ dx dp dx^ dq 

bie gotm bet gefuc^ten gunction y=f{Xj C|, Cj;.*) befHmmt »orben 

iji, but^ »eI4>e V = J*\dx ju einem SKarimum obet 2Rinimum ge^ 

mac^t merben foD unb wotin ^^, je na^ bet Otbnung bet S)ifferen)ial^ 

glei^ung (1) tlnt gt5§ete obet getingete Slnjal^t anfangt unbefKmmter 

linS erfl bur(^ anberweite Sebingungen gu bejiimmenber Sntegrationdcon^ 

flauten C^^ C2^... t)orflnben »erben 5 fo »irb ber ©iffereniialgtd^ung 

tt>el^e unferm erjien ^el^rfa^e ju golge {!(f^ auf bie gorm 
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bringen U^t, jebet in Seittg auf eine ber Sntegrationdconfianten C| ^ C2 ; . . 
genommene ^artieOe IDtfferenjialquotient 

dy_ _ dy_ 

an bie ©teile üon cf y fl^f^tt, ©enufle leiflen, fo ba§(fV = Mi, 6y = u^^ 
2C. fämmtli* <)artihiISre Sutegrafe ber ®rci^utt8^rf^ffl = flnb. 

I) m^ (1) wirb man auf bie unmittelJarjie 2öeife J^SB babur<i& 
erl^alten, ba^ man y'\-iyfP-\-ip,q + iq,*** öu bie ©teile ^on 
y» JP/ ?^ • •• f^Wf »on bem babur4> entflanbenen ^udbtutf ben urf^jrfinfl* 
Heiden fultral^irt unb bann but(|^ bad S)iffeteniia( bed SSariatlon^argumentd 
bfeibirt; alfo 

Senn man nun aber bad aDgemetne integral ber ®Iei(^ung SS3 = 
ttämlidj) bie Function y=f{x, C^, C2,..) naci^ einer ber in i^r ent* 
(altenen ^ntegrationdconßanten g. 9. nac^ C| bifferentürt unb bann 

fy = «,=J'-a««{mmt,alfo 

■^ dx dCidx dCi 

rfv, = ^y - ^y - j'i. 

* 

fefet: fo »irb J^SB ben SBert^ erhalten 

'-'^^ rfy rfC^ "•" dp dCi + rfj rfC7 ^ 

5)tcfe« iji offenbar einerlei mit ^^ b. l^. bemjeniflen Slu^brucf , ben man 

tx\jüi, »enn man in SQ3 t>ermöge ber ©lei^ung y=f(x, C^, Cg;...) 
bie Variablen y, p, q,*** fimmtli^ ald J^unctionen ))on Ci anfielet unb 
in Sejiel^ung auf biefe« Argument C| ben totalen 35iffereniiaIquotienten 
öott ä bilbet. IDa nun aber bie Oleic^ung SB = nac^ ber aSorau«* 
lejung für jeben beliebigen ffiert^ ber in f{x, C^, C2,...) enti^altenen 

(Sottilanten C^ ©eltung l^at, fo vxvi^ ^ = fein, gofgli^^ mu^ fl(b ber 

(ei (3) aufgehellte 9Bert]^ Don i'SH ibentifc^ auf dlnU rebudren , b. ff. 
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dv 
bU o}x^ bem flefunbcnen y=f{x, C|, Ci,. ..) fut ^ iu beriöttcnbe 

guncttott öon a: tnu§ ein Sntegrat bet Df jfetenjialöleic^uttfl rf SB = 
fdti. Dctfelbe @*Iufi läft fl4> aber offenbar in Setreff ber anbem 

JuncHonett ^3 = ^-; ^ = ^~ "• f- f- aniMen- golfllic^ flnb ou(^ 

S'y = u2, 6y = u^,... lauter })artff«Wre 3ttteflrale ber ©iffrTettjtat 
flielcbunfl (2); »ad gu bewelfen »ar. 

II) gattett btefe iJartifuWren Snteörale fÄmtntH^ »on einanber t>er* 
fi^iebctt avi^ «nb ift il^re «nja^^I glei* ber Orbnung ber ©iffereniial' 
flleiiunfl (2), fo wirb, ba biefe ©lelci^uttj in Sejiel^uttg auf d'y, 

^y^_Jf^,.. UneSr ifl, i^r attjemelnea Snteflral nac^ einem be^ 

fannten ®ote ber 3nteöralre^nunfl bur^ 

(4) S'y = fiiU^ + fi2U2 4- fh^3 + • • • 

angegeben, totibti fii, IH7 thf*** »iHfül^rli^e Sonflanten fein foDen. 
SDaß im aUgemeinen bie «fnjai^I ber u^, u^,... mit ber Drbnmigdja^I 
ber ®l rf ffi = übereinpimme, i|l and ber in 8. 35 mit (!•) numerirten 
gormel für Jffl unb mit Stüd^^t auf ba« in S. 30 über bic Orbnunj 
ber $au:ptgle{(bung ä8 «: ©efagte lei^t einjufel^en. Slber au^ o^nt 
bie t)oII{)änbige Summe (4) gu bilben fann man fc^on jebe un^oDfl&nbige 
Kombination mie 

ober ^112^2 + A*3^3 

u. bfll. 

att ein 3ntegral ber ®l (2) Unui^tn. 2)ie beliebig annel^mbaren (5on^ 
panten fii, fjt2, fh^**- ^^ (^) »«^^«k« ^^^ bur^ Sntegration ber ®L (2) 
ttotl^toenbig l^erbelgefulgirten Sntegrationöconfianten , »äl^renb C^, Cg;... 
»e((|e in Segiel^un^ auf bie Integration ber @Iei^ung (1) 
ndmli4>2ö = n)infill^rli4> waren, bei ber Sntegration ber ©lef^uitj 
(2) n&mUä^ (f2B = o »ie gegebene 6onjianten anjufel^en flnb, ba 
man bie in (2) »orfommenben ©rößen %, Sli ; . . * baburcä^ gu befUmmten 
unb gegebenen Functionen t>on x gu mad^en l^at, baf man in bie aUgt* 
mtlntn au9 ben Sifferengialquotienten t>on V gebilbeten unb bei ber Se* 
grfinbung beö erflen «ej^rfa^e« entwidelten auÄrfide für STq, ^t,** * o« 

We ©tefle t)on y, p, k. bie SBert^ /(x, C,, Cg; . • .); ^^^^L^^'JLii 
K. fubjKtuirt. 



iSap. III. —165 — 8. 38, 

§♦88. 

üJlit ^filfe bft in ben ^ctanqt1)tnhtn brei S§. entkotdelteti Sef)rfAte 
(A^t fli^ nun bdd ^{nbentid, n>eld^fd bei bet Sntfddeibung ber ^tage ob 
man bur^ Sel^anbTttng bet «^au^^tgleicffung einen SDtajdmaltvert]^ be^ 
SntefltaW ü = J^Vcte ober tln 5Dllnlmum ober feine« Don betben- (je* 
fuitben l^abe, bie bebeutenbfie ®4in)ierigleit bilbet, «nb weld^ed borin be^ 
ftt1)t, ba§ in ben für /^ü^ ober (f^ü gebUbeten 5«u«brü(fen (S. 28) fl* 
noi^ iingerabe ^otenjen oon miHhii^rli^en J^unctionen unter 
bem Stitegraljei^en öorftnben, jiemlic^ leidet bewältigen. 9Da« jiu 
biefem ßwede bienfame fBtx^af^xtn »erben wir f&r bie brei %&üt, ba§ ber 
gegebene Sludbrud Y entweber nur x unb y eutl^AH, ober {meitend^ "tai 
barin ber 2)ifferengiafquotient erfter Drbnunfl p, ober enblicj, ba§ barin 
an<S) ber S)iffereniiaIquoti^nt gmeiter iDrbnung q ^ottommt, im Sinjelnen 
je^t angeben; babei gelten wir gerabeju Don ber ^etra^tung bed {weiten 

Sariation^quotienten cf »ü = tf ^ ( Vc?:p = U'^Ydx felbp au«. 

• Ja Ja 

I) 3m erften %aUt, wenn nfimli* V = F(a?, y) ift, l^at man bie 
,Öau|)tflIei(^unfl 9yV=0, woran« y =/(:r),ol^ne Swt^flwtion folgt; ünb 
©ranggleic^ungen giebt e« (eine, ^u« 

rf ü = f (TVcfe = (djVi'ydx 
folgt nun femer 

J&ierln wirb jebo^ ber gweite SJejlanbtl^eil weflen 9yV = t)erf<^winben, 
unb in bem übrig bleibenben Siudbrud erl^ilt ber unter bem Sntegral^ 
jeic^en beflnblic^e Factor cf^ einen ))cfitioen SBertl^ für |ebe beliebige 
8ef(^affenl^eit t>on iy, bie wir jebo^ felbftDerjtAnblicf^ al« tint reelle unb 
innerl^alb be« 3ntegration«tnter})aII« continuirlicl^e Function Don x beulen. 



3)e«^alb ifr rf ^ü eine '^'^^"^^ ®r8§e unb U = | Ydx tin 



negative 



L , . lüRinimum 
a maximum 

mnn wA^enb be« 3ntcgration«intert>aS« x = a bl« ^ » ^ bie gunctiott 

8JyV fortwä^renb einen ' .. fflert)^ beflfet, unb ni4>t etwa unenb* 

inegatiDen 

li^ wirb. 

Strafe e« P(^ , ba^ 8^V öon x = a nur bi« ju einem jweiten 

SBertlSfe ^ == ?i ; ber jwar >a aber <;? »Are , einerlei Sor|ei(|>en be^ 
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Ifielte , fo toütit man auc^ nur • t)0n einem Tlaümum cbet !Dlintmitm | 
bed SntegroW J'Yda: innerl^alb foIdS>et eiifleret ©rAnjen fprec^en Wnnen. 
3)iefe Semerfnng mürbe uBriaend an^ Ul ber S)id€uffion ber fo(genben 
gdfle anjubringen fein, m^f^alb mir {ie l^ier ein für alle ÜRoI ma^^cn 
»ollen o|ine fle in 3«*wwft ju »leberlgiolen. 

U) 3»elter goU: 6^ fei V = F(iP, y, jp), ^let ifl 

mad »ir bur(^ 

Sj\dx = Ncfy + J fflcTy^ 

DotfieDen »oDen. ^(iraud folgt 

SQBejen S3B = 0; ml6)t€ bie ju <ntearirenbe ^au|)tfllei(^un9 toat, m- 
f(^n)inbet aber l^ierin bad le^te Sntegraf. Unb fobalb man ju ben 3nte^ 

flrationaarnnjen fibergel^t, öerf4>»inben auc^ bie ©rSgen [^^V]^, P^"V]a, 

S)enn entweber ifi nad& ber gorberung ber aufgäbe [^y]^ = unb bann 
ifl »eflen 



1:2 



au(^ i^^]^ = 0, — ober ea ifl [fv]^ nidj^t flleit^ 5ttuB ju benfen, bann 
aber mu^ wegen ber ©rÄnjgleit^ungen btfannüi^ N^ = fein (§. 25). 

golfllic^ »erf&winbet .[Nrf'V]^ {ebenfaHö; unb berfelbe @4^Iug Wßt fl* auf 

bie ®r8ge [Nc'' V]„ anwenben. 

gemer ifi rfN = öypVcfy + 8jpVcr>?, ba^er 

cf^2|v^ = [aJpVcf y2]^^„ , 

(2) + [öp^pVrfVcf >]^^„ + f rf^aSd-yd. 

»orin burc^ bie ben Älammem angel^inflte Differenj f — « furj angt- 
beutet wirb , baß man in bem betreffenben «uabrutfe ber 9}ariabten ^ 
juerft ben SÖertlS^ S, aöbann ben äBertl^ a beifeflen unb ba« »efwltot 
ber leWen ©ubfiitution öon bem ber erjten fubtral^iren foDe. «nö 

® = 9yV-^d9pV 
folflt aber naci^ ?f^rfat 1 (§. 35) 
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8. 3a. 



(5) J>3B = Vy + i<2'u§^) 



woriit 



2*0 : — Öty ' 



dx 



«1 = - öJpV 



ift. — gafeti »h nun jut)örberfi bcn etnfaci^em gaU in'« aiige, bfl§ 
c>5pV = {^, xotM^tt Statt flnbet, wenn bie flcßebene gunction V = 
FC^/ 2^; P) w<^^ -P Hitedt ift, fo ba§ 9pV fein p vxt^x entl^dft. aW^ 
bann tcburirt flcfi blc ©leic^ung (2) auf 



(4) rf^^ü = [öjpVjy]^^« + 



/(«"--^) 



(r'y2cf;r 



unb ba l^iet bie »iHfu^rlif^c gunction cTy fowoW in ben öon bem 3tt# 
tegratjei^^en befreiten ©Hebern ald au^ unter bem Sntegrationöieicfien nur 
in ber gweiten *Potenj öorfommt, fo finb bie J&inberniffe ftlr bie (Snt* 
j^cibung, ob cf^ü eine <)ofltiöe ober negatiöe ®röge fei m^ bem ffiege 
geräumt. S)iefe entft^eibung »itb in ber Siegel, (atgefel^en ijon ben im 
fünften 6a})itel ju befpre(^enben ^^lufgaben, wel^e bie SJot^wenbigfett mit 

fi4> bringen [y]^ unb [y]« aia öariirenbe Functionen an^ufeH^en), baburc^ 

noc^ erlei^tert; baf [^V]« gfeicfi «Rutt fein mug, »eil bie auf baö SRajri* 
mum ober STOinimum J>on ü = JNdx begwgli(|)en aufgaben meiftentl^eiW 
erfl baburc^ einen beflimmten ®inn gewinnen unb einerf ©egenfianb 
anal^tifcber Unterfu^ung aHtltn !5nnen, ba§ für bie «verlangte @urDe 
entmeber beibe ©rfinjpunite A unb B ober wenigftenö ber anfangöpunft 
A [x='a, y = ß\ gegeben if». 

III)" 3n bem aUgemelnern gaUe bagegen, totnn 9pV ni^t öon p 
frei ijl, fefeen nJir, um ba« Sntegral Jä^^6ydx in tint bequemere ®e* 
flalt gu bringen, in ber ®(ei(^ung (3) an bie ©teile Don 6y ba« ^ßro^^ 
butt im, wobei u irgenb ein ))arti(uldre« ober au(^ bo« allgemeine 3»' 
tegrol ber 3)ifferenjialgtei(^ung 

fein, ft) bagegen eine ganj win!uil^rlt(^e Function bebeuten mige, mel^e 
man nur ber felbf})>er{tinbli4)en IBef^r&nfung in @ebanlen unterwerfen 
muf, bag fo oft ö"y für einen gegebenen aSertl^ tjon a? g. ©• ar = a 
eine Dorgeft^riebene ®räpe erl^alten foH, ebenfo oft flt^ oud^ für m ein 
beßimmter Sertl^ ergebe ^ ba in bem ^robulte uta ber er^e gactor u 
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_ (0 5l,«M«M _ (JXi) ul-'l^' 

i . . . • • ^ • • 



• ■ 



• • • 



in weiset ent^oitfclunö bie teibtn lifctm j&oriiontottti^en mit folgeiiben ©liebem 

- (- i)'Gli)ß-})«'^^i=r- 

+ (- 1)' G) (A)"'-^?ir- + C- *)'(OC>-^r-, 

fi^Iief «n. Snbem wir ttobpc^tigen Met «n aSertüoIcolMmnen ju fummiten , betnerfa 

njir junfi^jt, bo§ p* f*» i«^« Ö»«5* <"'P*'*'* 3«1^* ^' *•'* "'''^ i**""^ <*" ^**P"« 
= r benfen, fl* bte ©untme 

m - (.:oe:o + (.:«)c^*) - (.-X't') + 

+ (- i)'-'-'(A)(V) + (- i)^-«G)(l 

auf bif flnfo^ere @e|toIt 

C)[(v)-Cr)+(Y)+ ;•• + (-*)'-^'(--»)+(- !)''-(-»)] 

Wngen Idgt, »eil ndttiHc^ in jebon ©litbe anjliitt (,:^,)('*«) bet janj ibentifj^e Uvi 
bttttf (i)(V) fu^üitwitt werben batf. S5ie flewonnene XronäfMinatton ip otct «w 
totebet glet4)(ebeutenb mit 

(i)[t _ 1]- = {j;o- 

alfo fllcit^ ^nU füt icben bcx l^ter in »^'etra^t fotnmcnbcu SQBevtl^e öon z imif^cn | 
unb (r — 1), biefe bcfben Oranjen nod) mitctttgcrcc^net. Dal^ct gelangt man ji 
bem, ®(^lu§ , bag bic (Summe icbet etnjclnen Sertüalcolumne in (7) fllet# dlnU tjl 
mit Sludnol^mc btr aUerlefetcn, meiere au3 bem einitfleit ©liebe 
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befleißt. 2)emtta(|^ ttflcitn P4> au« (7) inbem »ir fucccfPö"r;= I, 2, 3, . . . 

^^uu — — ^ — ^ \=u ^' 

• • •• •• •• •• 

u. f. f. 

iinb^ttii^Bujtel^wng Ux Ui (6) oufflcjlcBtcn gormefn für ^, ^, — ; k. 
tr^altcn wir 

rfß) dx dca' ~ dx^ dm" ~ dx" 'daf^i 

1S)tt rechte Zf^til bicfer ©Icitä^ung rebuclrt fidj^ aier bcr Scbeutung i>ott w 
ju gotfle auf 9lviU, alfo mug au(f> ber liufe 3;^c{I fltci(^ ^luH fein. 

II) Mm ttun^iett bcn SBcrtH^ öon jS'^^udx ju- befllmmcn, läme 
f« jntt54>fl auf bte Sereifjnung öon J'Stfa? an, ba bic uBrtoen ©cflattb* 
tibeile öon JS'^iUdx t>erm8öe ber in I) crflärtm JEranöformatlott ber 

bur^ SBeflta^tlnö be« J)ljferentiatton3jct(^etta ergeben. 63 »urbe ber^ 
malen in ben gormetn bed §. 32 an bte ©teile t)on V ber' STudbru* S 
treten, »äl^renb w, ©', «", . . . blefette SloHe fptelen »le bort y,p, q,... 
itnb wir Knuten bemnac^ bie Sered^nung j?on JSdx nai^ ben bort ent^ 
widelten JRegeln bur^ful^ren. Da bte \\x tntegrtrcube gunction S, wie 
t>ie unmittelbare glnf^^ttuung be« obigen »u^biucfa (5) erlennen ia§t, 
fiberl^aupt nur bie erflen ^otenjcn t>on w, w% w'*, ... unb nur in linearer 
SBeife entl^ätt, fo iji e« gemattet, um baa im anqefill^rten fparagrapl^en 
unter IV) erftärte 93erfa]^ren auiuwcnben, bie bafelbfi burd^ Va, P^,*** 
t)DrgePeItten ®rö§en (ipeli^e bie^mal bur(^ ©q, «'q, a)"^;..- S« '^' 
jeit^ncn fein würben) fämmtti(|^ gtei4? SiuU animt^mtn. 

Obwol^l ober ba« »eitere 93orgc)^en auf biefem ffiege feiner ©cfwie» 
rigfeit unterworfen ifl, fo burfte e« benno(|, um ba« gefüllte 3«tegral 



j. 3G. — 150 — (Sap. IIL 

^ttaht in ber gom 

(2) /^SB,«c^ = s„„^ + ^ + ^^^+... 

jtt cil^atten, \>{tl rfttl^H^er fein öon bem urfprunali^^en SCwöbtiide feftfl, 

att«iuflcl^en. 3nbem toxi im3 jur STbWrjung bet gormein auf bie Ifitx 
l^inflefc^rietenen SSeflanbt^eile öon rf'ffiiw iefc^rdnfen, ma« für ble an» 
toenbungen meitl^in au^rei^en »ttb, gebenlen toix jeben biefer Seftanb^ 
tf)tiU, mit SCw^nal^me bc^ erflen %uu(o, elnjeln bem jegenwärtiflen 3»^* 
gemifi ju tran^formtren. 

©rjien^ alfo wirb, totnnman für -^ feinen SÖertl^ t^'öi-|-^^' 
einfett tinb bann bie übrig bfeibenbe 3)ifferentiation au^füi^rt^ 

.gierin ifi bie Summe 

l<f 1 J + [^ 2J == [^-3^^ — r «* -^liwjw' = — ^^ — w' 
bal^er +[l. 2J) d?liww , , ^ ,, d. ^^ 

unb (8) ^^^L^-^ J = u^. + ^[a,t.ua,'J 

III) sna unmittelbare entwidelung be«. britten ©Hebea »on cHBiW 

[1,1] [1,2] [1,3] 

[2, 1] - [2, 2] [2, 3] 

[3/ 1] [3, 2] [3, 3] 



(Sap. III. — 151 — 8. 36. 

iWtttt tjl 

[3; 2J + [2, 3] = 2\u-^ + ^'.«2«]«*''= ^"i"^ 

dx 

[3, 1] + II, 3] ) ^ rf!«2MMft>^' _ 2^j«„v' 

+ f3,2J + [2, 3] + [3, 3J) da;2 dar 

J^lttin ifi bad le^te ©lieb glei^wettfiig mit 

«ttb bie ©tttnme ^letoon unb b<m «benfatt« mit /»" mMlH})Hcirtm S3f« 
flanbtl^flfe [2, 2] ifl 

2[m^^ + JIjCmm" - «'«OK 
(Snbli^ ifl nun 

= 2|[u^ + aa(««"-«'«')]»' • 

.5Demna^ traicbt fi^ im ©anjen 

d\THM" 

(9) [1,1] 1 d^^ 

+t2.1]4-[l,2] L + 2l-r(«^' + a.(««"-«'«0)a,'l 
+ [3,lJ + [l,3]+r2,2j{ ^ dAy dx ^ ""^ '> \ 

+ [3,2J + [2,3] + [3,3]) ^ ^[-jf^„„,„-| 

d^ V «. d*.ui»-\ 

«tt bie wrfanflte JErottSfomatton wn "^|''2-^rJ- 

IV) ebotfo flttbtt man fJ« «"j^l ^s-^p-J **« ®««^ ' 

(10) «-^« 

+ '^[("-^3- + «-i «'-i ^3(«V" - «"«"))« J 

d3 



+ -^h-«'"] 



§. 37. — 152 — ^ Ca^ III. 

Unb tnbettt man bicfe 8ru«brude (8) (9) (10) in beti ur^rflnall^en 

finfül^rt imb in^Ui^ Uaä)M, ba§ bad ^Qsrrgai 

t)ernt5ge ber Sebeutuns Don u ^6) auf dlnU rebuctrt, fo fielet man ni^t 
aUtin, bag ble öbriflen ©lieber einen DoHjtänbigen 5)ifferengiaIquottetttm 
Mlben, xoa9 mit bem in I) bemiefenen nbeieinftimmt, fonbem an^, bag 
ber ouf biefe SBeife flewoYinene ^lu^brud für ba^ Sntegral Jö^^^udx 
»irflf^ bie gorm 

iefitt. — gur ben gaU, bog in rf^ffi nur SCq; ^i, «2 »orlommen, ba§ 
alfo f^on ^3 glei^ 9lun ifl, n^ie fi^ bied in unfern gutunfHgen 
an»enbunflen ereijnen »irb, l^aben »ir 

(11) ®ö = ^^""'^ + ^(^^^ + ^2(^w" - "'tiO] 

wil^renb $2 jc^on S)erf(^tt)inbet. 

5)ritter Sel^rfafe: SBenn burc^ Snt^öwtion J&er foflenannten 
$au))igIei^uno (be^ §. 25) nimli^ 

^ dy dx dp djfl *dq 

bie gorm ber gefud^ten gunctton y=f{x, C|, Cg;.-) befHmmt loorben 
ifl; bur(|i »el^e ü = J'Vdir ju einem aRarimum ober SKinimum gc:? 
tnac^t merben fod unb worin ^i), [t nac^ ber Orbnung ber IDiffereniiaU 
glei^ung (1) tint gr5§ere ober geringere Slnjal^t anfangt unbefKmmter 
unt) erfl bur^ anbermelte Sebingungen ;u befiimmenber ^ntegrationdcoiu 
ganten C^^ C2;... Jjorflnben werben j fo wirb ber ©iffereniialflleici^ung 

»el^e unferm erjien Sel^rfa^e gu golge ficf) auf bie Sorm 



• • • 



. V 



gap. m. — 153 — ^ 8. sr. 

Bringen lift, jebet In Sejug auf eine ber Smtegtationdconflanten C^ ; C2 ; . . 
genommene paxiltUt S)tfferen)iaIquot{ent 

an bie ©teile öcn Jy gefegt, ©enfifle lef ften, f ba§ i'y = u^ , öy = «2 ; 
K. fämmtli* })artifufare Sntcgrofe ber ®fci^unfl^rf^ffl = flnb. 

I) 2lu« (1) wirb man auf bie unmitteftarfle SÖeife J'S babur* 
ermatten, bag man y + (^y, p-\-ip, g' + rfg', ... an bie ©teile ^on 
y^p^q,*'* fett, t>on bem baburt^ entftanbenen ^ludbrud ben urfijriing-' 
liefen fultral^irt unb bann bur^) bad S^ifferenjial bed 93ariationdargumentd 
bit?ibtrt, alfo 

SBenn man nun aber bad allgemeine integral ber ©leic^ung SÖ = 
nfimlicl^ bie Function y=^f{Xj Ci, C2;..) nai^ einer ber in il^r tni* 
l^altenen ^^ntegration^conflanten j. 9. nacf^ C| bifferentiirt unb bann 

<ry = «,=^y- ««nimmt, «Ifo 

■^ dx dCidx dti 

jfa = ^y — ^y — j^ 

fcfct: fo »irb J^SD ben 28ert^ erl^alten 

'^'^^ rfy c^C| "^ dp rfCi + rfj dC7 "^ 

Diefe« ifi offenbar einerlei mit -^ b. 1^. bemjenigen SCuÄrud, ben xnoin 

erl^dlt, xotnn man in SQ3 öermJge ber ®Iei^ung y=f(Xf C^, C2;...) 
bie SJartaWen y, p, g,..* fämmtlit^ aK Functionen öon Ci anpeilt unb 
in Segiel^ung auf biefed $lrgument C^ ben totalen Siffereuiialquotienten 
t>on 9Q Bilbet. S)a nun aber bie @Ieic^ung 38 = na^ ber Soraud^ 
fefeung für jeben Beliebigen 3Bert]^ ber in /(ar^ C^; C2,...) enthaltenen 

daß- 
(Sonflanten C^ ©eltung l^at; fo mu^ •^- = fein. ^ol^U^ nxn^ fi<B ber 

H (3) aufgef^eOte 993ert^ t)on i'SQ ibeutif^ auf 9lull rebudren, b. 1^. 



8. 37. . — 154 — Ö<M>. lU. 

du 
bic au« bm fltfunbenett y=f{x, C^, Cg, . . .) ffit ^ ju betltttettbc 

gunctiott öon a: mu§ ein Sntcflral bei: ^\^ttvxiia\i\ti6)m% cf SB = 
fdn. 3)etfetbe ®*lufi lägt jl(^ aber offenbar in Setreff ber anbem 

guncHonen «*2 = ^-^ ^ = ^- "• f- ^ ««P^w^- Solfllii^ flnb aw^ 

<fy = w2, dy = u^,... lauter })art{lttiare 3«t^8wle ber SXfferettjiaU 
gleiÄUttfl (2); »a« gu bemeifen »ar, 

II) gallett biefe partJfuWren Swtegrale ffimmtH^ »on eteanber ^tt^ 
f^ieben axx^ unb ijl il^re «njabl flW(|) ber Orbnuttg ber J^tfferenjial' 
fliciiunq (2), fo wirb, ba biefe ©lel^unö in ©ejiel^uttfl auf S'y, 

dpj^^ linear iji, il^r aOöemeine« Sntegral mi^ tintvxlt^ 

lannten ©afee ber Swteflralre^nunfl bur<^ 

(4) d'y = /iiWi + iHiH 4- ^^3^3 + • • • 

angefleben, wobei /ii, IH^lh?*^ »inful^rli^e Sonflanten fein foHen. 
£a^ im Siagemeinen bie Snsal^I ber t^i ; t^2 / • • * ^^^ ^^^ Otbnung^jal^I 
ber ®I. <f 3Ö = libereinflimme, ifl au« ber in 8- 35 mii (!•) numerirten 
$^orme( für S^ unb mit »{fitffid^t auf ba« in g. 30 Aber bie Orbnung 
ber <&au)>tgIeCcbitng 38 «: ©efagte leicht einiufel^en. 9lber mä^ ol^ne 
bie t>oIIf}inbige Summe (4) {u bilben tann man fc^bn iebe unt>oIlftanb{8e 
Kombination wie 

ober fx^u^ + 1^31^3 

u. bgl. 

al« ein integral ber ®L (2) benu^en. 3)ie beliebig annel^mbaren Son^ 

flauten (ii, 1^2, 1^3; .. • i» (4) Mrtreten bif bur4> 3ntejration ber 01. (2) 

not^wenbig l^erbeigeffll^rten SntegrationdconftanteU; w&l^renb C^; Cs^... 

wet^e in Segiel^un^ auf bie Integration ber @Iei(^ung (1) 

nimIi^SB = willfil^rlii^ waren, bei ber Integration ber ©lei^ung 

(2) nimlii^ (r*S = wie gegebene Sonflanten angufel^en {inb, ba 

mm bie in (2) Dorfommenben ®r0fien SCq , ^1 ; • • « baburc!^ }u befKmmien 

unb gegebenen Functionen t)on ^r }U mad^en l^at, bag man in bie aUge« 

meinen an^ ben Siffereujialquotienten Don Y gebilbeten unb Bei ber Se^ 

grfinbung be« erfien Se^rfa^^e« entwidelten Slu^brücfe für %q, ^i,.. . an 

bie ®ene bon y, p, k. bie ffiert^ fix, C,, Ca^ . • .). ^^'''^^^^'-'^ 

K, fubfHtuirt. 



Cap. III. ~ 165 — 8. 38. 

§.88. 

ÜJttt $filfe ber in ben t>otange]^enben brei S§* tniwidtltm ithx^fiU 
lä^t fl^ nun bd^ ^inbemid, toeld^ed bei bec Sntfiibribung ber ^tage ob 
man bur^ Sel^anblnng bet ^ayxpifjfd^fyun^ einen fSJlaximcilvotxü^ be^ 
Snteflratt \3 = J^\dx ober ein SBlinimum ober feine« öon beiben- fle* 
futtben l^abe, bie bebeutenbfte ^toitxifjltit bilbet, ttnb »efd^ed barin be^ 
fielet, ba| in ben für ^ü. ober (f^ü flebUbeten 5«u«bru(fen ($. 28) p* 
noc^ ungerabe fpotengen t)on miHIul^rn^en Functionen unter 
beut 3tttegraliei^en t)orftnben, litmli^ kii^t bewältigen. S)a9 jtu 
bicfem ßtotät bienfame aSerfal^ren werben wir ffir bie brei gäDe, bo§ ber 
QCQtbtnt SIndbrud Y entweber nur x uub ^ entl^filt, ober {weitend, "tag 
batin ber 2)iffereniiaIquotient erfler Drbnung p, ober enblicj, bag barin 
au^ ber S)iffereniiaIquoti^nt {weiter iDrbuung q t>or!ommt, im @tn}elnen 
ie^t angeben; babei gelten wir gerabe^u t>on ber Setra^tung bed ivotittn 

Sariationdquolienten J »ü = rf^ l\dx = U'^Ydx felb^ au«. 

• Ja Ja 

I) 3m erjlen gaUe, wenn nfimli* V = F(ar, y) ijl, f^at man bie 
^auptgleic^ung 9yV = 0, woran« y =/(:r)/o]^ne 3ntegration folgt; ünb 
©ringgleic^ungen giebt e« (eine, ^u« 

(TU = f (fTda? = föy V(f Vc/ar 

folgt nun femer 

(1) cT^U = f a^VJV^dir + f 9yV(f Vdii? 

Ja Ja. 

J&ieritt wirb jebo^ ber gweite Sejianbtl^eil wegen 9yV==0 Derfd^winben, 
unb in bem übrig bleibenben 9[u«brud erl^ilt ber unter bem 3ntegral^ 
gei^ien befinblic^e Factor cf^ einen )>c{Iti))en SBertl^ für jebe beliebige 
8ef(|faffen]^eit Don S)/, bie wir jebo^i felb{l))er{tinbli4^ al« eine reelle unb 
innerl^alb be« 3ntegration«intert>a0« continuirli^ie Function t)on x benfen. 

De«^att ifr (f 2ü tint ^^^^^,^ 0röge unb U = (\dx ün 



'L , iüRinimum 

a iSKarimum 



negative 
tomn wAl^b be« 3ntegration«{ntert>aS« ar = £« bi« :r »i ^ bie Function 



öJyV fortwfi^renb einen ' .. SBertl^ befiftt, unb nit^t etwa unenb^^ 

negatwen 

li^ wirb. 

Xräfe e« fl<^ , bag Ä|yV öon x = a nur bl« ju üntm jweiten 

SBertffe a? = J| ^ ber jwar >a aber <;? wdre , einerlei Sorieid^en be^ 



§. 39. 



— 166 — 



(5cp. IV. 



ax ax* 

einem SKaximwm cbcr aWimiiwim flcmacf)t »erben, jebo^ fo, ba| biefc 

gnnctlon (ober ßuröe) y=zf(x) ni^t untti allen übtx^anpx mi^^Mm 

Functionen (ßuiöen), fonbem nur unter benjcnigen auögcwfil^lt »erben 

foH, für xodä^t, wenn »ir unter W eine t)on V üerf(|)iebene, jeboi^ gfetc^^ 

dv (Pv 
fan^ gegebene gunction \)on x, y, -j-, ^ k. oerfiel^en, baöSntegral 

iWdx einen unb benfelben ffiertl^ befifet. 

^it^tx finb in^befonbere bie fegenannten tfo^erimetrif(^en 
Probleme ju rechnen; bei btefen fomntt e^ barauf an, bag unter allen 
uni&I^Iigen @un^en, bereu Sogen imtfdb^n {»ei gegebenen ®tSn5)>un(ten 
A^ ß ober jmifdben jwei *um ba0 Snteröall J — a lion einanber ab^ 
jW^enben @r4njorbinaten HJ^ KL (Fig. 2 ober 7) einerlei 8*uge 

l^at, biejenige audgefü(|t »erbe, »el(|e bem integrale U= \\dx, j. S. 
bem glä(^eninl^alt lydx ben m6gli(f> größten ober fleinflen SBertl^ t)erf^afft. 

J a 

I) 8ttle ?lufgaben biefer Strt fc^einen nun bei bem erflen anblid 
eine etgent]^fimndi)e ©(^»ierigfeit mit fi^ ju bringen. iDa nämli(^ blod 
folt^e Functionen 

y=A^) 
y-\-Fy =A^) + S'y-T + ^ Vf ""2 + • • • 

^ier in S3etra(|^t fommen, für »el^e ba^ 3ntegral [vidx eincrfci SBcrt^ 



erl^ait, fo folgt junäc^ft, ba^ »enn mau bie gefu<^te gunction /(rr) be- 
reite gefunben l^tte, unb af^bann flatr y bm um bie ^artatton ß^ g^ 
dnberten ®ert]^ f(x) + tfV «^ + • • in ben gegeb<n<ett 3luöttu(! W fiib-- 

pitiilren »oute, ber xk^m SEcrtl^ be6 3ntegralö jWdi? öon bem üorigcn 

n{<bt et»a \\m eine gleiAjeitig mit t unenbl{(f> abnel^menbe S)ifferenj ab? 
»eichen, fonbern bemfelben »oütemmen gleich fein mügc. ^ierburc^ jinb 
»it aber gei»ungen, mwxi »ir unfern Slngenmer! auf bie ^Sariationcn 

bc6 anbern 3ntegral« ü = | Vrfar richten, ben gnnctlDuen iTy, <f V «• f- f- 



6a^•iV. _ 167 - 5.3«. 

SBa^I Ktr »erf4)tfbcttf %omm biefer gSariattouSquoHeiitett on bie Se« 
f(^i:5nfttttft gefnfttjft, ba§ in 

fäntmtlit^c ©Hebet »erft^toinbeii tmlpeit. Unb j»ar wfitbe bfe gut)i5rberil 
^aau9 ^iegenbe Sebingung 

(2) U'Wdx = 



• • • 







aeacntDdrttg, totnn man flc^ y=/(:r) fc^en öefunbm bcnft, aW eine 
»cbinfluttflööfetc^unfl \üt rfy attjufc^en fein, wä^rcttb in 
/(f^2Wrfa: = Bereite (r^2y auftritt, mtt »dt entfernt, ba$ man in 
btefer ©letf^img (2) ba« unter bem Sntegrafjetc^en in qjnrent^efe flefefete 
Slggre^at gteidg» 5«ua fefcen bfirfte, eö wirb fojar »egen ber Innerl^rt U^ ^ 
fKmmter ©rängen x = a (td a? = J auöjufill^renben Integration ber 
finle 3;]^« bicfer ©re^ung Wog a« eine gunction oon a unb f ju 
bcnfcn fein, bie jmar tjon Jy otj^ängt, »orin aber (f^ a» 33 ar table 
gar ttit^t mel^r öorfommt; unb eö würbe fi(f>, wie e« aud^ ber Statur ber 
aufgäbe angemegen ift, burcb unjäMige, unter einanber öeifd^iebene, ob.- 
fc^on ni(^t gauj beliebig anncl^mbare formen für rfy betoirfen lagen, 
H ber SBcrtl^ btefcg beftimmten SntegraK tjerfc^minbet. 

SBmx flcD alfo einerfeiiö a«g ber SebingungSgiei^ung (2) 
foI*e gortnen für rfy = i2(ir), »el*e allein juligig ffnb, ni^t ermitteln 
!o§ctt, unb mnn anbererfeit« »egen be« gefuc|)ten SWanimumg ober m^ 
nimumg t)on U bie ^bingung^gleic^ung. 

(3) (s-Tdx = 

i»ar an^ no^ burd^ ba« gefu^ftii y=/(a?) befriebigt »erben muji, ober 
Jd ber »eiteren Sel^onbfunfl biefer ®r. (3) ber 9Sariation«<juotient i'y 
niclit mel^r wie fröl^er^in eine ganj wiHWI^rri^e, fonbem gerabe nur 
irgcnb eine ber fo eben gcbaj^ten guncüonen Don x tjorfletten fott; fo 
Uu^kt ein, bap bie in ben §§. 24 unt? 25 -entwitfelte ^aui)tgrei(|ung 
n^t mel^r unferer gegenwärtigen, «nterfuc^ung tnt^pxi^t, unb juglei^ 
wag t9 f^wierlg [«feinen, bei ber Sel^anblung ber ©leidpun« (3) Di« i^ift 



|. 39. — 168 — Qap: IV. 

i^ptct^tm, bur^ ble ®l (2) fejiflefefrte Cebingwttfl in beit CattuI oit^ 

{unel^men. 

2){efer SSctleflenl^cit lann man aitv fel^r Bequem btttc^ Shtmmbttns 
eineö f*on s?ou euler angegebenen Äunflöttp entgelten. 

II) Setrac^tet nion nSmlic^ bie Summe 

J\dx -f JWdx = /(V + W)Är 
ote eine Function öon ar, bie ji(^ änbert je nad^bem man ffit ba^ in V 
unb W entl^altene y Salb biefe, bafb jene gorm annel^men wollte, fo 
fonn man fi* bie groge tjorlegen, wie biejenige gunctlon y,=f{x) ht^ 
fci^affen fein »erbe, bur^ mld^t ba« gwifd^en ben ©ränjen x = a unb 

a? = J genommene 3ntegtal |(V-|-W)^ intlntm abfoluten SWarf;^ 

mum ober SDtinimum gema^^t wirb. J^at man naä) 9(nlettung bed $. 25 
eine folti^e Function ermittelt, fo wirb, »eil biefe^ Sntegrol bann »leber 
in bie »wei ©ejtanbtl^eile 

Wdx 



hdx + N 



gerffint, ber gefunbenen Junction jugleii^ bie (Sigenfd^aft gugefpro^en meirben 
mfi^ett; bag fle, totnn fie nur mit benjenigen guiictioncn J>er* 

glichen »irb, »el(^e bem {»eiten ©ummanben Iwdx einen 

unb benfeiten 9Bertl^ \>txUiJ)tn, für ben etrften ®ummanben 

iNdx ben mSglicf^ grSften bejiel^ungdweife fleinfien SBtxG) liefert. Unb 

bie« »ar gerabe bie gorberung. 

SSebenft man inbejfen, bag bie gegebenen Functionen V unb W Bei 
geometrifcben , me^fanif c^en , ^j^^pfalifc^jen u. bgl. Unterfm^ungen ^duflg 
oott oerf4)iebenen 5)imenfionen fein^ unb baß bann ,an9 iffttc unmittet 
Jaren Slbbition ober ©ubfraction ffir aUe »eiteren Sled^nungen l^eterogene 
auöbtutfe entfptingen »urben, fo erft^eint e^ »o^lgetl^an, Wc dnt ge^ 
geiene Function , etwa W^ oor bet SSereinigung mit V etft mit tintm 
\>ox ber <!^anb no^ unBeflimmten, jebo^) aU conftant gebauten Factor 
gu multi))li€iren. ^cnn infofern »ir burcf» X eine unbeftimmte (Sonflante 
sjorftetten, iji bie Cebingung (2) immer noc^ ibentifd^ mit 

i' iaW)dx = xfölfdx = p 

unb foBalb man eine (&m\>t y:=zf(jc) gefunben l^at; »el^e ben Slu^bmcf 
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©ap. IV. — 169 — S. 39. 

Ü = l(Y-\-XW}dx unter atten ixUxf^axtpt beufbaren ffla^iaxcnxt>tn gu 

mad^t, fo mtrb babwr^ offmiax jugfctd^ btejentge Sutöe 
cntbetft fetn, bte imter aWcn benjenigcn, fiir »elcte haß Sfntegrol (wj^r 

einerlei SBert^ it^, b^r J^uncHon U =: j\dx ben p.*'*^*^ ffiert^ ert^eilr. 

3Kan »irb bal^er ber geflenwdrtigett Unterfud^ung bie SebtttflMng^^ 
8lei(ä^uttg 

(4) f rfXV + AW)^ = 

gu ©runbe legen ^ unb ba eg gunäd^fl auf baö obfolute fBlaximmx pbec 
SRinimum biefer ©uinme V-f-^W anfommt, ba man alfo je^t »ieber 
rfy al« eine gang tiDiUfuf)tli^t gunctton ittxa^tm !ann, »etd^e nur tttoa 
ben f^on frü|>er in §. 24 U) iefproc^enen Sebingungen untermorfen ift; 
fo gelten »ieber bie in §. 25 gemad^ten ©d)Iuge, unb man fielet, baf 
bte gefuc^te gunction axiß folgenber ©leid^ung 

(5) 8y(V + ;iW)-^8p(V + AW) + ^a,(V + 2W)~.. = 
^otge^m u»(tbt, iu wehret no(i^ bte &x&niilti^mqtn 

(8p(V + XW) - ^B,(y + AW) + . .) [<ry]^ = o 

(8p(V + iW) - ^ 8,(V + A W) + . .) p >]_^ = 

U. f. ». 

I^ingutreten. 

III) Seoor »ir jeboc^ gur «nwenbung biefer Siegeln auf einzelne 
Slufgaten ubergel^en, erfci^elnt e^ notl^wenbtg no(|^ eine ©emerfung uBer 
ben gactor X »oraugjufc^iden. 

SBenn biefe am Anfang ber eBen angejieDten Setrad^tung unte^ 
jHmnit gelaffene ©onftante gulefet aua beut galful »ieber l^erau^flele, fo 
njÄrbe bie grage, ob man berfelbcn einen beftimmten ffiertl^ belgutegen 
:^abe, m6)t aufge»orfen »erben fönnen. »Hein inxd^ bie Sel^anblung 
ber ^auptg!ei(|)«iig (5) »irb X in bie gefugte gunction y =f(jr) gerabe 

11 ♦♦ 
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fo »ic bie aubcrn in V unb W entJ^altfuen gottjtanten ^tmAt, m\> 
man mn^ alfo ft^Ifeglid^ über bcn blefer gonpanten beijulegenbctt fficttl^ 
eine entf<^eibunö treffen, film fielet man auf bet SteBe, bog wenn 
but* Sntefltatfcn bet ietcufiten ^au^Jtglei^uufl bie gefuilte Function 
y=J[x) flefunben »orben ijl, tinb fobdb ben in biefe günction ein* 
tretenben »iWul^rlic^en Snteflrattonöconftanten ^tmi^ ben naiveren Sebin^ 
%m%m ber aufgäbe imb mit ffiM^^i auf bie ©tSugflleicj^unflett 
iefHmmte fflertl^e *eigeleflt »otben jinb (f. §. 30 II unb III), ba^ £)iffe.' 
tenrtal Vfdx ünt »SHifl befHmmte {Function i>m x fein mirb. Unb 
wenn alfo ber Setrag be« iwif(|)en ben bejiimmten ©ränjen ar =s= a Wd 

ar = J ju nel^menbett Sntegrate Jwrfar einen gegebenen SBertl^ = Jl 

befitjen f oD , fo Mfit fl(i) , — »eil ber IBebingung 

(6) jy^^^^^^ 

bei unf erer bidl^er (in II) erläuterten ^nweifung n^i^ gar ntd^t Weii^nung 
getragen, \^xt\mt^i nur bie Sebingung in ben (SalfuI aufgenommen worbcn 
i^f baf bad gebac^te integral irgenb einen uni>erdnberU<^en 
aßertl^ bei allen ijariirenben {Functionen bel^alten folle, — bie gorberung 
(6)*nac^trägti4> nur baburc^ erfüllen, bap man no(^ über eine in y =ß^x^ 
enti^attene, bemgernftp in jWdx eintretenbe unb burcf^ bie übrigen 8e* 
bingungen ber Aufgabe no(f» nii^t befiimmte Sonfiante ju verfügen l^at. 
S)ie (Sonftanten Jl unb X {leben, mie l^ierau^ erfid^tlicf» ift, in ber innigflen 
äBec^f elbejiel^ung ; nur wenn Jl nid^t gegeben ift, bleibt k unbeftimmt, im 
entgegengefcfeten gall aber wirb X einen beflimmten fficrt^ eti^alten, bcn 
man alö gunction ^on Jl aud (6) entwitfeln müpte. 

Slud biefem ®runbe barf alfo ber gactor X ni^t bIo6 a(« ein 
j&filfSmittel angefel^en »erben, bie gegebenen Functionen V unb W j^omogeti 
unb babun^ jur Slbbition gefcbicft ju machen, fonbern er »irb felbjl im 
gaüe ber J&omogerteitdt öon V unb W, »obel er eine abfolute (poflttöe 
ober negative) ^affl ifl, notl^»enblg fein. Utft bie gtage, »a« u«ter X 

gebac^t »erben foQe, ifl furj ba^in ju beantworten: eine pd^ÜH ober 

V 
negatit»e @on{lante; »e^e erflend mit bem Quotienten ^ l^omogen urtb 

jweiten^ fo grop ij*, baß wtnn y = f{pc) an^ (5) bered[^net unb in J^dx 

eingefefet »irb, bad befiimmte Sntegral j Wdx ben ijcriangten ffiertf^ erhalt. 
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8(ld elftem Sctfpiel biene nn9 bte folgenbe, f^on am (Umgänge ^bed 
vorigen ^aragrapl^en angebeiitetc 8(ufga(e, mel(i^e unter ben ifo))ett« 
inetrif(^en fprodemen fld^ am unmttteKarfien barbietet: 

Unter aUtn unji^gen, burc^ {wei feße fßunfte A unb B }U )ie^ 
l^enben 6utt>en; beren Sogen {wifcben A unb B einerlei Singe befi^t, 
biejenige aufiufinben, fAr »elc^e ber ^nl^alt ber ^9n bem Sogen AB^ bem 
gegenuberliegenben ®t&(f HK ber ^bfcijfenajce unb ben beiben ©rdn^orbi- 
naten HA^ BK umfd^Iogenen ^igur am gidgten ober am Keinflen audfaQt. 

Stttfidfung, T) fBtan ^at l^ier^ »enn n)ie gemdl^nlid^ w^^^a unb 
x = S bie abfciffen ber ghtnit A unb B Dorfietten, 

Ja Ja 

)u einem äßajrimum resp« SRinimum ju ma^^en. £)ied ful^rt auf bte 
Sebingung^gleicl^ung 

(1) i-l^d =^ = 

dx y/i-|-p2 

unb i^ieraud folgt buri^ Integration fofort 

(2) x-^C,= j=M= 

©u^t man avA biefer ©feic^uug p = -^ , fo ergiebt jic^ 

(3) ^=±,.=l^a= 

alfo C4) y~C2 = Tv^A2 — (a: — CO^ 

S)ie gefu^t^ (Surt>e ifi bemna(|» ein firei^o gen; bie beiben 3nt<gra^ 

tiondconfianten C^^ C2 ftnb bie (Soorbinaten feinet äRittelpunlt^ , ber 

^albmef er wirb bur(| q =a yjx^ angegeben. ^ied)ur(^ »irb iebod^ Jeined^ 
toegd entf<|ieben^ ob man X ala eine ))oftti))e ober negatit)e ®rdge auju^^ 
jc^cn l^abe, ba man im le^tem gaUe nur p = — A gu fcfcen l^ätte. @^ 
Hiebe l^lertta<|i «»ferer Sittfül^r fiberlafjfn, ob wir in ber Olei^ung (1) 



S. 40. 



172 



(Sap. IV. 



X ai9 )>oflH» ober ncfloHt) anncl^men »oDen, unb ba aul (2) {u crfe^en 

ehtetlei 
entflegfnaefefttfd 



ift, ba§ ^ «nb (ar — C^) 



Siexiti^tn Bepfeen, j[c not^* 



btm Jl 



))ofitiD 
negatit) 



ift/ fo folgt, ba§ auc^ in Seheff be^ Bei (3) flefunbenen 

auöbrucfö ffir^ nicl^t entf<|iebett »erben tarn, ob man bad obere ober 
untere SSorjeicI^en anjnwenben l^abe. 3e nai^bem man ober in (3) baö 

93orjet(i^en (±) nimmt, entf|)re4)enb einem P^^**^^^" gg^ ^c . 

InegatiDen ^^''*^'' ^'r" ^/ 

erholt man in (4) bad entflegenflefefete Sorgei(|>en (+) b. ^. einen gegen 

6onDejcitÄt 



bie abfciffenajce feine 



@oncat>itit 



gufel^renben Ärei^bogen. ©6 »firbc 



/! 



pcf^ bal^er gund^ft fragen, welker jjon biefen jtoei t)erf(ftiebenen, burc^ bie 
fefien fünfte A nnb B gn legenben Ärelöbogen ba^ gewüuf^te aRajrimum 

(ober SKinimum) t)on ü= lydx liefere. 

II) ©efcen wir gn biefem 3»e(fe in j (V + AW)^ bie Sinomc 

y-]-Fy, P + FP an bie ©teile t>on y, ^, fo erl^alten »ir ben geoiu 
bertcn SBertl^ 

*^ 

b/+Fy + X(ii+p^-\.2pß^p-\-f^p2y]dx 

w^^*^^ mit ^filfe ber fd^on in § . 29 benn^ten entroitfelung ber aBurgel^ 

(5) f(y + ^V^H:^2)cZ;r+/r^y+ -^^^"^dir 

r I "S""] — ? — :r~i cuc + • • 

fiieiflel^t. S(u9enf#eittH# »hb »egert «nfmt Sebingunflaflleft^ung (1) 
nnb weflen bei gotberang, ba§ [/^yji unb [/l']« 6eibe gleich sRutt fein 
fetten, baö jw'ette ©Heb biefea Jlifiiowö oetfc^winbett (§. 28 HI). 35o« 
btitte ©Heb ahn richtet fein fßotiti^tn, ba bte Surjelgröfe ^1 -f ^ 

f<^on »on anfang an im Sntegtalr jwdx als <)ojiHo »oiau^gefeftt wotben 
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ift, iiad^ bcm SSorjeic^en t)on X. ^df)tt rolxh ü ein 



S. 40. 

SRinimum 



nac^bem X 



uegattt) 



3}tajcimifm 
ift, b. f), unfcrer oben gemachten SJemerlung ju golge, 



it nac^bem man in ber ©leid^ung (4) oon htm hQppclttn SSoTgct^en (qp) 



iaß 



untere 



anmenbci, obet geometrif^l ait^gebrüdt, je nadS;bem man burc^ 



contjex 
concaD 



liegenben StrüH^ 



bie ^nnlte A; B einen natf) ber abfriffenaxe 
bogen legt. 

S)ie SMd^e Jyrfir = HABK befielet iebenfall^ aud bem ^atuM* 

ttapti HABK uttb bem Segment, welche« über ber ©el^ne AB Don bem 
Sogen ber gefugten ßuroe eingef(|)Iogen »itb^ bie« ©egment wirb nur, 
im gaOe eine« SRinimumd, s>on bem ^axaMhapti fubtra^irt werben 
mu^en, toäl^renb im gatle eine« SRarimum« e« aU abbitit>er Seftanbtl^eil 
l^injutritt. 3n fo fern alfo ba« Ztapti einen mit ber @eftalt ber dm^t 
nt^t )>art{renben gli^eninl^alt bef^t^t; mtifien wir ben @runb fär ba« 
SRinlmum fowol^I, nl« für ba« Sßarimum, meldte« mir burc^ bie t>or]|^er^ 
ge^enbe Stec^nung gefunben l^aben, in bem einfachen ®a(^e erlennen: 
wenn über einer gegebenen ®eraben AB al« (Seltne eine 
eurt>e Don gegebener S&nge fo ]^ergef))annt werben foll, 
ba$ ber 3n]^alt be« entftel^enben Segment« mdgli^fi grofi 
»erbe, fo mu^ bie ßurDe ein Ärei«bogen fein; — 
ein So6, ber {t(^ übrigen« au^ bur(ff elemelttar^^geometrifd^e Betrachtungen 
enoeifen läßt*) 

III) S)ie 3ntegration«con{}anten C^^ C2 ml^t in bie @(ei(^ung 
(4) eingetreten {Inb unb bur^i ml^t ber aRittelpunft be« Arei«bogen« 
beftimmt werben foQ, erl^alten naturlid^ S)erf4»iebene Sertl^e, [t nac^bem 
man bur^ bie gegebenen fünfte A^ B einen na^ unttn conoeren ober 
concat>en Jtrei«bogen Don ber befHmmten Singe befi^reiben will, b. ^^ 
je na^bem y<CC2 ober y>C2 gebaut wirb, 3m einen wie im anbern 
SaO lafen fi^ aber, ba ber gefui^te SDZitteI))unIt in einem burd^ ben 



*) SXan fe^e ^terubet }. 8. bie f(^5nen Sntwtcfelungen oon Steinet in 

ben Abhandlungen d. Berl. Akad. a. d. J. 1836 (Mathein. Classe) ober ia 

Cr eile's .foiirnal für d. Math. T. XVIII p. 28 t ober au4 in Liouville'a 
Journ. de Math. T. VI p. 1|9. 
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^anintnAd)>untt t>on AB auf birfe ®e^ne txxi^ttttn, ^ttptnhM gelegen 
fein mn^, iit SOBertl^e öon Ci, Cg le^t ermitteln, foialb ber J&atttnefer 

^ = y/X^ lejlimmt motten ifi. ®&re nun bie Sdnge, bie bem Stxü^ho^tn 
AB ^ubntnien foQ , gegeben = 91 , unb Mme ed barauf an , ben guge^ 
l^drigen «l^atbntefer ^ gu befHmmen, fo Unnte man etoa folgenbe^ SSer^ 
fal^ren einfc^^Iagen. 

@d würbe atebann be( abfolute 38ertl^ bed IBogend AB burc^ - 

angegeben, unb ber ^A(fte biefed Sogen^ entf))r{d^t ala ®inu^ offenbar 

bie Otbinaten bet fünfte A, B fein foOen. @d iefle^t dlfo {wif^cn 91 
unb (j bie {Relation 

Sin * ? = ^^^^^^±^^^ 

n>e(<^e man atet au^ in folgenbet gönn 

(6) -i«L^= ^ 

Sin* v/(?-«)» + (i?-/?)» 

f^i;ei(en fann. 9lun wirb eö leidSit fein, mittel^ bet Mgonometrift^en 

ber Duottent ^^--- glei* ber gegebenen 3a^I -^ 

auöfant, fobalb nur bie «ebingung erffittt x% bafi a> v/(f — a)^ + (i? -- i?)^ 
udmlii^ 51 grjßer al« bie ©el^ne AB ijl, — eine ©ebtngung, meiere in 
ber %\)ai, wenn bie SlufWfung möglic* fein ftyH, notl^wenbig etffifft fein 
mufi.. 2)er SBinfet V^ beflnbet fli^ iebenfatt« innerl^att be« ©rangen * = 

unb 1^ = TT, ba für ben erften ©rÄngwert]^ ber Duotient ^^ — r; = 1 unb 

fär ben anbern ©rangwertl^ unenblid^ au6fallen n)ärbe. Unb fobaO) d- 

befKmmt »orben , erl^ieße mavi bann ^ = ;j^ . 

lY) Uebrigena glauben mir ni^t mit ©tiOfi^meigen übergeben ju 
bäifen, baf bie !Rator ber Aufgabe, mie fte i^ier i»orgeIegt i^, iii^t %M 



JEafeln einen ffilnfel ^i= ^^^ gu ermitteln, ber fo bef^affen 1% baf 
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bte tbm gebaute untere ©tinje f&r bie ®t&^t H, n&mU(fy bie Singe 

AB, welche öon 81 fiberbojfen »erben mufl, fonbem au^ eine obere 
©rAnje an bie ^anb giebt, meiere \>i>n Sl nic^t übertroffen »erben barf, 
»ofcrn bie RnjWfung möglich fein fott. Senn jieHen »ir un« (Flg. 10) 
trgenb einen StxtÜ t>or, votlä^tt )>on ber ©rSn^orbinate HA in ben }mei 
fünften A nnb J, unb ))on ber anbem ©ränjorbinate KB in ben ^rnei 
guttuen B unb L gefd^nitten »irb, fo befielet fär aDe auf bem untern 
Sogen ASL gelegenen ^unlte bie @ltl^m^ 

unb für ben obem Sogen JRB bie ©lei^iung 

y = C2 + \/Q^—(x — C0^ 

unb ba« Sntegral j da? y 1 -|- -^^ lann no(^ ©elieben entweber aU 9iu9^ 

brud fiir bie Sänge bed untern ober au(^ bed obem biefer {»ei jhei^bogen 

ongefel^en »erben. SXbtx (eined»egd giebt baffelbe Sntegral et»a bie 

Sdnge bejSienigen ^rei^bogend AB; »elc^er anfangs au^erl^alb ber {»if^^en 

ben @rAn{orbinaten HA; KB befinbüc^en gldc^e Don A bid J fortlaufenb 

aus ber nac^ unten cont>eren Sage in bie nac^f unten conca^e Sage {1(^ 

»enbet unb l^ierauf erft, bie ©rdn^orbinate AH {um jmeiten 3Slal burc^^ 

f (bneibenb , J)Ott J [x = a] an jlc^ bis B [x = Sl fortfefet. ^anbelt ea 

fi(^ alfo um ein SÄarimum j>on Jydx, unb ijt A ber tiefet gelegene 

®rSni)>un{t, fo barf ber gefuc^te ^ittel)>un!t ni^^t oberl^alb ber burc^ 

A mit ber 9lbfci{fenare )faiaM gejogenen ©eraben AE faUen, bamit ber 

in Setra<bt (ommenbe; nacb unten feine Soncaoit&t »enbenbe ^eiSbogen 

i»if(6en A unb B bie ©rfinjotbinate HA nid^t no^ in einem {»eiten 

fünfte J bur(|;f4>neibet. @ei F ber ^unft, »orin bad auf bie Seltne 

AB im .!g)a(birungd|)un!te erri^ytete $er))enbi{el 6F fic^ mit ber gebaclften, 

burc^ ben tiefer gdegenen ®räni)>unlt gezogenen @eraben burcbfd^neibet; 

fo iß miVl^in ber Don F an^ a(d a)littel))un{t mit bem %abiud FA = FB 

bef^^riebene, JtreiSbogen ber giöptmdglicf^e Don aQtn uberl^aupt in Setrac^t 

}u {iel^enben. IDer ju biefem Qogen gel^drige (Sentt{»inlel AFB ijt aber^ 

wenn »ir AB = v/(J — a)* + (i? — /?)2 = a 

SBÖ. ABK= Are Sin ^^^ =y 

febeU; offmbar glelci^ 2y) unb ba ber ajabiuö burd^ |AB. Cosec^AFB 
= 4«Cosecy au^gebrucft »irb; fo ift bie Sänge beS fraglichen Ärei^* 
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(7) a " 



Sin y 

^wrbwtc^ wirb alfo ber grjfite fflcrtl^ öuflegetcn , »elc^eii ba« Sntegral 

j Wrfar = Idxy i -{- -p-^ an jitncl^mett im Stanbe t ji. 

3m gaH eineiJ SJHnimiimö sjon lydx »ürbe baflegen ber 5DKtteI^ 

prxnft bed j^retdbogend , ber gleich ^ werben foS unb ber je^t feine Son^ 
DeriWt abwärt« feieren mfi^te, ni(^t tiefer flefuci^t »erben börfen, aU 
ber ))on beiben fßunften A unb Bam ]^d(^{len gelegene; unb bie ©ranje, 
wel^e \>on ber gegebenen Sänge 91 nici^t uberf (^ritten »erben barf, ifi 
ebenfaD« bur^^ (7) öorgejeic^net. 

SDaß aber in ber J^l^at, totnn bie gegebene ®röfie 5C biefen ©rin^^ 
»ert^ fibertrifft, bie lE^ier vorgelegte Aufgabe feine möglit^^e Sluflöfung ju«^ 
läft; — baf nämlici^ unter biefen Umßänben !eine t)on A naä^ B 
continuirlic^ fortlanfenbe 6HrS)e angegeben »erben fann, 
bmd^ »el^e ber g»ifc^en ben ©ränjorbinaten HA unb KB befinbltc^e 
$lä(benraum ein ÜRajcimum ober SOtinimum »urbe, hat>en lann man ft^ 
unmittelbar buic^ geometrif(|^e Slnfcbauung überzeugen. £)enn bie gefüllte 
@urt>e mmt jebenfaOd {»if4^en ben beiben ©ränjoibinaten HA uni) KB 
Ireiöförmifl gefrummt fein, »eil man fonfl über einer beliebigen ©cl^ne, 
}. 9. BR (Fig. 1 1) ftatt be« nii^i freidfjrmigen Sogen« BR einen frei«' 
förmigen conpruiren fönnte, beffen ?änge bie nämlici^e »äre, ber aber 
(bem in li) au«gef))ro(^enen ®a^e ju golge) ein an gläc^eninbalt größere« 
©egment liefern »urbe. — ©efefrt alfo ber Ärei«begen ATJRB, »ef(^er 
um bie gegebene Sänge =S( ju erl^alten, öon A bi« J auper^alb be« 
i>on ben ©ränjorbinaten eingefci^Iogenen glä^enraum« »erläuft, »firbe iin« 
ffir biejenige 6uröe au«gegeben, »obur^ bie gläcbe HJBK ein STOajrimum 
»urbe; fo fönuten »ir un« bo4^ fofort eine onbere (5urt)e A^rB benfrn, 
»eI4)e anfang« fi^ näl^er an bie ©el^ne AJ anf^miegte, fobalb fie aber 
mit ber @ränjorbinate HA inm IDur^fd^nitt gefommen i^, mag man 
biefen £)ur(bf(^nitt nac^ J ober in einen l^&l^er gelegenen $unft i rucfcn, 
M ginjlt^ ^^^^ ^^^ Jtrei«bogen JRB f)ti xoilbtt, fo iebo(^, baß biefer 
Zf)til irB ben Jtrei«bogen JRB an Sänge nur um gerabe fo Diel ixbtt^ 
träfe, al« DorH^er auf bem SBege Don A U9 i im Sergleid^ mit bem jhet«< 
bogen ATJ tx^ipaxi »orben ift. Za nun ber ^(ä^enraum AirB größer 
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tft aU AJRB, fo Pe^t man, ba§ ber Stxtmo^tn ATJB bfc öerlangte 
eigenf4>aft ni^t BePfeen fann , ja bag jic üBerUgKiiMJt nur einer folci^en 
©iirj)e guflefi)rDc^en »erben fönntc, wel^e mit bem aufierl^att beö SRaumeö 
HJBK U^nili^tn Z^tik kti flc^ ber ©el^ne ki unter allen mööKc^en 
(Siiröen ant tnniflPen annfil^crte. ^eöreiflit^er SBeife ejcifitrt a^er eine 
foI(|)c 6urt?e flar ni4)t, jnan »irb öiefmel^r mit SRotl^wenbiöWt bal^iii ge^ 
langen, baf ber Sogen Ati gerobltnig fein müßten unb fomit tritt an 
bie ©teile einer contiuuirlifJ^en ßuröe ein biöcontinuirltd^eg Hnedreö @e- 
tilbe, Beftefienb aud einem ©turfe ber ©ränjorbinate, ndmlid^ ki, unb 
bem Sogen einer (Suröe eVB. 

greili(f> !ann man fid^ in biefem J^atte, welker alfo eintritt, foBalb 
bie gegelbene €dnge % groger ifl ate ber Bei (7) aufgefunbene ©ränjmert]^, 
bie weitere grage vorlegen, wie grog man baö eben geba(^te ®iM ki 
ber @rdn;orbinate anjunel^men );^alt) bie ^(ufldfung biefer gednberten 3lnf^ 
Qolbe aber öerbient felbjipanbig Bel^anbclt ju »erben, waö »ir im folgenben 
^axa^xapl^tn tl^un »oUen. 

Slufgabe. SRan foll ben $untt J in ber @rdnjorbinate HA 
(Fig. 11) unb ben batjon aW^fingigen Sogen JRB fo beflimmen, baf 
ber glfi^^eninl^alt ber gigur HJBK t\n SKarimum n?irb, »dl^renb bie 
,®nmmt bed Sogend JRB unb bed Orbinatenftud^ AJ gleich einer ge^ 
gebenen @r5|ie % fein foQ; n?o(ei t>oraudgefe^t »irb 

1) bog A ber tiefer gelegene ©ränjpunft, namlic^ ß<jf) 
«nb 2) bag bie gegebene 8Snge Sl gröger aU ber im öor. §• bei (7) 
gefunbene ©ränjwertl^ fei. 

I) SWan |>at ]^ier, "ba gemfig ber t)on nn^ gebrauchten Sejeicl^nung 
bit Drbinate HJ bur(|> y^ t)orjufteIIen ift, (»dl^renb lik = ß gegeben ift) 

ü= [\dx= \ydx 

J a J a 

nebft ber Sebingung 

(1) ya-ß + Jf C* +^2)^ = n 

ea wirb ba^er barauf anlommen bie ©umme 



I 
t 






worin iugleic^ mit y auc^ jp uub y^ öariiren foUciv i« einem aWarimum 
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(2) |(cf>+ ^icrp)cte+;urv, = o 

ble »cfd^affcn^rit »on y=/(a?) gu ctmittcln. anbeut man nun ba« 
Sntegwl auf bte befanntc ®etfe tronöfonnirt, fldongt man (»ic im f>t}i, 
J.) jur @Ift(^iin.] 

C3) y - Ca = v/jl2 - (a: ~ CO' 

olfo ju einem Äreife mit bem ^albmeger ^ = — 2^ »eil »it, nm Hntn 
M0(^ unten eoneaöen »oflen gu ergoßen, bet gonflanten A tintn negatiöen 
fßitttff angnmeifen l^aben. 

aw ®rfn?fllei(^«nfl bagegen wirb mon iejt finben (§. 39 III), mit 
«fwfP^t barauf, bo§ 'y^ = i? «efleben alfo (fy^=:0 fein fpO, 

ob«, »fU ^tn für ==% bn ffiert^ a?--C| flcftfrt »etbwi mttg 

(60t. $. ®f. (2)) 

(5) i? = C2 + v/A»-(J-Ci)? 

fo »U b{f «fbinflu«fl«gr«i4iu«9 (i). «nb biiwi^ M<fe btei ^Idc^ungen 
»Mm bie btei no(^ «irteitimmten eoH^anttn l, Ci, Cj offenbar U' 
jHinint fd«. 

5)a (« «n« iebo«^ ]^<uii»tfö<^Ii«| mit auf bi« @t3g« y^ «nfoniint 
fo fe(}fn loh in 

^« = C2 + v'^^-(a-e,)» 
ffit Cj bftt aud (4) jtt entnelmenben ffiett^ a~X. ^{etbutc^ t«b«drt 
P(^ »otjifl^enbe ©Uic^ung ouf 

wotnU bie ootgeleflte gtage beantwottet ifr «Kau muß namH(| beti Sßmm 
J fo ouefu(|en, bog wenn man oon bet geflebenen @tjge JC bie Sangc 
AJ abjit^t «nb ben SBeft in. einen ÄrtiSl^ogett )TlfRB übei^ bet ©e^ne 
JB ftfitttmt, bet aKitfel^Junft C (Fig. 12) ^^ in gidc^tt .g% tnit J 
»eflnbet, boß alfo HJ jugfei^ Sangente lene« jtteidbogen« i^ 



aap. lY. 



179 



f. 41 



II) aJlQit witb fH^ ol^ne Sit^mn^ ki^t üiaita^tn, ia$ bie ®umm€ 
AJ -f JMRB wirflic^ gtiger audffiOt a» ber ))om aJUttel^unft ,F aua 
befc^rieienc Ärelöbogctt ArB (Fig. 1 2) wobei F bie Im t)or. f. unter IV) 
iefptofbene Sebeutun^ l^at. ^af^ ifl bie oben gemalte SSorandfetung 

^ arc ABK 

für biefe Aufgabe wefcntlicb. SKon wirb aber burc^ eben biefelbe St* 
trad^titng jur @tnfi(^t gelangen, bag je groger bei nngeAnberter Sage ber 
&t&nipmltt A^ B bie SAnge 31 gegeben »irb, befto meiler auc^ bie ®t^ 
rabe JC in bie ^fil^e jn f(^ieben fei, — bag babei ber ÄreiÄogen JMRB 
fl4 immer me^r Hncm mit bem 8tabtu0 ^(f — a) befc^riebenen ^alh^ 
f r e i ^ nSi^ert , nnb bag aif o wiebernm eine @rinie , »etcf^e t>on 'S( ni^t 
tterfcbritten werben barf, bnr^ 

BE + -j7r(f-a) = i?-/? + Kf-a) 

angegeben wirb. S3enn im ©egentl^eife Sl biefen SBertl^ no(^ itberfteigen 
fönte, fo würbe bie ^ier bel^anbelte 9(ufgabe {eine Slu^dfung meil^r julafien. 
Sin il^re ®itUt lonn man aber bie folgenbe fe^en : 

aRan foQ in ber ©ränjorbinote HA einen fßunft J unb in ber 
e^rAnjorbinate KB einen $unlt L beflimmen, fo bag bie %l&^ HJLK 
ein SDtajctmum wirb , w%enb bie ®umme 

ÄJ + Sogen JL+lS 
eine i^orgef^iriebene Unqt a>i; — /? + inr(f — ä) beflt^n foll (Fig. 7). 
@d tritt aldbann an bie ©teile unfere^ obigen Su^brudd (1) ber folgenbe 

worin rj = KB gegeben unb y^ === EL eine t)ariirenbe &ii^t i^ ; unb 
man gelangt auf bem oben betretenen Sege tu ben jwei ©r&n^gleic^ungen 

-A=i(f-a) C,=|(J + a) 



Jl 



'-[y^l-^" '+l^/t 



= 



b. 1^. 

(ö) 

^eraud folgt 

b. ^. ber 9{{tteT))unft bed AreiAogend . JL liegt in einem auf HK im 
$a]]bimng9))unlte ju erri^enben f^ttptnhM unb jle^t alfo j^on HJ unb 
KL glei^ weit ab« 

%mn mufi; gn golge bei Jtreidglri^ng (3), 

12» 



g 42. — 180 — 6ap IV. 

fettt/imb ba bicfe« roegcn (6) mit 

b. 1^. tntt- 

flUi(i&icbciitenb iff, fo etgiebt fl* 

Um ba« flcfu(i^te SKajimum ju cyl^altett; mug man olfo bie ©tüde AJ. 
BL fo annehmen, bti§ bie fpunfte J; L in fllet^er ^6^e mit bcm fKittel^ 
))un{te bed jtreidbogend JNL liegen, obei!, anbetd au^gebrudt^ fo ba§ 
wenn x^^x< bie ©umme AJ + BL öon ber ßejeienen ®r5f e 81 fubtra^irt, 
bet Stefi ftc^ in einen ^at^bfreid JNL fenmmen \h% 

aufgäbe. Unter oHen Surfen beren Sogen j»if(^en ben ®r5nj^ 
))untten A unb B eine nnb biefelbe Singe befiften, biejenige an^gufinben, 
beren ®(ä^»er<)unlt ^xa tiefften liegt b. 1^. beren mit OY jjotattele ®#»er^' 
)>unftdorbinate ein äJlinimum \% 

1) f^ür biefe @(^n)er)>uuft0orbinate l^at man belannt({(&, mmn man 

ben ©ogcn mit 8 bejeid^net, bie goimel ^^ . ej foll ballet 

8 



»erben. Slbec eben »eil ber Sogen «^ »eld^er ben Diöifot öon ü bilbet, 
einen conftanten SBert|> =Sl bcl^alten foD, reitet e« l^in y=/[ar) fo ju 
befiimmen, bag ber 3 Algier Don U ein re(ati)>ed ÜRinimum »erbe, b. \ 
in fo fem biefe SWinimam^curDe nur unter benjenigen 6ur))en gefüllt 
wirb; bei »eichen J*v^(l -J-^2)cte einen unöeränberlicben SQ3ett|f ^at. 
Se^l^alb lonnen »ir xm an bie Sludbnicfe 

l^alten. Oerabe fo »irb man in allen Äfinlic^en Aufgaben »erfal^ren, bei 
benen ba« öariirenbe Sntegral J^dx mit Amxsi conpanten J'Vfdx = W 
bur^ SKttlti})H!ation ober 3)tt)ipon berbunben i% 
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S)te ^auptiUl^mi ifl alfo (S. 39) 

CD A+?-i<^^ + ^)=« 

mnltipMtt man btefe ©feld^uitfl mit p yji+p^ unb f(i{)rei6t auf bet 
linfen ^cite rfy onflatt ;?(ir; fo l^eW fi^ jßdy tclberfeitt auf unb man 
flclanflt SU 

35a0 Sntefltal biefcr ®lri(^un9 ifl 

(2) y + A=cv/rfp 

WDbei C bie milllul^rlii^e @onfiante anjeigt. @i$ folgt barau^ 
unb ^iewu« mittelfl Sntejtatiou ^ 

(4) . - 5 = ± c log [?4^ + \/e4-') - i] 

Da ^ ' >>! ju golße (2) i^^ fo beflfet ber l^ien «jorfornmenbe Sofla^? 

ritl^mud einen ))ofitit>en Sertl^; unb Don bem bo)}))eIten SSorjei^^en ifl 

entmeber + ^ , xw ^ -" -^ P^'P^*^ .^ w c . 

ob« I ^ "*^'"*"' ^* ""*''*'" -C" neflatl», '^ ^' ^- 1' ««*' 

bem y + ^ w^^ x-- B gleid^e^ ober ungleiti^eg SSorjeiAen l^aben. 

^an »irb lei^t biefe ©leid^ung, inbem man fie iunfi(|)jl in ber JJotm 

fi^teibt, in'd Quabtat etl^eit unb burd^ 2e <^ btoibtrt, auc^ in 4)te 

» — B X — B 

©fflart (5) y + il = ^c(e c +e^ c "J 

ibringen, to(I(|ie )U mannen B^voten UoMäalattt ijl. 

II) @e fei nun AKE (Fig. 13) (ine but^i bcn qjunft A «uf beo 
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icnigen ®eite bet ®tAuiotbinate HA qimtnt Sttittnlinit, nad» mldstv 
We atfctRctt ar pojitiö »a^^fen , un\> E fei il^r ©c^citef , GE || OY bic 
<^mt))taif; fo (efte^t {»ifc^en EQ unb HQ befanutlic^ bte ©(eic^ung 

«0=±«4.+f+v/('+?)'^J 

Sarin iebetttet a eine Sonflante^ welche wir, meil {ie jugfei^ be« 
Atfimmung^l^admegec am ®d)eite( E anotebt^ ben ]^a(kn $atametcr bei 
(5«rt)e nerncn Knuten. S)ie 93erö(ei*imfl mit (4) fül^irt bal^er ju bcm 
®^\\i^, baf bte t)e¥f(tn9te ÜRinimum^curDe eine Aettenlinie tft, beten 
©^eitel E in bem Slbpanb Ö6 = B i>on ber Otblnatenajce unb um eint 
foldS^e ^i1)t GE = Ä über unferer abfciffeuöie OX erl^aben liegt , bafi 

entweber bie 8?efatlon (6.«) ^Ü— . = 1 + ^^^^^ 

Ober folflenbe (6 /?) ?^ = 1 + ^^ 

Befiei^t, je naAbem wir und eine gegen bie Slbfciffenaxe con)xejr liegenbc 
jtettenlinie AMB ober ben in Fig. 13 ebenfaQd gejeif^neteU; na($ unt« 
concat) liegenben Sogen AME a(fe K>y }u benfen IS^aben. gär ben 
erfiten biefer beiben Sogen märben wir bie in (4) t)orfommenbe Sonfloittc 
C mit bem l^alben fßarameter ber Jtettenlinie ibentificiren, fo bafi 

^=1-* folglich A = C-i 

auffällt. Sei ber anberen Sage bagegen mürbe man, bamit bie ®f. (6./?) 
für tin i?ariaWe« y Sejlanb l^abe, a = — C fe^en^ übrigen^ getabe 
wie oorl^er 

g=t — p unb Ä = C — il 

erl^aften. S)ur^ bitfe Sebingungen 

a = ±C je na^bem C ^jojltio ober negativ ip 
(7) 06 = 5 

6E = C-i 
wirb xoxxi bie bnnl^ (4) (e{ei<l^nete Aettenlinie t^oQfommen beflimmt; fobalb 
aufer bem no^ unbefHmut gelafenen a;iulti))Iifator l ben beiben 3ntc^ 
grationöeonftanten B unb J ..^i^ ^^^i&t ber befonberen Sebingungen 
ber Aufgabe beßimmte M^tt&^t ungew{e]en worben flnb. 

III) 2)ic dxit biefer beibcn (Svn^nsttnt wirb fi^ fofort and ber Ser 
bingung fteben rafen, ba^ Mt 6w»e bun^ ben Slnfangd^tiiilt A[a; s o^ y = ^] 



<5<ip. IV. — 183 — 5: 42. 

^ffien foD, ben mit |iter aU gegeben onfe:^en. üRan er^dH itSrnHi^ 

3l^mtn mit fem« an , Ut fpunft B in btr ^tdniorbinate KB fti nt^ . 
fiegtbcni fo folgt att« btt ©tfiitigteic^Mitg 

[a,(V4-iW)]^yf = 

««« (2) tt«b (3) erflUW fl4.'««u ^;^ = ±^\/(^)-^ 
banger muß fein 

b. 1^. 1; -j- A = ± C ober todl nac^ ber btteltt oben ftemac^ten ©emertiind 



burd^gel^enbd yofitit) i^, 






c 

^ierbttt^^ tjewaubelt fl* aber bie ®Iei(ä^uttfl (4) in J — 5 = C/1 =■ 
»oratt« Jff = J folgt. 3)iefe Sebinflungen 

(Ö) J? = J 

jefgen, toenn man jle mit (7) gufammenbdlt, b«g man ber Äette butcb 
^erauf^ ober ^etabbemegen ibred (Snb))unltd B eine folci^e ®eflatt }u geben 
fucl^en mft|e, bafi biefer in ber fejien ©ranjorbinate KB Kegcnbe (Snb* 
»JUtt» juglei* ber ©fettet ber Äettertlinie »erbe. 

ttnb toaß nun no(fi ben SBertb t)on Jl anbelangt, me(i^ and ber 
©eblttgung « = a beflimmt »erben mu^, fo bemerle man, baß »egen(l) 
ba« angemeine Sntegral J^v^(l -{'P^)dx einerlei i^ mit ber gunction 

nnb ba/ »ie »tr eben gefeiten l^aben, bie friert» i>or{ommenbe Surjelgrifie 
für a: = J; y = i7 fl^ auf 3ltttt rebncirt, fo erb«t m«» fofort 

3)ie S«rbemng/ba^ bkfe SogenUnga glei^f 81 fein fo8, fi^ m ß-^Ji 
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= ± \^(?l' + C2 j ^ unb ba ber fdbon mc^nnaW gemac^tett ©tlnttcrwitg 
gemäß i^ + '^ glci(^c3 93orjct(^en mit C befifecn mu^, fo Bnnen wir 
fagcn, c« fei 

(10) • -l = - /? ± v/PT c^ i< ««*b«" c I J"2J i% 

Dur(^ biefe btei ©leici^itttgctt (9) (10) wnb (8) wären nun bie brei eou- 
panten ber @I. (4) BefHmmt, unb toit Umtn fuglic^ übet bie Sebenf^ 
lic^fcit l^inwegfel^en. bag bie ©eftimmung^gleic^ung für C^ »el(^e an^ (8) 
bur^ ©uBfHtutton ber ffir B unb A gefunbenen ffiert^e entfjjringt, nfttnli* 

ril) ^ = «+ C/(^^^^^±^) für ein i)ojitit)e^ , C 

5 == a — c/ V ?^ -^^^ + ^ j pij ein negatiöe« C 

tran^fcenbent tf}, 2)ie lefetere liefert üBrigenö ganj benfelben ffiert^ für 
— C, »ie bie erfte für + C. ^t^^alb Wgt P^ nur ber aifolute SJert^ 
t?cn C Beflimmen, unb »enn man burc^ SCujlöfung'ber erfteren ©Teilung 
C aU Function öon J, «^ ?( Bered^net l^ätte, fo bürfte man na^ Se^ 
IteBen biefen Slu^brud an(^ mit bem entgegengefefcten 3Jorjei(^en nehmen. 
ßu tbtn biefem grgebnid gelangt man an(^, xotnn man fld^ an bie 
®Iei(^ung (5) ^jaltenb ben SQBertl^ Don C au9 

ju Beflimmen fu(|t. 5)enn biefe ifl, weil gu golge ber Bei (10) üBer 
, baö 5Jorjei(^en ber SBurjelgröfie , Qtmaä)ttn ^ Semerfung ber Duotient 

± ^ J^ — ^ iebenfallö eine |)ofltiJ)e @röfie fein mug/ burt^au^ gleit^^- 

Bebeutenb mit 

unb BleiBt für glel(^gro§e aBer entgegengefefete SÖertl^e Don C offenBor 
ungeänbert. 

IV) Mm je^t f<3^He§ß^ bie grage ju entfii^eiben, oB bie gefunbene 
®Ieid^ung (4). ober (5) ju einem STOojrfmum ober SWinimum Don ü Der^^ 
l^elfe, b, ]^, oB Bei ber bur^ (4) in SSerBinbung mit (9) (10) (11) Be^^ 
fümmten Äettenlinie ber ©t^wer^^unft mßglid^fl tief ober möglic^ft ^od> 
liegt im ?Jergleid^ mit anberen 6urDen Don berfefBen 8änge^ »enben »ir, 
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ba bie Setra^^fatng in in §. 28 imä^ J S^dx ))Otge{)eIIten ®xi^t bted« 
mal nid^t bequem invx ßiele fAl^ren märbe, bad im $. 38 erliutette ^tu 
fahren on. SSir Idolen wx bie SteEe be^ bott Dorlommenben V gegeiu 
tpattig bie gunction 

V + AW = (y + A)v^r+]^ 

gu fe^tn, uitb (d gleit und alfo bie gomel (5) bed $, 38 nac^ ©uib' 
flitution ber SBett^e 

■ -P «Hb y + ^ 



an bie ®teHe »on dJpV unb »J,V fofort 



i 






!nitn folßen aber aM^ unferet gegenmftrtigen ^(ei^fung (5) bie SJertl^e 

1= ^d^-.-^^^ , . 



d5 



X — B X — B 



irnb ebenfo flnbet man ^ = ^^ ^-^ — p 

ballet wirb (bei ber im atifleful^rfett 8- erfWrtett Sebeutung wn ü) 

koocin /E« imb t^ {»ei ts>lVtuf}xU^t (Sonftanien bebeuten. 

S)a in bem 3[ntegrationdintert>a]Ie or = a bid x = S ^^tot^l x unb 
y ate ou(i^ jp ni(bt unenbltc^ merben^ fo be|ii(t für jebe enblid^e @tS§e 
»on jtt unb V aui) u t\ntn enblid^tn SBertl^. ^ieraud folgt, Vivxn man 

juflleicä^ nod^ tjetmJge (2) für — ^-^ — r bie (Sonjiante C fubflituirt, baj 

(1 + i?2)t 

ba^ auf ber redeten ©eite ber 0L (12) {tel^enbe 3ntegra^. ndmli^ 






(£r 
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ein« eitbIMe unb mit C ^wMtii^ it» SJorjei^ene ii^dn^maiettbt 
Ordpe fein mfige. 

• 35a ferner p^ unb u^ = /»(/? -f A) "— (]»« + v)p^ im SCagemeineii 

ni(f>t tjerf^wtnben, »S^ren'b jy^ = m^©^ »erfd^wlnben foH, fo mnf «„ «= ö 

feto. 3uflleidj) mirb wegen ber bei (9) für 5 nnb 17 gefunbenen SBert^e 
p^ = 0, y^ == ij = C — i, «nb be^l^olb ift bie onf ber rechten Seite ber 

0(e{<^ung (12) ou^erl^alb bea ^ntegral^ei^end beftnbtiilfe &t6^t ^M^' 
bebeutenb mit 

9iun folflt aber av» (2) obw (3) fogtd^» »« ®ert^ ^'^^'w^' 
heilet witb 

««b [^] =^ — 0»? + »')nör" = ~ c ^'*^ "^ '^ 

SBegen i>t = wirb fem« u^ ;= /t(j; -[- A) = /tC^ olfo im ^anjen 



unb J"«!! 






3nbem mir je^t ben Bidl^er no^ unbejiimmt geladenen @pnftanten ft, v 
fol^e äBertl^e in ®eban(en ieitegen, baf /ii(je«^ -|- v) eine negative 9rS$e 
ober mä> = wirb , »el($el festere bnr^ bte {Relation v = — fjtS er^ 
reitet »flrbe, Unb mim^ töix He erf^betli(|fe UnbffKmmtl^eit ))ört <ry ==t tA» 
wegen bet barfk ^orloMmnben will{ft]^tl((|en gnnctiim o^ nU^t im ^ 

ring^en befi^fttden: fo gefangen wir gut tteieriengung , bdfi (T^ eine 
mit C glei^geitig pv^n ober negatioe ®r0fe fef^ bdf^ dtfo bad Sntrgrat 

ein abfolute« nnb ba« 3ttteg't?af ü==s JVv^(l +p^)da? in bem oer^ 
langten ©inne ein relatioe« «% ^ - ^ f^/ i^ nac^bemman ber tton^ 



ganten C einen 



)>ofitioen 
negatiben 



SBcril^ beilegen miS; b. ^. fe na^bem man 
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I 

gegen bte Stbfciffenaie Itegenb )>om ^nfaitgdpunlt 

A B« ju l^rem ©(^ettel |J[^^^^^^^^^^ lafen »ttt (mie in II) fleseiflt 

xooxitn ift). — • ^fefe ergebniRe ftimmen mit ben tne^antf^en ©efejeii 
ilierein, ba$ eine jwifd^en ben 0tän$oTbinaten HA unb KB aufoeMngte, 
mibtfftiiaxt unb Q(eictföTini()e Schnur ficf^ wxxfli^ nciä^ ber Aettenitnie 
främntt, nnb bann int @ieid gemtc^t bel^arrt, n^äl^renb ein \>ün ber ScBwet« 
traft dffldtted' bewegUc^ed Softem fiber]|^au))t cntmeber im labilen obet im 
labilen @ltiä^itxvxdA fid nnr bann beflnben !ann, folbalb fein ®(bxotx* 
pnntt bte mSflttcfcjl tiefe ieiiel^nngömeife bie mdgliif^fl ^ol^e Sage etl^alten 1^. 
SCnmetlung. tiefe man in ber l^ier I^el^anbelten atufgaBe bie 
eebingnng «5= J'y^Ci +i^)^*=*^oiist, »eg, fo würbe freiließ feine 

s 
ein (aifoIuteO Sßinimum »ire, »eit Bei beliebig ju uerMngembem Sogen 
s ber @<!^n)er:punft Mieiig tief Hinter fitden Iwxix. Segte man {ii( bo^ 
gegen bie Aufgabe s>or, blod ba6 integral Jyds jn einem ÜRinimum }U 
m^i^txif fo finbet man e^enfaDd bie jtettenlinie. S)abnr(^ ift bann 
ein elbenfaOd fel^r intereffanted $roi(em aufget^ft, nftmli^ bie Seflimmung 
beqenigen 6urt)e yz^f(x), tütlä^t »Alj^enb il^rer Umbrel^nng nm bie 
9jte ber X bie Iteinfle 9{otationdfU^e erjeugt, benn beren Snl^tt 
»irb BelanntHc^ bunl^ 2nJydB angege^n. (Sine befttmmte ^ufiafung ifl 
(für gtoei fefte 0rin))>unlte A^ B) l^ter be^l^alb megtid^, »eil imor bie 
$erip|me eined ^m einem Sm»ene(ement MM' mft^renb ^ 3>re]^ung 
um bie {Rotationdare lefc^riebenen J^U^enelementd beflo Heiner au^ASt^ 
ie tiefer ber giunft M mittelfl ber SerMngermtg bed Sogen^ AM Ijierab« 
gefenit »irb, »eil at€r anbererfeit^ eint SerMngerung 9on a ni^t auf ü^xt 
Serfleinermtg^ fonbern im ^egent)^ onf ütt Sergröferung be6 dnl^alt^ 
ber entftel^nben {Rototion^M^ |imoirft. 



2)ie \n btn twr^ge^ettben SS- lel^anbeTten $[nfgaB^ »aren {]tiftAß 
metrift^ $roMeme ivx engern Sinne, meil ber Umfang (Perimeter) ber 
Sifiur HABK ober toenigflena ber Sogen jwifi^en ben Orinjorbinaten 
BJ, KL boifeitige &Ai: war ^ voAi^ \d aSen mit ber gefv^en Cime 
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in Silirgldd^ung ju {iel^enben @urt)en ^M^t Ortfe Kefiten foOte. 9lan 
fann ^ja^t^tti unter {fo))erimetrifdi)en $toB(enten im »eitern ©inne 
fol^e awfßaten tjerflel^en, bei »etd^en baö Sntegral J^Idx, beffen SBertl^ 
(=Jl) nic^t öariiren fofl, nl4>t bie Soflenldnge, fonbern txnt ®rö§c 
anberer 9lrt Bebeutet; ober av^ fo((^e SCufgoben, in weld^en auper bec 
Sebinflunfl jYf^dx^^^^^ bie »eitere gorberung cntl^aßen ifl, bafi nod^ 
ein j»eite0 Swteflrol J^2^ ^^"^w niti^t Daritrenben Söertl^ 9 ^^I^äK«» 
fotte, »öiei W2 einen S)on Wi »erjd^iebenen, jebo^ eienfottd y, jp^ 2, . . . 
ent^^altenben $[udbrud anzeigt. 3lufgaien biefer (entern Slrt »irb man, 
inbem ntan {I((i ^tx^au t>on ben in S* 39 gemalten ©i^Iäpen leiten I&|t, 
bun^ Qel^anbtnng ber ©lei^ung 

*^/(V + ^1 Wi + i,Wj)efe = 
<iufiuUfen fud^eU; mel^e bie Sebingungen feftfteOt^gunter »etc^en bie Summe 

ein ^StajAmMvx ober !D{inimum »erben linnt* 

98ir »enben und aber j|e<^t {ur 9etra(!^tung fol^er SlufgoBen, in 
»eichen bie 2lud»o]|^l ber gunction y =/(a?) »oburci^ ü s= J^dx gu 
einem üJlorimum ober SRinimum gemalt »erben fo0, ouf eine t^on ber 
btdl^er unterfui^ten t)erf()^iebene äBeife befcf^ränft »irb, nfimlid^ babur4^; 
bafi bie @rin}»ertl^e t)on y, p, q,.. ge»i§en Sebingungen ©enfige 
leiften ober in ge»iflen ^Relationen }u einanber {teilen foQen, bafi alfo eine 
ober mel^rere ®Iei(^ungen oon ber gorm 

(1) ©C?, a, y^, y^, p^, l?«; . . = 

gegeben^ flrtb. ^ 

I) ^an »irb ofine äRfil^e edennen, baf bie allgemeine %eim 
ber gefuci^ten J^unction 

y=A«, Ci; Ca;..) 
bei Slufgaben biefer Sirt gang biefelbe fein m&fe aU »enn bie 
er»i]^nten Sebingungdgleid^ungen 0^=0, 02==^ ^* f- ^• 
gar ni^t t>orIigen, unb ba$ biefe nur auf bie Seflimmung ber 
Sntegrationöconfianten Cj; €2^.. Cam ®nilu§ ausüben, — vxM anbem 
SQorten , baß oyxi^ \t%i bie S(uf{dfung * }uni(^{t )>on ber 3^egrat<on ber 
,!^au))tglei(^ung (6) bed S- ^^ cber \xitm bie Slufgabe eine ifoperimetrifi^ 
im n^eitern @inne ift^ oon ber $au))tg(et(l^ung (5) bed $. 39 abl^ongt 
Senn »ad ^yxi^ immer bie bur(^ folcbe 9lebenbebingungen geforberten 
aSertl^e t>on y^, y^', P^f Pa>** ""^ ^^^ bemgemdj einjurid^tenben fflertl^ 
i»on Ci; C2; . « . C2111 fein m^gen , man lann fi^ bo<|i ein{t»ei(en benlen, 
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tß feictt bie rlt^Hflett jwei ®tinipnnftt A unb ß, otfo bie flefuÄten Or:^ 
btnatctt'j^^ tittb y^, unb bfe rit^Hge Sage ber Xartgenten bafelbft, alfo 

jp^ unb j?|^ unb bfli. me|n: unmittcliar gegeBcn wotben^ unb eö 

tt>etbe unter biefen Umflanben bie ßuröe beö SDlorimum^ ober aWinfmum^ 
öon Ü flefu(|t. 3ur ftenntnt^ ber fo jlngtrien 6urt)e würbe man nun 
mittelji Sutegrotlon ber ermälg^nten ^auptf^ld^un^ ^tlan^m; bie* 
fefbe mug aitt jugleid^ bie eigentlich geforberte (5urt>e fein. 

II) 3Benn 1)xtxna6) fepgefteüt ifl , baß bie Sebingungen ©i = o; 
©2 = 0,... nur ben ©inflluß an^üitn, bag bie in y =fOr, C^; Cg; . . .) 
entl^aftencn Sntegrationöconfianten Cf, Ca;«, anbere SBertl^e er|>atten, 
aU Pe Bei Slbwefenl^eit jener SebingungögCeid^ungen erl^aften l^aben »firbeU; 
fo Ifu^tet iüglei# ein, bafi bie SUniaf^l biefer le^tern niemals grdfier fein 
burfc, faBd bie Slufgabe mögti(|) fein foD, aU bie «njal^l ber (Sonftanten 
Ci, Cg; . . Ca«, b. 1^. nic^t größer oW bie Orbnung^ial^l ber ^auptgleic^ung, 
»el^e wir an^ gegenwärtig, wie in ben §§. 35 fgg. gefd^el^cn l|i, bur^i 
gg3 = anbeuten wollen. 

III) 3)ie SKetl^obe, toit man bie ben ©leid^ungen ©1 = 0; ©2 = 0, 
:c. gufagenben SBcrtl^e J)on Ci^ Cg^.». auömittelt, Beftel^t nun barin, 
boß ttiaU; gerabe wie in §. 18 II) unb §• 19 lU) gef(ä^ei^en ifl*), an^ 
feb<r biefer ©(ei^ungen eine [Relation jwif^en ben ^aiiationdquotienten 

tt. f. f. 

itnb mittelfl berfet^en an^ bem Aggregate berjenigen Seflanbtij^eire S)on 
SV, tot\^t b«tn Sntegrol J^d'ydx t>orangel^en , eben fo J)iele t>on ben 
aSariationaquotttnten d'y^y S'y^,... elintinirt, aW bie Slnjal^l ber öebin^ 

9ungöglei(|>ungen (2) Beträgt. 

*i SBir f^aben ^mar fn §. 19 IH) nur con fctc^en SBefiljrdnfungen gerebet/ 
baf etli*e bet ®r5gea JW^ rfy^^ J^^^ . . gleid^ Slun fein folTen; c8 beburfle 

ahzx na4 ben in $. 18 gegebenen @ridutecungen wo^l fetner weiteren TCuieinanber- 
fecund f baf man aud) bei \iixa ^cr^anbenfein 9on SSebingunG^gleicbungen oon ber 
gegenwärtig coraugQcfe^ten SBcfdjaffen^eit gerabe fo ju »ccfo^ren ^ätXt wie wir e« 
^>ier t^un. 
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Um biffc SHmtnation mifjii^ fpftcmalif^ ^€^tmt^mfn, tohb maK 
ün^ ^ier auf bic in %. 18 III) rttMttc ffietfc fi^ mtbcßtatntter gactoren 
bcbititm. @ct n bie Sln^bl bcr Oleicbuitgen (2), fo ba§ Don bot 27n 
©arfottottöquoHentm iy^, iy^, S'p^,... tu« 2m — n »ilRfil^rUi^ pitb. 

8ei bcr geborten 3>t)iel^ttitg ber g^^ctorcn 2|; 22^... Im tf^tt man 
bann, »ti( bie 6oeffldentcn all et Sariattondqitotienten gleich fftaU {u 
fetten finb, 2m @lei4^nngen C^uf »elc^ »ir fogfeblb tn lY) no^maB 
{uhitffotnmen loeiben) alfo in Serbinbung mit ben iSiti^un%tn (2) unk 
ben Oki^nngen 

y|=/(f; C|, C2,...) t/a^^f^^' ^if C2., ..«.) 

;>f =/'(?. c, , C2 , . . .) p^ =/'(», Ci , C2, . . .) 

M. f. f. 

beren 9(n}a^I 2m -\- 2 ift, im Manien im -|- ^ + ^ ©(eicbnngen , anl 
»eitlen auga ben ^actoten X^, ^; • • • ^o gerabe nD(6 bie 2m Son^nien 
C|; C2; . . • Cgm unb bie 2m -|- 2 ®td§en y^; y„; />|r • • • ju befttmmm 

finb. (SKan »gl. jebo0 l^iennit bo« in V) golgcnbe). 

IV) 5^te fpritfuug, ob bie aua biefen 8le^nungen l^eworge^enbc 
gunction y=/[ar) nwn wirfli^ ein SDlaximum ober ein SRinirnnm cba 
feinet s^on beiben ffttidimxt, toixi man id Aufgaben biefer Sit «nf 
fölgenbem 9Bege anfleOen. ®e(^en »it ber ^utje »egen »iebet, nrie in 
f. 38 II) «nb V) 

a,v-^d^,v^ =P 

8,V — •.. = 



• • 



• • 



d"J\dx = N<ry -f PcTj) + 0*^2 4- • • • 4- jmS'ydx 
unb mit QftAdfl^ttgnng bet @Ie{(^ung 9B = bie aQgcnteine ^oimd 



m • 



+/. 
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So« (rtte 3>ttegra( Uft fii^ nun na^ Un int angtffil^fttit $. 38 mt' 

toidfiten 93otf(|ftlften fo umformen, ba^ \^luiü4) unttt bcm Smteoral' 
leic^cn eine tpifllitl^tn^e Function nur ne^ auf itt {meiten $otenj dos- 
fommt. SDte Bei biefer UmgeßaUung jum SSorfc^cin lommenben, Dom 
3nte8TaIjel(|>ett UfxtÜtn ©lieber, »elc^je in Seiiel^unfl auf S'y^ (fy^ cTp^, . . . 

^ur {Weiten S){men{ion gel^örek , lagen j^^ mit ben glei^fortigen , au9 
[cTWy]^; [i'My]^, [äVS'p]^ ac. entfjjrinjenben »erei»iflen. 8lu^ ben 

^eblngungdgleic^ungen /^0| = 0^ /t^^s = . . . folgt oitt aui benfel^ 
Orunben, ml^c in 8. 18 II) gu ben eingelnen @(ei($ungen (2), (3),... 
geführt l^aben, ein ©pflem t)on n ^ebingungaglei^^ungen, bie in Sejie^ 
ftung auf <f*y^, <f y^, <f;P|, ... i>on ber jtpeiten 2)imenjion jlnb, unb 

brren jebe unter ber aDgemeinen gorm fielet 






• • • 



+§?''>.'+ '^'^^-^ 



• • 4 • • 



SBenn man biefe ® (eid^ung mtt 4^ ^^^ ^'^ filrigen , auf glei^^e Sßeifc 
au4 02/' ®s/ • • entfpringenben mit ben entfvre(|>enben gactoren i^f 
i^,..., moBei Xi, X2,... Xn bie inlll) bereite befprot^enen be^imm^ 
ttn @rdpen fein foDeU; multiplictrt unb bie ghobulte {U bem in (3) 
entwitfelten ?[u«bru(fe für S'^JfYdx abbirt, fo »erben bie j weiten 
«ariationöquotienten 6'^^, S^^, S^p^, . . . fimmtli^ ]^erau«fallen. 5)enn 

man erlenni auf bet ®teSe, baf 



d0^ I 1 ^®a 



w- p»+'-^:+''^+ 



• • 



= 



d»! , , d©2 



u. f. ». 

gerabe bie «orl^ln \xi III) gebauten 2m Sebingung^Iei^ungen flnb. — 
9la^ SBeglagung biefer vx\i ben ^weiten SSariationaquoticnten ic|aftetm 
©lieber mifb man nod^ wa bem f&r cf^U erl^altenen Studbrudk oon ben 
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batitt wrtomtnettbett Soriatiott^quoHentett crfler Orbnuttg S'y^, Sy^, 

6'p^, . . . tntttelft ber ©lel^unjen (2) fo Diele eltminiren, bap tti(^t tnel^t 

old 2m — n iibrifl bleiben, weil nur f o Diele »infül&rHd& annel^mbar finb. 
Unb ben fo gewonnenen SBert^ »on tf^ü wirb mon enblid^ ber ^Prüfung, 
ob er eine ))ofltiöe ober negatiöe ©rö^e fei, wnterjiel^en. 

V) ffiir liaben in III) ben aUflemeinpen jaH »oraudgefett, ndmii* 
bo^ bie in SV entl^altenen • 2m ©rSßen S'y^, 6'y^, S'p^,... fimmt*^ 

li^ aö unbefHmmt ober öon ffluU Derf4>reben ju benfen wären. SBenn 
bageflen ben ©ebingungen ber Slufgabe jn golge etli^e bct ®rögen y^, 

Va* P^?'*' ^{^^ öt^ Dariirenb ongefel^en werben foKen, fo tritt 
felbj}öerflänbli(^ in bem SBerfal^ren eine Heine SKobiflcation ein. S)entt 
angenommen ed foOe y^ aU nici^i Dariirenb bel^anbelt werben, fo ijl 

jy^ = 0, unb biejenige S3ebinftung3glei(i&ung, beren xe^tti Xf^tll bie SRuD 
unb bereu linier S^l^eil ber na# III) ju bilbenbe ©oefflcient Don dy^ 

fein würbe, nimli^ bie erfle bet @Iei^ungen (4) erifiirt nl^t — SJer 
babur^ entflel^enbe Sludfaü Don ben am ©d^Iu^e Don III) ^tia^ttn Se^ 
jtimmung^glei^ungen für i^, X2/ • • ♦ ^i/ ^i; Cg, . • . Cg«; y^, y^, p^,.- 
wirb ober bei Aufgaben biefer Slrt wieber gebe*, in fo fern ber Sffiert^ 
Don y^ of« eine unmlttelbor gegebene ©rS^e, =r], ongufel^en ifl. asjl. 

8. 30 II). 

Um biefe 8?egeln on einem ©eifpiele ju etWutern, wS^Ien wir btc 
folgenbe, fel^r einfädle, on -$. 26 p(|> onfd^Iießenbe Slufgobe: 3wifc^ett 
ben beiben @eroben HJ^ KL, welche in ben ßnbpunKen ber «bfcijfeit 
x = a, a? = f ))er))enbiluMr ouf bie abfciffenojce errichtet worben finb, 
bie lüriepe ?inie AB ju flnben, mit ber beft^rflnl^nben gorberung febo*, 
bog boö ^Jrobutt y^.y^ = HA.KB einen Dorgef^^riebenen SBertl^ B befl^e. 

I) e^ iji l^ier V = yT+p unb mon wirb na(l^ bem im Dor. J. 
unter I) unb II) ©efogten leicbt ju bet ©leicbung 

gelongen (§. 26 I). 

®ie weiteren^ im Dor. §. mit (4) numetirten »ebingungögleii^nge» 

Rnb ieUt, ba @i=(y^y^ — B) unb N = öpV= =£= ifl, 

}/i+p^ 
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anö ml^tn, in SScrbinbung mit 

(3) G^r/j/^-B = 

(4) V^^C,^ + C, (5) y^ = c,a + C, 
(6) 2>^ = C, (7) p^^C, 

W fltbtn ©Togen X, C^ , C2, y^, 2/„, p^, p^ gu beitimmen finb. (Sei 

bcr im öor. §. unter III) etHdrten SSebentung ber Sa^kn m «nb n tfl 
l^ier m =• 1 , n = 1 ^ alfo 4m -f- w -f- 2 = 7). 

äBegen (6)' unb (7) fmb bte beiben ©Wt^ungcn (1) «nb (2) 
gle^tebeutenb mit 

v/r+ c» ''^ 

!©te ©timinotion öon A fitl^rt ju , 

alfo mni fein 

ent»eber (8) C,==sO' ober (9) y.-fy=0 

II) aWit C^ = gel^ort jufammen 

nnb ba y^y^ = 5 fein foH , fo pa^t biefe Seftimmung »on C^ «nb C2 
n«r für einen :|)oftttt)en SOSertl^ wn B, b, 1^. wenn etma y^y^=^l'^ 
gegeben tft. 3n biefem galle l^at man olfo 

Ci = y^ = y„ = C2 = v^J? = ±& 

unb jugIeidS> »irb wegen- ((§) 2z=:0. 

III) S)ie @Iei(^«ng (9) bagegen ifl nur gnWgig \vx entgcgengefefeten 
gaHe, »enn nämlic^ y^ «nb y^ J>erf^iebene« SSorjet^en \jQiht;^, b. 1^. 
»enn jB negativ? ifl. ©ei £ = — i^^ |o |p{gt oud y^y^ = ~.62 
unb (9) 

13 
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cnttöeber y^ 31 -|- 6 imb y« = — * 

ober y^=z — b linb y^ = -{-i 

lEaju ßf^int bann »fflcn (4) unb' (5) 






ferner 



(y^-?/a)V^TCt' (f-«)v/4+Ci« y/4F+(f-a)i 

IV) ©(^reiten wir nun gu ber im oor. S. unter IV) erfWrten fprüfunj. 
(Die bafelbfl entn)i(felte aOgemetne ^omtel (3) gieH und 

(10) cfV'V^a:= J 2^8 ^'y^>^+ /^=-*V + /crä8tfV&r 

Um bad le^tc 3ntegral auf bie in $. 38 III) erRdrie $(rt )u handfor^ 
mtren, bemerfen mir, bag bie bort angegebene Se^mmungdglei^ung für 
u fH^ biedmal auf 

V(i _^ jp2)l dxj 

rebucirt unb bag wir alfc, ba ed nur auf irgenb ein )>artiful(lred integral 
biefer ©leid^ung anfcmmt, w zr Const = jti annel^men ttunen. fflir 
bürfen und babel t^orbel^alten, biefer miOfuJ^rttc^en (Sonjtanten trgenb einen 
und befonberd taugli^) erf(^einenben SBertl^ f))ater an}un>eifen, wobei bUß, 
»eil (fV = w© fein fott , ber 9lun»ert^ ttn|ulogig fein mürbe. — Dnrd) 
biefc Slnna^me w = jit wirb md) , ba p ebenfall« conflant (= C|) ift, 
bie am angefül^vten Orte (Seite 158) geforberte ©ebingung erfüDi, ba§ 
8jpV.w2 ttjäi^renb M Sntegration^interöaDeö nic^t unenbUc^ »erbe. 3)em' 

m^ er^lten »ir für 1 6'SQä'ydx beu Sett^ 
ober 
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SBenn toh ba^ bic in (10) angeieigte 3ntfgf:ati«n innerhalb ber 
»CTflef^riebenett ©rÄiiicn widmen, für bad lefete Stttegtal, jbeu eben cnt^ 
toiäelten Slu^brud einfügten uub nod^ He aud 

(11) cr0 = y„(ry^ + y^(ry^ = O 

fllejenbe Sebingunfl^gleicbung 

yj% + y^i% + ^syj-y^ = o 

Mfl^bcm flc »iebet mit X ntuUipIiritt n^rbeii, l^ingufiiflftt ; fo erl^affen n?ir 



[?7TfcTi-^*>'^-+'^ 



wrfbei »ir ber Äfine weacn burA J bic ®röfie r 1 (r»2(to 

(1 + 0^2)1 Ja ^ 

anjciflen. ScaAtcn »ir aber bic ©leid^unflcn (g) unb benittcn no(^ bic 
®I. (11) jur (Slitnination Don einer ber beiben @röfen 6'y^, <fV„; f«> 

crl^alten wir f(^(ie^Ii4^ 

ajabei iji J" iebenfaÜ« eine <)oritit>e ®röge ; ferner i|l für bie eine ber 

yt b 

beiben oben gefunbenen Sluflßfnngen — =--iz:l nnb il = 0^ für bie 

y* 
Smette SXufiafutig aber -^ = — 1 unb A ^ofltio. 3n beiben gcillen alfo 

erl^&tt (f'^U für iebe beliebiae reeDe eefd^affen^eit Don 6y einen ))of{tiDen 
äBertl^, »oraud gu fd^He^cn, ba^ ein SJlinim um ®tatt finbe. 
350^ bei flcgebener abjciffe (? — d) bie ?inie 

AB = v/(t-«)^ + (y|-y„)^ 

ein SRinimum wirb fiir y^z=.y^, iß D>n felbfl einleu(btenb. SQarum fie 

td aber au^ für y^:^ — y^ »erbe, infcfern jujlei^ bie Scbinflung (3) 

crfnOt fein fen, lann man fi^l burcb folgenbe ^Betrachtung xa^ liwxt 
ma^txi. ^man ne^me auf ben ©rinjorbinaten HJ^ KL in ber 9ld|e i^on 
A resp. B bie fßuntte A^^ B' an^ fo ba§ man ^at 

A'B' = V(f - «)2 + {iy^ + FV^) - (y„ + FVaif 
Uvmt bann nur anf ben 9{^ä^wn9 an, baf 

13» 
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fctn tntiff. SWmu finb y^ unb y^ na* bcr aSorouöfe^uttfl gleite aber 

cut()rgengefe6te ®t5gen, itnb bedl^aK Beji^en Bei ]^tnret(^enbtr StUin^tit 
S)on AA' = i/^y^ imb BB' = ±fy^ bie ©röfen 

einerlei SSorseiAen. Sabei tt>icb ficfotbcit, ba§ bad fßrobult eben btefer 
jwei ®ro§en benfelben 2ßert]5> (=*^) befifecn foDe, »ie bn« fprobiift 
y^ X — y« • ^J^ ©nmnie j»cier mit Gleichem SJoqei^en öerfe^ener ga* 

ctoren; beten fßrobnft eine ^t^tUnt ®iöge I^aben foD, iß aber befanntlt<^ 
bann am fleinflen, menn beibe gactoren einanber gl ei (ff genommen »erben. 
goIgti(^ ifl bie ® nmme üon (y^ + f^y^} nnb — (y^ + py^ größer att 

bie Summe »on y^ nnb — y^ ,. ». g. b. ». 

«Die bereits am ^Infange beS btitten 6a|>itett entwitfelten Kegeln 
für bie SefHmmnng eine« üRajcimnm« ober 3Binimumd be« 3ntegraÖ 

ü = j Vda? Ia§en ft^^ o^ne bebeutenbe SRobiflfatiott au^ in ben gSDen 

anwenben, wenn ber gegebene audbmd V niAt blod, »ie »ir biöl^er iwran«^ 
gejcfet babcn, eine gefugte gunction y nebfl il^ren Sifferentiatquotlenten 
cntl^alt, fcnbern wenn in V gm ei <ober mel^rere) uerf4)iebene gunctionen 
Den T, etwa y=/(ar)^ »=rf(ar) nebft il^ren ajifferentiofqnotienten 
rfy cPy dx <Pz 

dx~^' 5i2-?-- di — ^^d7^ — ^^'- 

Dcrfommen. 

3:te ScbingungSgleicIinttg SV = j i'\dx = fnl^rt aWbann , fo^ 

balb bcr SSariationö^tuotient cf V nadS^ ber Jormel (5) be« %. 7 bere<i^net, 
nnb bann n<i^ 5lnleitwng be« in $. 23 unter 11) befolgten ©erfahren« 
bur<^ >artieHed ^ntegrireu oHe S)ifferentiaI<|uotienten Don aSariation^no' 
tienten, namlid^ 

dg'y a^S'y dS'% cPS'% 

dx' dar2^-** dx' daß'''' 

unter bem 3utegraljei(i^en »eggefii^afft »orben ftnb, auf bie ®W4«ttg 
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Ci) + 



i- 



1 






^dz dx djf '^ dx^ d^ 



I) Sßenn nun bic gundioncn y =^f(jc), z = f(a?) unaWgiänflig ^>i>\x 
ttnaiiber {inb, »cl^iet ^aO jebo(i^ iei ben 9(nn>enbttngen bed iBatiütion^^ 
talfuU feltenet )>orfommen bfitfte, fo toArbe §n>if<^en ben für j^ ttnb-5 
!» tSebanfen )u fet^fitben )>ari{renben guncHonen (im ®inne bed §. 
21 »0 y= (P(a?, t)^ «=9»(a?, t^) flcbodjft würbe), alfo a«(^ i»if(^en 
ben IBariationdquotienten (Ty unb <f's gar feine Qeitel^ung ®tatt finben. 
9lud biefer Unabl^Angigfeit ^^ai man %\\ folgern, ba^ bte in ber t)or{gen 
®(ei((^ung jule^t aufgefteHten 3ittegralten »egen ber unter bem integral- 
jei^en befinbli^en »illfäl^rHcl^en Functionen (fy^ <f's fi^ eingeln auf 9bxU 
rebuctren vm^vx ($. 24 1), woburc^ man fofort ju ben Sebingungdgletc^^ungen 

gelangt. (S^ fommt bann barauf an, l^ieraud nac^ alge(ra(f(^en 9{egeln 
ober, infofem bie ©let^ungen (2) arxi^ nocj ble SDifferentlalquotienten ber 
gefut^ten Functionen enthalte«, naö^ einer für bie Sel^anblung eine^ fofd^en 
@9{htnd oon S)ifferentialglet(^ungen geeigneten SDJetl^obe V ^^^ ^ i^ 
befHmmen. 

3u (2) treten attbann n^^, »enn man }ur Sifüigung 









U. ]. w. 

fefct, bie eiujelneu ®rÄ«jg(ct^ungen 
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N/y^ = N/>, - 31/»^ = fflj\ = ö 

w. f. f. 
))ou bereit ffloif^XDtnhiqtdt man fid» fofort übe^ettgt, n>enn man auf $. 
19 II) iixx&ObHät, tinb bereu ©tbiau^ berfdbe ifi, ben wir in J. 25 
uub S. 30 IT) für bie etnfa^ereit ^&Ut erHärt l^aben. 

II) Ueir^enö iji l^ier a«^ ber Ort für eine ®^IugfoI(jermtfl, totl^t 
bei ber Sutegrafion folt^ier RuÄrucfe, toortu melj^rere 3hiriableti x, y, z,,, 
ucbji i^reu 35ifferentiolten dx, dy. dz. . . . d}y , dPz, . . . d?y, d^z, , . , 
)}or!omuten^ biefelbe SBic^tigfeit l^at, wie bic in f. 31 II) eemad^te 9e^ 
merfuuj in ©etteff ber «uabtöcfe F(3r, y, dir^ rfy, d^y^ . .) uub wo-- 
bur(^ biefe legiere gu einem allAemeineten Se^rfaj^e erweitert wirb. SBenn 
namli^ Ydar ein fot^er S(u^brud wire, bdf bie Dorftel^enben 01eii$ungen 
(2), bereu %,l^%a^ uberl^aupt ber 9(n)ol^l be t iti Y ent^Iteneu ^uncttcnen 
y» Zj... Qlei^f ift, fi4^ ibentif^^ erfü&ten, fo wurbeu bie in ber a%^ 
meinen Formel ffir ij\dx unter ben Sntegrdljeiiiften fte^cnben 8(uri)räife 
Derfi^winben , alfo 

dj\dx^ 'Siy -^ Pip -^ Qiq + • • 
-f fflSz-j-^dp +^'1+ • • 

+ •• .•• ^- •• 
fein ; ma6 nur bobuic^ mifjfi^ ift , bag J Yc&r felbfl fkl in tintn t>on 

jebem ^ntcgraliei^fen befreiten $(udbiud 

a>(a?, y, Ä/. . p, p,.. j, (|,..) 

umformen Heg. <S9 fpre(^en ba^er biefe ^lei^uuflen (2) bie Sebingungen 

au^, unter wel^^en bie l^ier gebaci^ten 9udbr&(fe \dx unmittelbar nnb 

o|ine bag man fär y, s^ . . befttmmte ^uuctionen s>cn s einfe^en mu§te^ 

integrabet {inb. S){efelben ierfaOen freiließ bei ber Snwenbung auf fptdtüt 

g{0e, tBt^m ber |wif(|ien x, y, z,.. t)Otaudgefeftten Unab^dngigfeit, in 

eine mel^r ober weniger beträ(|)tlic^e Slnja^I s>on (Sin}e(glei($ungen. 

Jlel^men wir j. .©, V = A + Bp4-Cp an, wobei A, B, C ge^ 

gebene Functionen ))on x, y, z fein foQen, unb fragen nac^ ben Sebin« 

gungen, unter welc^^n baö Sirinom 

\dx = Adx + Bdy + Cd» 

ein ooOflänbige« aDifferenticl iff. — Die ©teic^ungen (2) jiel^n ftc^ für 

biefe Sef^affenl^eit i^on Y in bie einfa^e @efta(t 

OyA - 9xB) + OyC - 8,B) p = 

(d.A ~- ö,C) 4 O.B — »,C)p= 
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gufoiRinen. ffieil nun aber bte @tfftDung biefn ®(e{(|^ttngen in bem 
@tnne geforbctt mitb, ba§ man für p unb |» beliebige Functionen t^on a: 
^r|en bfirfe, fo milden bie in $artntl^efe gefegten Binome ein^ein 9taO 
fein, ^afftt müittx \, B, C ben btei Sebingungen 

^_^ dA^dC ^_^ 

rfy da? d» da: dz dy 

®cnä8t lei^en^ »el^ed bie befanuten, in ber Sniefttalre^^nung burc^ anbete 
IBetraAtungen entoidelten Sebingung^Aleic^ungen finb. 

III) 9nber0 aU in I) m^U {i4i abet bie ®a^, menn jmif^^n 
ben in Y entj^attenen SatiaMen y, s,... Oebingung^glei^ungen 
iH>fl^anben finb. S)enn babuf4^ »eiben anc^ bie SSariott^nen 6y, i%,... 
VMfyc ober »eniget t)on einanbet abfifingig. Setrac^ten »ir )unä(^{l nut 
ben einfaclißen gaO, ba§ in Y {mei Functionen y unb 2; nebß i^ten 
Siffetentialquotienten Dotfommen, unb baf {»ifc^en or^ y, % eine Se^ 
bingungdglei^unfi 

(3) ©(a:, y, «)=«0 

gegeben i{l; fo folgt l^ieraud (§83!. S- 22 II) 

SBenn man a(fo nii^t etwa Dorsiel^t; mittelfi (3) }ui>j|tberjl bie eine ber 

(eiben Functionen y, z burcff bie anbere au^ubruden, ttcoa z but^ y, 

dz d^z 
unb biefen 8lu«bruc! nebjt ben batau« fliefenben Sertl^en für ^, —^, . . . 

in Y an bie SteOe s>on if, q,... m fubfKtuiren, fo ba§ z au^ Y g&n$Ii(^ 
l^etaudf ftnt ; fo Uaud^t man nur ben bur^ (4) bargebotenen SBettl^ fäc 
i'z in bad Ie|te integral auf bet Unten Seite bec &MMn% (1) ein^iu 
fetten. 93ei( attbann ber unter bem Sntegralgei^en fte^enbe Soefficient 
ber miSIä^rlic^en Function 6y gleich 9luII fein tm^, fo befielet bie 
.^auytglei^ung 



(öyV- 



d9jV d^a^v 




dx dx^ 

(5) -(•■v-^+^— >«=» 

SRanci^al mirb ed gelingen; biefe ®Iei((ung, wel^e im KQgemcineu 
^f Vt ^} V) P/ 9; 4;*-« entl^alten fann, unmittelbar ju integriren; in 
tnbem F^^^ ^'^^ ^a» befonbere jtunftgtiffe ju ^älfe rufen mii§en; ba 
man bei bem SerfttAe^ mittelfi (3) efne ber beiben unbefannten F^tnctionen 
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ntbft i^ttn IDifftrmtialquotienttn an^ (5) jit elimintrtn, fafi immer auf 
ettie ^icl gu ^tmidtltt S)tffmnttalg(etf^uns {h)§en mtrb. SebenfaOd finb 
üitt burc^ biefe Olei^ung (5) in SerBinbting mit (3) beibe $niictionen 
y, % it^mmi, toenn ed au^ nic^t gelingen foKte, fie in enblii^et gönn 
bai^ufieHen. 

IV) 3ut (SrMutctung btefed SSetfal^ren^ werben mir im fblgenben 
$aragra)>^cn eine Slnfgobe t>on einer gemi^en SHIgemein^ett bel^anbeln. 
3u)>or bemerftn mir iebo<^ nix^ in Setref ber ©ranjglei^nngen, 
ba$ m<vx gegenmirtig aui^ in benjenigen Seflanbt^eilen ber @L (1), 
xotl^t Dor ben ^ntegrdien )>orau^ge]^en, an bie @teOe Don (T's ben eben 
gebrausten ^u^brud (4) {u feigen I^aben mirb. Um femer bie goifc^en 
ö'p, Slf, äq, (f*(|^... be^el^enben 8{eIationen )u finben, nitt§ man u>te 
in S. 22 III) bie ©leic^ung 

tf = dyöcTy -f »,©<r« == 
einmal ober mel^rere 3}lale bifferentiiren.- IDabun^ erl^itt man 

d^ @ dA & 

worin / = Öjy© -f" Qh^P + Öy«®? If* ^^^ -f^ "»^ 9««§ *^»^ 

li^ie @efta(t l^at; ferner 

+ ay0(rv+ 8,©(ri| = o 
u. f. ». 

3»ebe btefer @Iei(i^ungen liefert bann, inbem man bad eine 9Ra( 
:r == ^; bad anbere !DtaI or ss a fe^t, gm ei 8ebingttngdglei(|iungen {mifc^en 
ben ©rdngwettl^en ber Sariationdquotienten. Um Don biefen letztem, namKc^ 
rfy^/ ^¥a^ ^'^(f ^\f' ^^^ ^^^ 3l89Wflöte, tod^t^ in bem Knien 
3:^ei(e ber @(. (1) au^erl^alb bed 3ntegra(}ei(^enö fielet, bie erforberlic^e 
^niaf)l ju eliminireU; fann man fi^ äbrigend toieber ber SDtetl^obe be^ 
bienen^ ba§ man bie gebeerten Sebiugungdglei^ungen na^ ber Steige 
mit unbefiimmten ^actoren i^, $2,... muUi))Hcirt bie ^irobufte }u bem 
ertoöl^nten Stggregate abbirt, unb beffcn einjefne Sejlanbtl^eile f4>lie§li<i 
gleich Statt fe^t. ^uf biefe SBeife »ütbe man, totnn in V leine l^ö^ere 
S)tfferenttafquotienten Don y unb z ald bie t>on ber gweiten Orbnung 
Dorlommen, unter Qeibel^altung ber oben in I) erßärten Sebeutung »on 
N; 9i/... gum Si^fieme folgenber a^t @ränig(et(f^ungen gelangen: 
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[n + 8,»,© + «3^^/>^ = [P + i,S,&]^J^p^ = 

(6) [N + 8,8,© + «4^]^cf>. = [p + «,ay©],(rp. = 

[5« + 828.© + 84^]/\ = [iP+848.©]«<^>« = 

5Du((^ SHmmation ber (Sonßanten ii, %, i^, 84 t>ttminiext ^^ beten 
SCttja^I auf S)iet. 5Da abet unter ben ^iet S)orau%fe(^ten Umflinben 
aud (5) eine S)ifferenHatglei(^ung Dierter Drbnung l^eroocgel^en mütbe, fei 
H in Sesie^ung auf y ober in Sejiel^ung auf z, »i^renb bte ®i. © = 
nnmititlhai pxx eepimmung Don 2 (ober &on y) oerl^elfen »Arbe, fo&alb 
y (resp. s) gefnnben morben : fo merben in ber Xf^at gerabe t> t e r 3nte^ 
grationöconßanten in ben gormein für y unb z enthalten fein. 

aufgäbe, ^an foD auf einer geßebenen frummen gWdS^e jwif d^en 
gioei fünften A(a:|, yi; ä|) unb 8(0:2^ j/z, «2) ^^'^ Krjefte Serbin* 
bungdlinie beflimmen. 

I) Stellen mir bie ®Iei(^ungen biejer gefuc^ten (Snx\>t einfimeifen 
tmrÄ y=/(:r), s = f(:r) öor, fo wirb ba« Sofleubifferential burc^ 

anflegeben, unb eö ift, wenn wir wieber Xi = a, a?2 = ? fefeen, 

ü = j v^(l +jp2 + fyix 
bte Function, wel^e ein 2J{inimum merben foD. ^ierau^ folgt 

bal^er nimmt, wenn burd^ Q{x, y, 2) = bie ®[ei(|>ung ber gegebenen 
glfic^e t>orge{ieDt »irb, bie allgemeine ®Ieic|)ung (5) bed oor. $. bie 
@efta(t m 
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(0 dyOd -===^^== -^ ».Qd , ^ = 

9Dtefe Sifferetttiolglftd^uitg bct )»eiteii OrfcnuitQ »feb, je na<^ ber 9r^ 
f^affenl^ett !>cn dy& ttnb d,@ tncl^r ober »eniger coin)>I{c{rt audfaOen; 
ott^ xoixit im SlIgciReinen bie ^ntrgtaften erft begonnm meibm Kttnen, 
fcbalb mittelfl in @(ci4^uttg 6 = eine bet brei SSariablen ttebfl innrem 
SiffetenHal ettminirt motben. SeDor wir febc^ in f)>ec{ellfre 8etrft(^tungen 
tiber biefen ®eQen{ianb ringelten, ift eine tvicbtige fBemerfung S)oraud§tu 
fluiden, »elc^e fi(^ auf ben 3ufon^^^n^<^^0 jwifc^en ber in Unterfuc^ung 
ftel^enben färseften Sinie unb ber fogenannten geobdtif^enSinie Bejie^t 
9Ran s^erflel^t unter ber auf einer gegebenen gliche fibet^au)>t, in^^ 
befonbere ober auf einem StctationMipfoib (bem fogenannten ediyiif ^en 
Gp^ixeiV) smifc^en swei fßunlten iu iiel^enben geobiiiffi^en Sinie 
biejenige (StnDe, bei totl^tx bie an einem beliebigen fpunfte confintirte 
JMtmmungdebene aOemal bie ber gegebenen %lMfyt entf))re(|enbe fflexmak 
beffelben fünfte in fi^i ent^dlt. S)iefer (S^acafter ber geobdtifc^en {inte 
IA§t fid^ ftbrigend au(i^ baburc^ bejeid^nen, ba$ man fagt biefe (Surte 
befi^e bie (Sigenf4^aft , bag menn man an einem beliebigen $nn!te but^ 
bie 5langente ber (Sur&e unb burdff bie Ütormale ber %l&^t eine Qitnt 
legt, biefe jugleitb "bur* hai folgenbe (SurJjenelement l^inburc^ge^e^ — 
ober ani^ fie befi^e bie @igenf^aft, ba^ totnn man bie einem beliebigen 
fünfte {uge^orige S^angente feulred£>t auf bie bem nacbftfolgenben fünfte 
angel^drtge tangirenbe (Sbene pxoixtitt, hnxä) bief^ ^rojection jugleic^ bie 
näc^flfolgenbe Tangente ber guroe gebilbet »erbe. 3)a§ jebe biefer brei 
S)efinitionen mit ben beiben anberen )>6n{g äbereinflimmt , bebarf feiner 
weiteren Sriiuterung ; merfmurbig ift aber, ba§ tx>tnn man biefelbe in ber 
3etd^enf))ra^e ber ^nalpjtd audbrudt, al^balb bie ^Differentialgleichung (1) 
inm 83orf(^ein lommt. 

3)ie ®(ei(^ung ber ftrfimmung^ebene einer (Surt^e an einem beUebigeit 
$unft X, y, z ]^at We gorm 

(2) A(ar'~:r) + B(y'-y) + C(«'^») = 

morin 
A = dz(Py — dyd^z B = dxd?z — dzd:^x C = dyd^x — dxd^ 

ift. SDie @tei(f!ungen ber 9lormaIe bagegen ))f(egt man burt^ 
^ ^ y' - y = ~ (?(«' - %) 
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^>orjttfteIIcn, toonn P unb Q bie au6 bet @Ietd>ttnt be( frumtRcii %Mt 

511 iereAufttbcn ^)aTtieIIcn lEifferentioIquoHcnteu (—1 «nb T^) finb. 

Sa in tmferm g^gentuirttgeu gaO< aue bet ®Iri(6uiig bet gegelbenen glAf^e 
\>\xxä) DlffetcnHaÜDn 

(4) dx9c£r + 87eäi(4-d>&<Is = 

tntfpiiiiQt, fo l^Ben »ir ju fe<^en 

8.© 9.© 

SoQ nun bie Oetabe (3) in bet (Sbene (2) gelegen fein, mie ed unfere 
tr{le Definition bet Qeobitififeen Sinie fotbett, fo ntu^ nad^ ielannten 
tßt{nci)>ien bet analptifc^en ®eomett{e bie Sebingung 

-AP-B(2 + C = 
etfuOt fein. Sllfo ieflel^t fät bie gefucf^te 6utt)e bie 3)iffetentia(glei(^un9 
CS) »i©.(dÄdV — rfycPs) + »y©.(d[arrf'« — d»<Par) 

+ »t^idy^x — drcPy) = 

9M bet gotmel d«^ »r (2a*3 4" ^^^ + ^^^ tt^iAi fb^ aBet but<9 
3)t{feteniiotion 

(6) dsd^s = (ircPar + dyd^ + rf»(ft; 

unb ba man bie ©leic^nng (1) au(^ in bet finfac^eten 0e^alt 

(7) Öy0rf~-Ö.©ef^ = O 

b. 1^. ay©.(rf5d2<5_dÄd25) — 8,©.(&cPy — rfy^«)=o 

fc^reiien tann, fo tontntt e^ nut b^tauf an, aud (5) bie Siflfetentialien 
dx nnb d?x mit ^ftlfe )>ou d!» unb c2^ }ti eliminitcn. Slultiylimt man 
nun (9L (5) mit dx unb betAdfid^tigt (4), fo vüfiVt tmn 

— ö,©.(€tp^cPy — dydad^x — dydsd^B -f- A^öPy) | "~ 
unb biefe <SKei(|fung i^etwanbelt ffa^, fobalb man ffit dxd^x ben an« (6) 
fliefenben SBett^ einfill^tt, in 

8y©.(&»cP5 _ dxddd^fi) -- 8t©.(d»^<Py — dydsd^s) = 
waa mit (7) ibenttf* i^. 

@6 ftellt a(fo bet IBogen einet geobStif<^en Sinie jtoif<^en {mei 
fünften A^ B {uglei^i bie In tiefte Serbinbungdlinie bat, bie ftd^ auf 
ber gegebenen %li^t })on A m^ B }ie^ laft 

SBenn mit ubtigend, anflatt bie ®(et#ung (5) mit dx {u multi« 
^}liriTcn unb untet SH^f^^H ^^^ (4) ^^^^ S)iffeTentiafquotienten 9x© 
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fottjtifdi^aff en , tnixothtt mit dy inulti))l{€irt unb 9y0 cHminitt^ ober mtt 
dx mvlttpUdxt unb 8,6 elitninirt l^itten, fo »ürben mir auf gang d^m 
lic^e Seife ju ben ©leid^ungen 

Bx0.(d8dh/ — dyd^s) — Q^Q.idsd^x—dxd^si = 
gelangt fein. SDa^er %ltU man a\9 Differentialgleichungen ber geob&ttf^cn 
8inie auf ber frunimen %l&^t &ix, y, ») = ge»5l^ttli(f> bte 3m* 
fammen^eQung 



8x©d3^ — öy©rf — = 



(8) ^^a^-^sd^^o 

(18 da 

S(u6 jtoeien berfeKen erglebt f{c^ freiließ bie britte unmittelbar; unb fc^OK 
ayx^ einer )>on il^nen lafen fi(^ mit Senu^ung t>on (4) unb (6) bte 
beiben anbern leicht l^crleiten. — 3« fo fem mon für weitere Äecl^nungcn 
ben IBogen 8 att 3nbe))enbente anjunel^men flc^ entf^Iie^t, lann mau 
biefetben in ber einfad(ieren @eftalt 

9x©(Py — 8y0d2a: = O 

8,0cP;r— 8j©<Pä = 

8y©d2s — 8,©£Py = 
f^reiben. 

II) Saa nun bie Integration einer ber gefunbenen @(et(^ungen (8) 
anbelangt^ fo oermag man, menn bie gegebene S^dc^e irgenb eine Stota' 
tiondflÄc^e (ein 9ieoolution0:^®l)]^droib) ift, bie erfte Sntegration 
mit leidjfter 2Bfl^e ju betoerlftelligen. SJenn mt folc^e gW^e l^at, in fo 
fern man bem abliefen @ebrau(^e gemdg bie Stotation^ajte aU 9xt ber 
z annimmt, eine @(ei(^ung oon ber gorm 

^^ + y^ — 8W = o 

a^iefe liefert bie fflertl^e 9x© = 2a?, Qy© = 2y, na(|> bereu (Sinfu^rung 
bie erfte ber @Iet(^ungen (8) bie einfache ©ejialt 

^dv dx 

xd-^-^yd-T-^O 
ds ^ ds 



annimmt. SCiefed ift aber, »ie man \tx6)i fielet, glei<^bebeuteiib mit 
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n>a# ftc^ unmitttllüx integriten M§t. Vlan f^at alfo 

(9) ady — ydx = Cda 

rvohci C eine tDiOfft^rli^e @onßante bebeutet. 

Sie »eitere IBel^onblung biefer ©leti^itng j^dngt fel^r i>on ber 9u 
f Aoffcitl^eit bet »pt^er mit g(i5) bejeicfweten ^^netion ob. Sei einet 
StuQtl i>om •^attmeper a ijl gC«) = a* — ä^, IDa man ober bei bet 
Stiiqtl jeben beliebigen lDurAme§er ald fRotatiorOaxt anfe^en , folglich 
au^ bte )>orige Stedfinung mit ^ettauf^ung bet Suc^ftaben x, y, 2 wiebet<r 
hcUn fann, fo befleißen natut(i(^ bie btei ©Teilungen 

xdy — ydx = Cds 

zdx — xd% = C*d8 

yd% — zdy = C"ds 

and xotXi^vx mm, inbem mm fie na(|f bet Sleil^e mit s^ y, or multi# 

:pH€itt unb barouf abbitt 

C"a:4-C'y + CÄ==0 
b. ^. bie @(ei^ung einet but(^ bad Senttum bet ftttge( gel^enben (ihtXLt 
etl^alt. Sie furjefte SJerbinbungMinie, »el^e man auf einet ^uge({Id(|fe 
gwif^en jmei ipunften A^ B jiel^en lann, ifl alfo ein Sogen bed 
t)ut(^ biefe fßunfte ju confttuitenben gtSpten ftteifed. 
SQenn bie (Sootbinaten beibet fßunfte gegeben finb, fo etl^alten bie Set^ 

^äftniffe ^ unb ^ beftimmte SBett^e. 

^bet mi6^ bei anbeten Stotationd^i^en gelingt t&, bad gefunbene 

etfle Sntegral (9) fo umjugeflalten , baß fut bie ubtig bleibenbe 3nte^ 

gration bie SSatiabfen abgefonbett {inb. S^teiben mit megen gt^fletet 

dZ 
Äütje Z anflntt gC«) unb Z' fut -j-, fo l^aben »it 

dz 

, , \Z'dz — xdx 

, , iZ'xdz'-Zdx 
alfc xdy — ydx = * — ._ . — 

yZ — a:* 
(Z 4. |Z'^ — a:2)rf»3 — Z'xdxdz + Zda?» 



=v/: 



c&==v"(^^+^^ + ^3^)— V Z~^ 

eubfiituirt man biefe SBett^e in (9), et^ebt beibe ^Mt bet ©lei^ung 

\xC% jQuabtat unb orbnet^ fo witb man et^alten 

^^2 _ iLlda^a. = C'(Z + -iZ''-^»)-iZ'V 
fl« 2 ««««— Z(Z— C«) 
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«nb l^ierou« fließt fflt «far b« SBertl^ 

Z'Trf« C . / (Z -«''JCZ-I- jZ'») ^, 

2Z z'' z — er» 

®t|t ntait nun x = tyZ 

wotitt < eint neue IBotiade Bebeutet, fo »trb 

unb bie «otfle^enbe Sijferentialoleic^uns ^wift^en x unb 2 oemanbett fic^ in 

woiin bie aSatiaiku aigefenbert finb. Statt bed bo)))>eIten Sorjet^en^ 
auf btt teil^ten Seite Dom 0Iet4l^eit9)ei4^n fSnnte man au(|^, fo lange 
bte in (9) {iierß aufgeti^etene Sonflante C no<^ voiiU&f^tll^ geblieben x% 
nadji ©elieiett entwebet (+) ober (— ) Dotf^iteiben. ffla^ au^fleffi^rtct 

Duabratut ^at man wieber — =- an bie ®teDe t>on t ju refKtitiren; ia- 

\jti ifl ba6 Derfangte 3ntegtal 

(10) ArcSin4.:^C- + cf^^ + ^^'f^ 

^ nTZ ^ J (Z— C2)l Z 

worin C bie {weite ^ntegration^eonftante an{e{gt. 

III) Suchen wir nun l^iec))on eine SInwenbung iuni(|;ft in Sejic^ 
l^ung auf bad et(i))tifd^e ®)>I^Aroib )u ma4^en, welc^ed buri^ Um« 
brel^ung einer <SII{)>fe um i^te Heinere 9b:e 2& erzeugt wirb^ fo ^aben wx 

iS6 ifi bal^er im SJorfierge^enben ber Sudbrud ^(6^ — s^) an bie Stelle 
oon Z {u feften; unb wenn man no^ )ur SCbfürgung €^ an bie @tcD( 

fl2 _ ft2 c j 

t»on — Tj — unb A anßott — f einreibt, flnbet man ol^ne SRu^e 






Sie äbtig bleibenbe CUiabratut i^, »ie ntan {ie^t, »Mt cDi))tif^ 
S^randfcenbenten abl^ingig. 

ßu etwad be(|uemeten nnb fAt bie ttuf^aben bet ^{l^en 0e«bift( 
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Braui^iaTeTeii gmtncin fann man bm^ <liitffi|ning anbetet $}attdt(en 
gelangen. ^nUm n>ir nimli^ t)on bem etftenüRetibian an, welker in 
bet @bene XZ angenommen »erben m%, bie fogenannte (geogtapl^ifd^e) 
ian^t g) aü einen in bet etene XY (9(equatotiale6ene) am 
(Senttum liegenben Sßolatwinlel einfäl^ten, ifl fftt einen Ibefieiigen ^nnft 
M unfetet i&ut^t 

x^=r Cos 9 y = r Sin g> 

voebti r bie $toj[e€tion bed ätobina^Sector OM auf bie Kequatottaletote; 
obet mad baffelbe ifl, ben Stabiud bed bnt(^ M gel^enben ^axalUU 
f teife« bebeutet. 

Dabari^ »itb xdy — tfdx =^ r^dtp affo mmöge (9) 

r^d^ = Cd8 
getnet »Itb d»^ «= dx^ -f </ya + d«» == r^ö^a + <^r2 -f- rf«« 
bälgtet fann man, tnbem man clvl^ t^otßel^enben gmei ®Iet(^üngen bad eine 
ÜJtal e2$^ bad anbere SDtal dy> fortf^afft, bad ©pflem bet {mei @(et(^ungen 

(11) r3(r2 — C2)dy2 = C2(dr2 + rfs^) 

(12) (r« - C2)cfo2 === r\dri -f ds^) 
ableiten. 

9Ran benle f!(^ nun äbet bet Site 2& al^ S)utd£^mefet eine ituget 

tlfi(^e befc^tieben, meiere a(fo ganj im Sinnern bed ®))(itoibd liegt, unb 

jcl^e benienigen ^yxvit m, tootin bet in bet (Sbvxt bed fpataOedreifed na4^ 

M gelegene dtabiud r bie ^ge(oberfU4ie ttifft, aM ben bem fünfte H 

entf))re«()enben !ßmtft tet Augel an, Obet aui^, vxan beule {14^ um bad 

gemeinfd^aftiid^ 6eaitum eine JtugetfA^e mit bem S)ut(bmeget 2a 

befc^tieben unb bettadbte benjenigen fßunft fi, motin bie )u H gel^itige 

(Sootbinate s biefe ivi^txt Jhtgelßic^e trifft, ald ben entf))te(!^enbm s>on M. 

5Die beiben Stabien Om unb Ojii fallen bann {n golge einet belannten 

igtgenfc^ft bet @Qi)>fe jufammen, unb tl^mt 9teigungdmitde( gegen bie 

(Shtnt bed S(e<|uatota nennt man bi< tebucittejäteite bed $unlt0 

M, mAl^tenb man imtet bet wal^teu obet a^tonomifc^en S3teite 

bententgen Sitäel i)etfle]^t, untet xodi^tm, bie im $uafte H auf bad 

€)>f^o{b ertic^telt Ütotntaie gegen bie Shtm bed Sfei^uatoi^ geneigt i^. — 

Senn MN (Fig. 14) biefe 9!ormaIe, unb DHE ben Duabtanten be« 

but4^ M Imifenben !ERetibiand ^>tx^^VA, alfo SB. DNH=';i bie malzte 

Stette i{t; fo finbet man mittelft bet tefannten f^otmel fät bie @ub«^ 

nctmole PN fi^glei^ tang X = — , ^efeen »tt bagegen bie tebucitte 
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Srettc DOm = l ; fo ^ahtn toxi toegen Om =:b unb 0^ == a bte SSeti^c 

r^n^ MP/ ,_ OPj ^ ^ aar 

(13) I = i Sm L I = a Cos l tang l = 7~ 

IDa man l^tcma^^ bie SSoriaUm r uub s ald cinfa^e guncttciim 
M 9B. L l^at fo oitb man fi(|^ mit großem 93ott^ei( biefcr ®Ietc^tm0fn 

(13) bebienen, att »cnn man aud 3=^-^/02 — r^ bad 35ijfercntioI d» 

bur^ €Zr audbrücfm unb in (11) fubßituiten woDte. 
9Ran l^at je^t 

dz = b Cos Lc?L dr = — a Sin lä- 

bobur^ trandfotmircn (idji bie Reiben Differentialgleichungen (11) unb (12) in 
a? Cos hKa^ Cos l« — (P}dq>^ = C^Ca« Sin l^ + S^ Cos L2)rfL^ 

(a2 Cos L^ — C2)cfo2 = aKa^ Sin l^ + *^ Cos iJ) CosL^dL» 

alfo wirb man, totm man ncd) i^ = (| _ ^2)qj2 tt«mli(^ «^ = — ^^ 
fett, fc^lieflic^ ermatten 



(14) y = C'±C-^*-^'*^^^'^' ^'- 




« Cos L^ — C« Cos L 



xjB^N r»ii 1 ■ V ^ — «^ Cos L^ ^ 

(15) , = C"±aM^^^J^|^Cos.cf. 

S)a6 SBcrjei^en mirb fi^ bama(^ tieften, ob L to&ä^ft ober abnimmt, 
»Äl^renb 9 Begiel^nng«». « gunimmt; bie eintretenben ßonftanten C*, C" 
aber erl^alten ieftimmte SBertlSfe, fobalb fftr ben ^Pmtlt A bie i&tXQt gt 
unb bie rebucirte ^Breite l gegeben flnb, mAl^renb ber Sogen s bafel&ft 
^erf^winbet. 

Heber ba0 oortl^eill^afteße 93erfa^ren gur Oered^nung ber Beiben Dot^ 
fiel^enben ^^ttegralten in Setaild ein)ugel^en, toüxit f^itt in »eitliiiftie 
»erben ♦). 9lur in Setreff ber gonftanten C^ »elc^e bur<^ bie erfte 3ntf i» 
gration eingefül^rt morben unb beren @r£§e n)efent(i(ff Don ber Stiftung 
a^&ngt, nad^ wtl^tt man an^ bem 9lnfangd))untt A auf ber OBerfUc^e 
M ®))^droibd fortf(f)reiten foD, glauBen mir noi^» bie SSemertimg anfügen 

«) 9)ton !ann t^inübtt, namentlich aui( wegen ber (Stnrt((timgcn / bie man 
bem QaiM in pro!tif(ben Bn>e(!en hti ben Operationen ber $5(}cren ©eobdfU ^u geben 
^at/ webet € eine fr^r Iletne ®r5ffe tft, nactfe^en G runer t's Sphiroidiscbe 
Trigonometrie (1838) §S« 84 tgg. ober beffelben Elemente der ebenen, spbiriidien 
und iphSroidischen Trigonometrie (1887) SS. 166 tgg. 
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gtt mii^tn, baf eScn jene etfh antedwIgleiiä^Mitg (&), wtnn man fU m 

ber ©cfJalt r^^- = C ju 9?at]^e jiel^t, ouf eine geontctrif^ an\^au\i^t 

SejHmmuttfl blefer ßonflantcu l^inleitet. (So fei nätnlic^ (Fig. 15) E 
ber (S«otb0^or beö g^jl^äroib«, MM' ein eietnent ber flecbatif^^ett Smie, 
EM uub EM' feien bic aKeribiane mx M nnb M', enbfid^ Mä ber bwrc^ 
M lanfenbe fparaDellreid , fo ifi, »enn wir 

ffi. EMM' = cc SB. äMM' = y 

fe^en, offenbar a = |7r±y, alfo iebenfall^ Sina==Cosy. Slxm folgt 
aBer auö ber ©etrac^tnng beö eienientarbreietfö MM'ä ol^ne SBeitere« 

r^-i^ = r Sin a 

äs 

b. ^. (16) C = r Sin a 

3u golge biefer iemerfenöwertl^en Sielation »irb Bei bem goitfc^reiten 
ifinfld einer geobätif^en Sinte ber @innd be^ öeranbtrfid^en SÖinfel^, unter 
welkem bie ßnröe ben SWeribian burcbfe^netbet (be^ »[jimntlg^^SBinfel«), 
in bemfelben Serital tniffe'abnel^nten ober »ac^fen, in xoAi^tvx ber Siabiu« 
beö ^nraHelfreife^ ixu ober abnimmt. — SÖenn alfo für ben Sfnfang^^r 
|>unft A aujer r mi^ ber SB. a gegeben ifi, fo etl^oK C unmittelbor 
yxcti) (16) eine Beftimmte ®xi% SBenn bagegen bie betDen @ran5<)nnfte 
A nnb B bnr(|> il^re Sänge q> unb rebncirte Sreite l gegeben finb, fo 
»firbe auger C oMii^ C avi^ (14) ju be^immen fein. 

©^liegiid!) no<^ eine @rinnemng megen be^ äJorieiti^end (+) in 
(14) nnb (15). Sejeic^nen wir bie ffiert^ie öon a «nb L am Slnfang^^ 
IJunlt A bnr4> otq^ Lq, fo limxtn wir iebenfaH^ Lq al« einen i)ojiti»en 
f}jiten ffiinfel öoran«|eften; allein je nad^bem «q fi^ife ober jlumj)f ifl, 
»irb bei bem SÖa^fen Don a bie ©reite l ju* ober abncl^men. J&ieraud 
jiel^en »ir, unter ber SJorauöfefeung , bag bic 5)ifferentialicn cfe \x\(^ dg> 
einerlei Sorjei4)en beftfeen füllen, fo wie mit S4il«Iflc|>t barauf, bag 
C = roSinao wnb Cosl burc^auö pt>[xxiH ©rjgen (inb, foglcic^ ben 
S^lufl, bap in (14) unb (15) baö obere ober ba^ untere SSorjeicIien an* 
guwenben fei, je nad^bem (Xq<C^Ö^ ober >90^ ijt, bamtt im erflen gatte 

3- unb -~ beibe ^^ofitio, im anbern gaUe beibe negatit> feien. 

» 

IT) Sl(0 sweited ®etf)}iet m^ge und bir geob&tif^^ ^nic auf bem 

14 
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gemeinen Cplinbet bimen, ^efeen »ir bcn 9t$lb{nd M Smnbhttfcd 
=^ a lutb nefintm bie geomctrifc^e 9[j:e be6 Q^Hnberd jur S(;e ber Z^ fo 
ifl bte ®W4iuttö fdner Otcrfläc^^e x^ -{-1/^ = 0^, alfo 

Z = a« Z' = 

Tal^ct jtebt una bie oügemeine Olei^ung (10) 

- = Const. ± I ■■• . — /t9N 



Are Sin ~ = Const. ± f jtttz^^sc = 4 - £« 



»o6ei wir — -B für ± — ^ 2 _ rä S fl^W"^^" ^<^^^ ^nb «nter il bte 

jnjette wiflful^tlit^e (SonfJante öcrftefeen, 

«Ißieraud entfielt, tnbetn man tt^tt nnb Hntt bie ®tnn{fe nimmt, 

-=;SinU-iBÄ) 
a ^ 

gegen »it bie ßbene XY \>m6) ben gegebenen ?lnfangd|)unK A unb jtci^en 

bie ajce OX buri^ A; fo mu^ x = a fiir ä = fein, alfo 

Sin 4 = 1 

tvobei A; eine no^ unbeßimmte ganje ^a^l bebeutet. 3)abiu4^ mirb 

a? = a Cos Bs 

gewer y = ±aSinjBÄ ^ 

»eil x^ + y^ = a^ fein foH. £)iefe @Iei4>«ngen gehören einer gemeinen 

©c^ranbenlinie (Helix) an. 

2n 
©efcen toir B = i-rr/ »^^^^ ^«^ ^*we ober untere Sorgri^fen on* 

XI 

jittoenben fein foll, je nac^bem B einen ))ofUtoen ober negatii^en Siert^ 
erhalten toirb, »Al^renb toxi H ala abfolute ©rSpe bel^anbelu ) fo ^oben mir 

«ber je na^^bem y ;®ert^ 

(17.^) -«.Cos-g-; ^= — SIn-g- negatitje 

etl^t, menn z 9on 9lua an xxC^ $ofitit>e mi^fL £albel bebeutet H bte 
^öl^e eine« ganjen ®(|iraubettgang«. 

S)ie eben untetfc^iebenen {mei giDe fmb in ber S:(at betbe mSgUi^, 
\itm \xiM Iwn Don A ml^, am nac^ einem {meiten fßunfte B }n gt^ 
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loitflen, na^ ©cHAen fn efner fogenonnten Huf« gewunbnten obct 
in einer recjtö flewiinbenen ©(^^outettHnie fortfd^reiten. 

Um E gii bejllmmen., wenn ber ®r8ttit)Uttft B burtfi feine (Soorbi* 
naten afg = f , ^2 =^ 7^ «2 = f gefleten ijl, l^Ätte man bie Scbingnnga.' 
flreic^ung 

2nt ? 

-—?- = 2*7r± Are Cos - 

»orin k eine ietieitge, pofltiöe ober negatiöe ganje Z^\j\ bebeutet, mö^renb 

i»ir unter Are Cos - eine mit - pojxti^e ober negatit>e, j[ebo(^ bem atfor 

luten SBert^e x^ix^ bie ©ranje \n vxi^i filerf(|>teitenbe 3al^f J>erftc^en. 
T)emna^ erf^jcinen unjäPge äÖert^e öon H juld^tg ^ eö ijl nämltd^ burd^ 
bie gorberung , bof bte ©(^rauknltme burc^ B laufen mug ^ bie J^ö^e 
eine^ ©cßrautengangö no<ä^ nid^t ööBig iefHmmt. 3)a jeboc^ bec xn 
Ontetfuc^ung fommenbe Sogen AB, für bcn man n^i^ ber atigemeinen 

gormel ^ = J" yjdx^ + ^V^ + ^^^ 

mit Swjie^ung t>on (17) leic^^t ben Sluöbrud 

finbet; offenbar beflo größer auffallt, j[e fleiner fßr gegebene^ f unb a 
bie fragliche ^^t angenommen »irbj fo l^at xa^xi^ bamit 8 möglic^fl 
Bein «?erbe^ unter ben uber]^au^)t jülagigen äÖertl^en Don H bcn möglich 
größten anjuwenben. Sejcid^nen wir ben »erÄnberlii^en SBinfcl, melcben^ 
bie in ber ebene be« ®runb!reifed liegenbe ^rojection OM' be^ 9tabiuö 
aSector OM mit bem fcftliegenben JRabiu« OA einfdjjliegt, burd^ i9> wobei 
biefer fpotarwinW öon ?iua bttt(^ 2n, Atz, k. l^inbur^ gejault werben 

foH, fo ip oHgemein -— = ^. gur ben 5putt« B, beffen ^rcjection 

B' fein möge, mürbe bann not^menbig 

& = 3Ö. AOB' -f 2kn 
ftin, wobei k mieber eine no^ ju ermitte{nbe, jebod^ ))oftt{oe ganje ^af)l 
bebetttct, »algfrenb ffi. AOB' jwife^en oo unb 360« liegt j mitl^iu 



2nC Äreiöbogen AB' , ^, 



ttnb je^t fielet man, baß, bamit H wirtU^ beit mSglid^ größten 3Bert^ 
erl^Ut; A = }n nehmen fet. (Sa mnß alfo fein 

i4* 
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grctltc^ Mite ft(^ and einet geomehif^cn Setrac^tuns bted ^Oed 
Dorau^fagen la^en. 3^ ^r 3!]^at^ meitn man ben Spltnbermantel Ifing^ 
ber but(^ A gel^enben Splinberfette auff(^netbet imb auf einer SBene and« 
breitet; fo entwidelt ft(^ bie (S^raubenlinie , fowo^I bie Don ItnB na(6 
re^td ald bie Don xt^t^ na<S) Unfd auffleioenbe , in eine ©erabe, unb 
eö ifl bed^alb il^r SSogen AB in 93erg(eid^ mit anberen onf bem (S^linitu 
ntöntel jwif^en^A nnb B jn jiel^enben nnb Don ber ®(3^ranbenfinie mc^r 
ober weniger obweic^euben SSerWnbwngdlinien ein SMtnininm. SOBenn 
indbefonbere bie fßroportion (18) @tatt finbct; b. 1^. menn man Don A 
auf ber %\{^m^^t beö ^^linberd fo ju fagen bireet naH) B fortfc^reitet, 
fo fonintt aU Sntwicfeluug bed @]^IinbemtanteTd iM bad einjige Siec^ted 
in Setrac^t, beffen ^if^t =If mi beffen Saft« =2na ift; ber ißunft 
B liegt im Innern biefed 9ted)tedd nnb AB ift bie Don B nac^ bem tintn 
ober bem anbem enbpunft ber .SAfiö gu jiel^enbe ®erabe. ^an !ann 
aber aücibing^ ou* in einer fold^en ©d^raabcnlinie Don A na(|> B ge* 
langen, bie erft mit einer SBiubung ober mit mel^reren SÖinbuugen gwift^en 
bciben ^Junften l^inburdge^f, beDor fie in B ausläuft. 3n einem fold^cn 

galle, wobei alfo 7^>1 angenommen »iltbe, mfi§te man, bamitbei ber 

6om))Ianation beö g^Hnbermantefö fi^ bie ©d^ranbenlinie in eine con* 
tinuirli^e ®erabe entwitfele, mel^rere SBinbungen (S)upli!atnren) M 
e^tinbcrmantelö l^inter einanber in ber @bcne aufioHen. Unb cB ijl bann, 
wenn man ft(^ nur confcquenter SQSeife and; am C^plinber felbft ben ^ßwutt 
B anf einer anberen Sn^Iifatur ber SJlantelflfielie licgenb benft aH worauf 
A liegt, bie fraglic^^c ©cä^rnubenlinie AB immer no(f) ber farjejle SBeg 
Don A na^ biefcm 5Punft B. 

V) Sßeitcre ©ranjglel^ungen giebt e3 bei biefer Aufgabe nic^t, 
gcrabe fo wenig wie Ui anberen öll^nlid[>en aufgaben, fo oft bie beiben 
©ranj^junfte gegeben ftnb (S3gl- §. 30 II). ffienn bagegen Dom ©rfinj^ 
^)un!te B etwa Wod bie ^öbe f gegeben wSre nnb feine beiben anbem 
Goorbinaten gefunben werben feilten, fo würben aUerbtng^ gwei Öräng^^ 
glci^ungen gu erfüllen übrig bleiben, nnb beren ©el^anblnng würbe jn 
bem ergcbniö führen, ba§ bie gefugte Wrjcfte 8inie AB ein ®tud ber 
bnr# A laufenben (Splinbcrfeite fei, bog alfo bie ©d^ranbenfinie in biefem. 
gaUe mit einer (Srjeugungalinie ' bea (J^Iinbermantefö jnfammfnfaHe. — 
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sah »etbcn fu(|en ftaü biefer fpeciefferen ®el^m())ht)tg bei) aKgemetuen 
®a^ ju emdfen: 

bie iütit^t Unit, tot^t man auf eitur StoiatioudflAd^e t>on einem 
f efleti fünfte A na^ bem Umfang eined tcliebiflen jweitcn ^araDelfrelfea 
iit\)m tann, ifl ber Sogen bed bnrc^ A (aufenben fDteribiand. 

Um mit grS^eter S)eqnem(t(f^eit bie im i^or. S- entwicfe(ten &x&ni^ 
()Iei(|ungen (6) anmenben {u Unntn, wollen n>ic gegenmfirtig y unb js 
aW gumtionen tjon x fud^en, unb bie SÄotation^axe jut ?(xe ber X nel^men. 
5Die ©leicjung bet g(ä^e ^at bann bie gönn 

itnb wenn wir bie Slifciffeu x oon bem ßcuttum be^ im^ A [aufcnbcn 
?ParaneKreife3 an rechnen , unb bie ßbene XY' butc^ A gelten (agcn , fo 
tepfct A. bie (Soorbinaten ar^ = a = 0, y^ = y^^ s^ = s;^ = unb ber 

®rÄnji)unK B bie ßoorbinaten X2 = S, t/2 = yp ^2 = ^^; ^"^^ welchen 

iie fceiben lettem tefllmmt »etben foHen. 

3tt bett angefüllten OränjgCeicfjungen »erben nun wegen 
V = v^(l +^2 + p2) bie ©röpen P, fp ieibe mfc^minbcuj barauö fo(gt 
fogleiti «3 = 0, 84 = 0. J)a ferner ä'y^, äz^ oon dlnü ijerfcfjicben. 

bögegen i\, i\ kibe glei(|> 9luU fein fotfen, fo rebucirt ^H) baö ganje 

@9jtem auf 

eiiminiren wir l^ieraue- ?i ; unb fuhren bie 5lu3brfide 
«in, fo 1)af>m vait 

9tutt ibefte)^ aber (ei ber ^ier gema^ften Soraudfe^ung , baß bie Slxt ber 
X JMflWd^ bie Umbte^ung^ajce fei, afö crM integral bie ®fei(5^ung 

(20) ÄcZy ~ ydz = Cc^fe 

woöon man ifx^ entweber babur^ ubergcugeu wirb, bap man x mit z in 
(9) öertauf^^t; ober au(^ birect baburd^, ba§ man in (l) für 8y0; 9x0 
i^re fflert^e einfefet unb intcgrirf. Da^cr mug auc^ fein 
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itnb bie gefimbcne iStännfid^uni (19) fui^ «n8 (u beut ®4&t^, ba§ 
unter bm geQmmdrtigm ttmfiänbcn ber Sntcgrariondcon^aitien C bet 
SluDwrrt^ iriiulegm fei. S)abuti^ stellt fU» @l (20) in 

gdy — yds = 
{ttfammen; »ad f{<^ unmittelbar integriren ligt unb 

^ = Const. 

liefeit. £tefe eubltc^e ©leicf^ung aber fagt au9, ba§ bie gefuc^te (^um 
fi^ auf ber (Sbene XT^ b. 1^. auf ber (Sbtnt tint^ ißarallelfretfed , ali 
eine bur^^ beffen 3RitteI)>unft laufenbe @erabe px^kixt. golgltc^ ift fie 
eine SReribiancurs^e, m. j. b. m. 

VI) Um einen ©egriff \>t>n ben mannigfaltigen Äunjlgriffen ju gebe», 
»elclie bereite erfonnen flnb um bie 3ntegration ber ^auptgleic^ung (1) 
in Derf^iebenen fcf^toiertgeren gfillen au^fül^ibar ju mai^tn, mollen toir 
f(^tie§Ii(|> no^ einen Slid auf bie Seftimmung ber geobdtifc^en Sinie auf 
bem breiaxigen (SUipfoib tl^nn. 63 ifl ben Semül^ungen 3acobi*d 
gelungen, aud^ für biefe ^l&^t bad Problem auf Duabratuten gurutfju^ 
ffil^ren, ba3 angewcnbete ^illf^mittel befielet aber in ber (gtnffil^rung j»eier 
t)ariobfen SBinfel q), tfj, burd^ totl^t bie Eoorbinaten x, y, z t)ermittelft 
ber folgenben fRtUiiniMW 

X = y -A-.Sin yv^(Ä Cos V'^ + c SinV/^— a) 
(21) y = y^b. Cos 5p Sin ?^ 

= v . Cos t/V(^ — ö Cos cp^ — i Sin cp^) 

au^gebrAdt »erben, »enn bie ©lei^iung ber ^idd^e in ber ^rm 

angefd^^rieben, unb a<J)<Cc Doraudgefe^t »irb. Ol^ne auf bie geometrif(^e 
®ebeutung biefer neuen Variablen eiitfugel^en*)^ metbe» bie folgenben 
Gröiterungen invx Serftinbnid bed 8le{u(tatd l^inrei^en. 
®e^en »ir gur 8[bfiir}ung 

8,© = X 8y© = Y 8>©»Z 

*) 0^an finbet biefelbe ton Sacobi angegeben in Grell t'f Journ, f. d. 
Math. Bd. XIX (1889) p. 310 fo xoii in LiouTJMe'a Jooro. d. Math. T. VI 
p* 269« Sgl. ou(b Joachimstbal ObserTSfiooes de linei« breviraioiis ect in 
Crelle'i Journ. Bd. XXVI p. iM. 
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jo neunten bie cw SSorJ^etge^enfeen aewomuttcit @tci^ttitflett (8) ber gcp^' 
bdtifd^en Unit bie ®ejialt an 

Y(^<P3 — dfsdPs) — Z(JÄcPy — di/cPs) = 
ZlcfocPar — dx(Ps) — X((^scPä — dsd^^) = 
0btXf inbem man nac^ ben S)iffmntkilteu äor^ (^y, ^0 i>i:b4iet, 

Yd2^^~Xd25^=^Yd2ar--X(i»y ^ 

ds ds 

dx 
SBetttt man , um l^ietauö einen SÖertf^ ,ffir — ju entwltfeln, bie erfle biefer 

®Iei(^ungen mit Y^ bie britte mit — Z multiplicirt unb bie ^probufte 
abbirt, fo etgiebt |i(^ 

5)arin ijt aber (wegen (4)) Yrfy + Zrf« = — Xda:, alfo, inbem man 
no(^ auf ber re^Jten @ette XXd^a? ^ XXd^a? j^injufugt, unb julefet burt^ 
(IX + YY + ZZ) ieibeTfeitö bit^ibirt, öorflc^enbe ©lei^ung einerlei mit 

-^ax-ax XX + YY + ZZ 

(Sbenfo »itb man, na4)btm man bie erfle bec pblgen ®{t\^nn^m mit 
— X^ bie jweite mit +Z mtttti})Iicitt unb beibe abbirt l^at, ju 

^dy^d^ XX + YY + ZZ 

unb enb(i^, nac^bem. man bie ^meite ®Iei^ng mit — Y; bie britte mit 
+ X mttli!i))lkiit unb beibe obbitt ifiii, %n 

^ _^ Z(l(Pa? + Y(/V+ Z(Pg) 

^(/Ä— tfÄ XX + YY + ZZ 

gelangen. 9}lulti))lieirt man nun biefe brei \t%\tn @Ieid^ungen nai^ bei: 
SSeil^e mit Sk, dY, dZ unb temerft, baf anö ber Differentiation ber 
ei (4) b(e StetaHon 

(Xd?.x + YdV + Zd^Ä) = -• (dX(to + dYdy + cSW») 
l^eröorgel§>t} fo eri^nlt man fogleit^ 
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dh XdX + YdY + ZrfZ _ dXa!»x + cHrd^y r|- dZcPg 

^ ^ <fe XX + YY -]- ZZ ~ dXcte + dYdij -f <S<^a 

Sie (inle ®dte i^, wie man fiel^i, ein »»Ilflänbised ^Differentiaf, ndmli^ 

ds dos I Sxi^ \ 6?Ä^ 

eZlog .=====—, ober au^ i^log vq . vo ■ r^o » 

SSei ben gWtijiett ^weiter Dtbnuttfl ifl atct awd^ bcr te (22) 
auf bet rechten ©cite fiel^ettbc ©nid^ ein JJoUfWnbfgeö Differential. S)entt 
aud ber aBgettteinett ©letc^ung btefet gW^en 

4- 2Cia? + 2C2y + 2C3« + D = 
{ettet man a( 

dX = 2{k^dx + Bgrfy + B^rf«) 

dZ = 2(B2rf;r + ^^dy + A3C?s) 
alfo 

dXc?.: + dXdy + dZcZs == 2 I _^ 2B3eireZy + 2B,d^rfs + 2B,dyd« 
5)ur^ Differentiation l^ieröon entftelbt aber 

d{dMx + rfYcfy + dZdi) = ^k^dx + \^^dy + Bada)^^^^: 

+ iCBjcfa: -f Aj^Zy -f- BitZÄ)(i2y 
-f aC^^dx + Bi^y -f A36Z0)cP5j 
= 2 [dXcPa? + cTT^Py -f dZd^z\ 

Dai^er tft ber in 8?ebe fleffenbe 8rnd^ fo Jjtel aö 

(Z! ^ZXda? 4- rfY</y + d7Az\ 
2\dldx-\-d\dy-\-dZd%\ 

b. ]^. gleid^ ^d log (dXcfar + dXdy + JZds) . 
S(ud blefen S^ranöformationen folgt atfo 

t^JJ X2 + Y2 + Z2 ~ Const. 

afö oBgemeineö (etfie«) Sntegral öon (22). — ffiad nun ittöiefonbere 
bad brciaxtgeSnipfoib anMangi; beffen ©lei^ung für ben i>i)i^ 
liegenben jB^^d i'ur^ 

t^orgefteüt »korben tfl, fo nimmt, menn mir bie l^teraud fliepenben SBcrt^e 
X=— ; Y==-/, Z = — Itt (23) tittfcfeett, biefe ©feii^ung bie ein- 

fJi fJ C 
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fac^e ®e^att an 

anacf^eu toir jc^t l^ierin bie ermAl^nte ©ulbfHtution (21), fo txffolttn 
wir iunfi^fl 

+ -— ^ — r Cosi//2(;(e?— a)Cosy2^c?Sin y2—ÄSin 9)^3 

Ser tt^^te Z^tll biefer ©leid^ung lifit {i(^ abtt in tin ißrobuft aud ixoti 
goctown ttmflejialtftt; üon welken ber eine nur 5p, ber anbete nur 1// 
cinf (^lie^t. £)enn bie nnntittelBate Sntwid elung tfl 

* Sin qß Cos V'^ + - Sin g>^ Sin i//« i_ Sin y« Cos 1/;^ 



a(t? — ä) ^ ^'a ^ ^ c — a 

* Sin y2 Cos V/^ + - Cos y» Cos ^^ -| L. Sin gfl Cos V'^ 



c(c — ä) ^*c ^ ^'c? — a 

+ ^ Cos gfl Sin t//^ 

unb tnon flelan^t fomit ju 

f^^j_|.+f^= J^Siny^Cosi/^^+iSiny^SinV/^ 

+^ Cosy2 Sin V/2 +i Cosy^Cosi//^ 

(25) = -i.(a Cos y2 + j Sin y2)(J Cos i/;« + c Sini/;«) 

gemei; »irb, wenn wir in (21) jur aMftrjung 

c — a Cos y2 — 5 Sin y* = (p j Cqs 1^2 ^ ^ sin i/;* — a == 9» 

fefeen, 

^= y/^.[^,,Cosyefy + ^^^=:^ 
dy= v^i.[— Siny Sint/'^iy+CopgpCos^dii//] 
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al^9 rfa.2 _|_ dy2 -f rfÄ» = ««J.Cosy« j 

c(&-qyCosy^Siny^Cosi/;» |c^a 
+ ca>.SinV;2 1 

a(jo~b)r Cos y/^ Sin, y;» Sin y^ j c — a 

_j_ 2r yj7^^^ - b +^-~E^) Cos 9 Sin 9 Cos t^ Sin V <iy ^t/; 

^itxin ifl bete Soefflcient »on dg)dtif ibentif^ 9IuII. 

Slld Soefflcienten »on «J^»^ er^It man, tvenn^tnan ffit Cos V'^ bftt 
SBfrtl^ 1 — Sin t//» eiitfefet unb na^ Sin t/^* otbnet, 
r .z .1 c(Ä — a)»Sina)2\Cosa>» 

+(«(.-*) Cos ,»+ Ä(.-a) Sin ,» - ^(^-^)'Co^»'Si°y'j §iEi^ 

S)a man fut ben S^enner btt in biefen ^arentl^efen t>ottommenben 

Sruc^e na^ (Stttflnbctt au^ baö 53inom 

(c — a) — (6 — a) Siixy* ebcr ou^ ((? — 5) -|- (* — «) Cos q)^ 

fe^en lann, fo credit man Ui bem Sinrid^ten ber in ber erjlen fßarentl^efe 

icflnbli^cn Oräßen aW Saldier 

(i — d)[aic — a) — «(& — a) Sin y^ _|_ ^(ä _ a) Sin y«J 

= (Ä — aXc — ö)(a Cos y^ ^ 6 Sin y^) 

unb (ei bem @intid^ten bet in ber gleiten ^arentl^efe I^eflnbUc^en @t5§e 

ben 3äi^I« f 

a(c -^ h){c — d) Cos 5p2 — ^^^ «. j)(j _ ^r) Cos y^ Sin y^ 

+ ^<e -^ ft)(c -^ a) Sin y» ^ j(c _ ö5)(ft — ö) Cos y^ sin y« 

— c(b — ß}(b — ä) Coi^ y2 Siu jp2 
«=((? — Ä)(c — a)(a Cos y^ «j« j Sin y^) 

bal^cr ifl ber ßoefflcient Don rfy^ im ®anjen 

., [(5 - a) CosV 4- (c - 5) Sin v/»J ^-^^2il!±iSin9a) 

iStenfo flnbet miin ben ßoefflcienten t>on dxj/^, inbem man 1 — Cosy' 
an bie ©teile iMm San jp^ fr^t imb na(^ C^ ^^ giifammenf«$t, 

[(Ä — a) Cos y^ + (^ — ö) Sin tp^]^^ m ' 
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[(Ä — d) Cos y^ + (t? — Ä) Sin tp^} 

@nbH^ ftnbet man, mnn man gan) auf bicfelbe SQetfe bie ®umm^ 

düc dv dz 

\"-r"\ tranJfomht, ba§ au<| tu bem 1^eif& ju ei:^oKenbeÄ 

Sluöbmd ber ßocfflcient öon dydi/; gteic(; «ttuH ift, bag aJcr bic 3ätS>Icr 
in bcn ßocfftcienten s^on rfjp^ «nb dxp^ eitianber gleich »erben, nfimlicjj glct(^ 

de — a)[(6 — ä) Cos y^ + (^ — Ä) Sin tp^] 
ba^er ifl • • 

gScrmittelji biefe« ®ert^3 fo toit ber mit (26) unb (25) Uiti^ntttn 
5>er»anbelt p(^ ntin bie Z)if(txtniialoliti^nni (24) in 
^ff Cos «2 4. 4 sin a« ^ , ^feCosV/^ + öSinti/^^ , 

= (a Cos y2 4, j Sin </)«)(* Cos tfj^-^c Sin t/;3)[^4.^) 

xDt>Ul toll C an bie ©teile öon 77- fiefcl^rieben l^aben. Offenbar lagen 

ft^ ^Ut bie ieiben ^aüatltn y> nni tp alfonbem. tDlan^ ftnbet feglei^f 
v^(aCosy^+ftSiily2)dy _ y/^(b Cos tp^ + c Sin T//^>ft /; _ 

^r9^JC—aCosg>^'-bSm(p^'^^r^}J6Cos^p^-\'CSin^p^—C~ 
m\> l^ierau« folgt , »enn ma:n no(^ C==b — B f ejt , unb bie ® eri^e 
t)on ^ unb fP einführt ^ haß S)ullfianbifle Sntegtal 

f v^(a Cos yg + g Sin y^)rfy 

~ J v^(^ — a Cos 92 _ j Sin ^)v^((i — a) Cos y^ — jB) 



T 



f v"(ft Cos tp^-^-c Sin 1//^)^?/; 

J v-(6 Cos V;» + c Sin t^» — ö^)\r((c — 5) 'l^n V'* + B) 



worin il unb B bie beiben 3rttegrotion«confianten flnb. 35ui(^ biefe 
tranfcenbente ©lei^ung in SSerbinbung mit (21) »üAe «Ifo auf bem 
eHijjfoib, beffen ^allaxtn ^fa, yfh, v^c finb, bic geobfltif(|)e 8inie gu 
befHmmen fein. 

©(^»ietiger aM ber in ben beiben festen %%. l^etra^tete iß im «di^ 
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gemettten bei gaO, wenn ni^t ifo« Wc brni Sittefltafe V = J'Ydx 
in ®tunbe liegenbe {Function 

V = F(a-, y, j>, 3;.. », P; <;..) 
We Reiben gunctionm y, « nrbft Ij^ten 5)lffercttt{aIq«otiettten entölt, 
fottbem wenn aui^ nod) in bet Sebingungööleic^uttfl © = bfefe J)iffe» 
«ntialqwotlenten atiftreten, fo ba§ Wefrtte ble gorm l^öt 

5D{cfea wirb fi^ alfo iti\pitUmi\t bann ereignen; »enn eine SDlaximum^ 
ober !Dlinimumd;?6m«>e t)on bo))peIter jtrümmuns gefud^t wirb, Don toe((^er 
*ber jhämnmngdl^albmefer al^ Function )>on x, y, z gegeben »fite. 

1) 3»at mirb man öftere, »enn in biefer Sebingungdgleic^ung 
6 «=: bie eine ber ieiben bei)enbenten SJarialblen , etwa », fel^K , unb 

nnrein einjiger 3)ifferentiaIquot{cnt bcrfelben, etwa ^ = P J>orfouimt, 

«nb wenn axii) in V nur eben biefer ober nur l^öl^ere SDifferentialquotienicn 

T-ö/ T-?/ • • tjorlottimen, biefe lefeteren al« Functionen t)on a?^ y,p,q,... 

bariufleSen unb wx^ Y ju eliminiren im @tanbe fein. Uub bann ifl 
bad weitere SJerfal^ren aUerbing^ einfa^. 

3n anbem ^ailen i{l bie ®I. (1) t^ieaei(|t fo 16ef(|affen, baß man 
fie unmittelbar integriren fann, wie wir früher Kx^, einem <inaIogen ^aDe 
{%. 22 I) bur^ Seif))iete erifiutert ^aben; unb wenn a(^ integral eine 
enbli^e ®Iei4>ung iwift^en x, y, z gefunben worben Ift, fo ^at man 
bad ißroblem auf ben unter III) in %. A5 Doraudgefe^en gaD jurädgefuH 

SBenn aber weber bie eine no^ bie anbere Srlei^fterung mogli^ 
fc^eint, fo fann man mittetjt be3 folgenben allgemeinen Serfal^ren« (analog 
i. 22 II) {i$ bie jur 9(ufljifung bei) g^roblemd iltnll^tn Gleichungen 
oerf4>ajfen. 

3Jlan beule unter X eine i^orlSufig no^ unbefilmmte, jebo^ )>on ber 
Sef^affen^eit ber Dariirenben Functionen y unb z unabl^Augige Functtoit 
)>on x, unb abbire bad integral 

XeCx, y, 3, p, p, q, (|, . Oc?^ 

wel^ed wegen ber Sebingungdglei^ung (1) ben Sert^ fMi ^at, pi 

I ydx l^inju, b. 1^. maw fefte 



j' 
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2)te burc^ SSariattcn ^txarx^ ju crl^altcnbc ©W^uitg J^ü = wirb man 
atid ®L (1) ftt 8. 45 fofott erl^alten, »emt tnan an bic ©telfc bca ba* 
fc!6fl t)Oifotnmenbcn V wBerall baS ©inom V + A© feljt. .65 erft^cint 
baritt btc ©ttmme bet ibelben Sntcfltalten 




dy dx dp 



+ • • • jS'ydx 



3)ic l^ter in ^arentl^efe gef(^Io§cttett ßocfflcicntctt Don Jy unb rf'« wetbm 
wenn man für baö barin öoifornmenbe y unb « teutö bte leiben ^u 
fucä^ten guncHonen f(x), %x) eingefefet benft, offenbar au^brütfe fein, 
xotia^t a\\^ bet 3nbe})enbenten x nnb ber bid jjefet nod^ «nbepiwmt je^ 

laßenen gwnction X neifl beten I)iffetentiafquot{enten -^, j-ä^--- <^Mf 

ganj beflimmte SBetfe gebilbei finb. @$ fleugt ballet nl(^t^ im 9Bege, ben 
einen ober ben anbetn t>on jenen beiben Soefficienten gleich 9IuII gu fe^en ; 
benn bte babur(|) gefegte IBebingungdglei^ung wfirbe bet eben gemacfiten 
Slnbeutung ju JJoIge aI5 eine gewßi^nli(ä^e 5)iffetentlalgteid^ung fut X an* 
jufel^en fein, ©efeen wit abet ben Soefficienten i>on cT'ä gleich Slutt, fo 
fotbert bie ®Iei(|)ung (fü = fofott, bafi aud^ bet Soefflcient Don S'y 
ji^ auf Siutt tebucire. 2)enn ba but(S^ bie Sebingung^gleid^ung = 
nut eine Slelation jwifci^en ä% unb S'y feflgefiettt »at, fo batf bet eine 
bicfet belben SSatiationöquotienten , alfo jcfet Sy, gang wiUful^rlidjf 
an^tntimmtn werben , unb ed ttitt alfo ani) l^iet n^iebet bie in $. 24 
angepeilte ©(^lugfolgetung in Ärnft. 

äQit etl^alten fomit fut bie btei Functionen y, z, X nebfl il^ten 
S^iffetentiarquotienten bie btei @Iei(|ungen 

(2) 9y(V + XQ) - ^ rfdpCV + A0) + -^(PQ,(y + A0) - . . = 

(3) a.cv + ^®) - ^ ^ö^(V + ^0) + ^^9<i(V + ^0) - • •- = ^ 
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unb man icftnbet fl^, fobalb X and ben be(ben (t^tm eliminirt »otben, 

im Sefi^e Don j mei S^ifferenttalgfeii^nngen fät j^ unb 2> gerabe »ie in $. 45. 

IDle Gemination Don A wAi^be ol^ne ®^wUxiQUit auf bie icfannte 

SBeifc mittel^ toiebex^oltei: IDifferrntiattonen {u Utottt^tUi^tn fein. SQdie 

j. a. ®l (2) in »ejicl^unfl auf l »on bcr erflcn, @l. (3) i)on bct 

brüten Orbnung, fo »ärbe man, inbem man ®l (2) bceimal iiub 

®I. (3) einmal btffcrentiirte, im ©angen fed^ö ®Iei(f>ungen l^aben, »orin 

, di <PX d>X d^X ^ ^ ^ ,. «^ ... .. . 

' ^' ^' d^' dx^ Dorfommen, unb an^ mtlä^tn ji^) btefe fünf 

®t6|en alflebrai)(| eliminiren faffen. — ?lber freili(|> ßefangt man auf 
biefem ffiege in ber Siegel ju einer atfgufel^r Derwidfelten I)ifferentiat 
glei^ung gu^tfc^en y unb z, med^a(b ed meifiend beßer fem mirb aDe 
brei ©leid^uuflen (1) (2) (3) jufammen ju bel^alten unb ouf bie eine 
ober anbere Hxt unter elnanbcr ju combintren. 

II) ^at man nun auf biefe Seife fic^ bie Äcnntniö ber Functionen 
y=zf{x)j Ä = f(ar) üerfd^afft, fo fommt eö no(^ auf bie SSefriebigung 
ber ®rän}glci(^ung an. S)iefe ifl^ xainn xcXx n^ieber gut Slbfurgung 

fffettt, juDärbetfl 

+V..-V..+*.[t]^-*.[^]_+..' 

ed l^aubelt flc^ aber um eine ri^tlge Serfpaltung berfclben \n (Singet 

gtet^iuugen. 

S)ie ®Iei(^ung = fei j in Segiel^ung.auf y öon ber /titen Orbnung 

I /f fr ff » „ ,; rten „ 

unb ber Jluftrui V „ j „ „ rf y „ „ mten „ 

\ ff ff ff » ff ff wten „ 

S)ie beiben ©rponenten je*, v werben entweber einanber gleich, ober einer 
Don beiben wirb Keiner aU ber anbere fein, gur ben (entern ^aO beulen 

wir rO; alfo uber]^au^3t f* i^ r. 2Öir burf en bann weiter Doraudfeten, 

ba$ ber oberfte £)rbnung$ejc))onent Don b in T Heiner a\% v, mftend 



• • 
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— y fei. S)entt memt n>f^ tc&it, fo (fottteit mif utitteEfl htt .^tß 

bingungdglci^mi^m 

alle bte Dfjfetentialqitotientett «f^+i^, «ti'+t]^... «W au^ V fortfi^affem 
69 fielet ni^it^ im Sßege, baf mit f(|on in ben i^tnl^tx^t^tnitn Sreic^itngen 
(2) ttwb (3) mitx V ttötl^tjctt gaUa bcn auf bic l^et attgcbeutetc SBeifc 
umgejialteten 9(u$bntd benlen. SRa(^ biefer ^oibtxtitmQ tnf^iü aUbann 
(V + A0) bte ©ifferentialquoHettten p, (I,...»^^^ bcr ]^ö(|)fie 2)tffc* 
tenttalqttoticttt üon y bagegcu ijl ent»cber t/^\ ober er tji berfelbe »ie 

im UTf})rilngIi(^ett V, ttamltc^ yt"^, ober enbfi(|> et Ifi ber a«l ^J^ 

entfprinflenbe ytM^+°-^i, SBit »oHen biefen l^ödlffien Oxinun^^txpontnttn 

\>on y in (V -f- il©) über^aitpt iux^ i bejei^nen^ fo bop im golflenben 

& bie grofite ber brei ßa1)Un 

(6) m, fi, fi^n~v 

bebeuten foD. 

S>te erjle ßtlk bei Hufen 3;]^e«« ber ®l (4) gel^t augettfc^etnliil 
fort U9 ju [^F^l — r^S^l ««*> '^Ht alfo auä 2k ©fiebern, 

bie SCttjal^l ber in ber g»eiten ßtiU folgenben ©lieber bageflen ifi 2v. 
SBoraii man nun einen augenbHdli^en Knftof ne^en Unnte, baö i^ 
ber Umflanb ; bafi bie 2v ®x6^tn 

flegeuttjarHg fid^ ni^t f«uinitH(|> (»ie in §. 45 IV) bur(^ S'y^, S'y^, 

S'p^j , . . auöbruden laffen, »di^renb fie boc^ auc^ nic|)t öon btefen fettem 

gang unabl^ängig gebadet »erben bitrfen. ^an UnxtU n&mU^ f^^fitn, 
bog wenn man für i'y trflenb eine Function i2(^) beliebig angenommen 
l^ätte unb fle felbfi fo »ie il^re ©eriöationen Ä'(:f), i^"(ar), ...ein hlt 
©tefle bon S'y, S'p, S'q,... inS'Q einfcfete, bie ®fei(^ung (r0 = O jitf^ 
fofott, inbem man gugleti^ für y unb % bie gefu(^ten ober bereite cM 
(2) unb (3) gefunbenen pnctionen fix), f(ar) einführte, in eine ge* 
»Sl^nlid^e a)ifferentialgleic^ung für S"z tjerwanbefe, bag man alfo bur^ 
bereu Sntegration für i'z, folgIi(|f auc|> für S'if, ^,... benimm te 
Suttctiontn erl^alten mfirbe. (tBgl. %. IS lY). flOein ea ifl ius)j(rbei:ft 
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)tt (ebmien, baf in bem auf birfe Seife lu getoinnenben S's, al9 aflge^ 
meinem 3«teflTal bet ®l. rf^0 = O, ji* r wiUffil^riii^e Gonflantcn üoi* 
finben »iltben, bafi {{^^ a(fo, inbem man beun SBirtl^e auf bie eine obei 
anbete 3lrt »äl^U, getabe v ))on ben iu (7) {ufammengeflellten 0ra§en 
ganj beliebigen ®r($en fi(ei4^ fe^en liegen, .l^ierauf würbe frei{i<^ bie 
anbete J&4Ifte jener ®t3§en (7) auf brfMmmte SBeife öon g)/^, Sy^, 

Sp^, . . . Ai^ni^Q gemotben fein. Slber man bebenfe wütv, ba§ bei ber 

entwitfelunj be« linfen Zf^tiU ber ©lei^^ungen (2) wnb (3) fl^ bet S)ijferen* 

tialquotient -^ resp. i-; einteilen wirb, wnb baß e« it&^alb, mm 

man flt^ y=/^x, C^, Cj^ . .)/ « = f(^; Cj^ C2; . .) bereite gefunben 
ober afö gegeben benft unb an^ X ju beßimmen t>ornimmt, no^maU 
auf bie 3nteflration einer S^ifferentialflleid^ung j>on ber rten Orbnung 
anfommt Unter biefer giction »wrbe atfo X att Hnt gnnction »on x 
flefunben, bie auf er ben s«t SonfHtution »on /(ar) unb f(ar) erforberlii^ett 
@on{lanten no4^ r neue (Sonfianten einfc^Uge; unb menn au^ in bet 
aOBirfli^feit, bei ber Se^anblunö be« ©pjlem« ber ®lei(^unflcn (!) (2) 
(3) fimmtü^e l^ier erwdl^nte ^ntegrationdconflanten gleic^ieitig in y unb 
2 erfc^einen mi^tn, fo erwarten bo(^ v berfelben il^re öefHmmung ba* 

bur^, baß für BefHmmte SQBertl^e t>m x bie ffiertl^e t>on X, ^, ^, . . . 

gegeben würben. 9ivA biefem ®rünbe lann man in bem Slggregate (4), 
worin fu^ augenf(beinli(b bie 2[i ®rdßen 

öorfinben, v berfetben beliebig anntl^men, alfo ani^ fo bejHmmen, bag bie 
ßoefflcienteu gcrabe berjenigen ®neber in (7), weltijfe wir oorl^in aW t>on 
^Vv ^Va^ ^'Pv • • • ^^^ä^a^Ö gebadet l^aben, einjefn glei^ 9hiD werben. 
Unb bo ber oben gema^jten ©emeriwng ju gofge bie anbete ^Slfte ber^ 
felben ®r8fen gänjli* unbefiimmt unb t>on einanber unabhängig bleibt, 
fo müßen awi^ bereu goefflcienten einjeln gleit^ SWuH gefefet werben, aiiif 
biefe SBeife fiub auö SV aUe SSoriationdquotienten oon s befeitigt, In 
gSejiel^ung ouf bie \:a\\n noc^ in (4) übrig bleibeuben, mit 6'y^, i'y^, 

^'p^, . . . multipHcirten ©lieber iji aber ber in g. 24 bewiefene «el^rfafc 

anjuwcnbew. S)aber befielet ba« einfati^e (Srgebni« biefer ©etra^tung 
baiiu baß maxi^ in fo fern ni(^t no^l befonbere Sebingung^Iei^imgen 
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gwif^ i'!/^, ö'y^, (f)?^;... (f^Ä^; S\, d'}!^;... öeiiliejen, fÄmmt^ 
ri(^e Sfftanbtl^eilc be« aflflteöatö (4) etujeln öfci^ sRulf 
ju fften, alfo ein ®|^m wn 211 + 2y einjclnen ©rattjBefHmn^Hng«* 
gfcic^ungen gu Hfben ^aie. 

60 Mtttteu Jcbo4> aUerbitig« für bic ©rftngwertl^c y., y , z-c, z , 
p^,.. . unmitteliar eine ober mel^rere Sebinöungöflleic^ungen flegeben fei«, 
öon ber ärt wie tn §. 43. SBir wollen biefeften bur^ 

(e) ' 9t(«. ?; y«. y^; «a; V^a'--) = ^ 02 = ... 

Jejeic^nen, «nb il^re anja^I =/ fefeen. Ratten mx un^ babei, um bie 
@a(|)e ni^t ju öerwicfclt $u mo(^en, an bie SSoraugfefeung, bap in biefen 
©leic^ungcn leine ^oJ)txc\x Siffercntialquotienten Dorfommen aU in (4), 
fo l^aien wir bie l SebingungSglcii^ungen 

<rBi = o cre2 = o ... 

Bei ber 2)igcwffion ber Oranjcnglei^ung gu dtat\)t ju jic^cn, n>a^ im 
allgemeinen am Bequemten auf bie in §. 43 III) erfldrte »rt mittrtji 
unbejiimmtcr gactoren ?i; ?2/ • • • g^fc^el^en wirb. 

enbiid) Knute auc^ nod^ geforbert werben, wie in §. 43 V), ia^ 
einige SSariationen an ben ©rdnjpunWen 9lull fein foHten, tttoa 
tö) ^X = rf'Ä^-0 äX = ... 

(ober ed Wnnten au^ einige SRefa r tonen gwifc^en (f>^, 6y^, rf « , . . . 

unmittelbar unb nicfit aU gofge einer enblic^en @(eic^uug = 
t>orgef(^rieben fein) unb wenn wir bal^er noc|» annel^men, ed wiren i ^t 
bingungen ^en biefer ©attung }u beoba^^ten; fo «verringert {{(^ bie 9in^ 
la^ ber einjelnen, an& (4) enf fjvringenben ©leicbungen auf 2h 4- 2y ■— / — 2. 
3u biefen treten bann no^ bie ©leic^Hugen (e)^ welche alfo mit ben 
tUn geba<^ten im Oanjen 2k+2y — 2 Seflimmung^gleidf^ungen 
bilben (wä^renb bie ®Ie{4)Uttgen 0^ = % 0^ = natfirlic^ burc^ bie 

für y, z, X ^efunbenen Functionen ibenttfc^ werben, atfo niö^t aU ^u 
{iimmungdglei4)ungen S)ien{le leiften linntVi). 5Da uun bie in "S^, IV , 

^V ^«' Pf •• »orlommenbe» ©rlnfwertl^e öon y, P; q, — «^ p^ 
1;.-- ^; 3-; ^^••- «littelfl btr ©lei^ungeu 

y=f{x, Ci, €2,.-.), » = f(a?, Ci, C2;,..), l = tfKx, C^, C2,...) 
tu a, J unb bw Stttegtationdconjiauten au^jubruden flnb, fo tommt tß, 
bamit flc^ für alle unbefannten C^, C2,.. y^, y„; P^^-** ^^; « 

15 
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^ J , . , • tejKmmtc SÖert^c auömitteln la^en , borauf 

an, oB ble Stiijafl ber SntegtotlonöcoMfiairten getÄbe bcr citn flefwnbine» 
3a^l 2k + 2v — e fltei* fet. 

III) Sie ^Injabl bcr hxxä^ Stttefltation btt @ki^m%ien (1) (2) (3) 
eingeführten winWI^rHc^cn (Sonftanten mhb nwn in jebem f^jedeffen gotte 
ol^ne SKw^e angeben, im SlUgemeinen aber fönn man Igiieruber, ol^ne 
mon^erlei bei ben J>€rfd&iebenen ©rfigentjerl^dltniffen sjon m, w, fi^ v 
mögtii^e goUe jn «nterfdciben, fo öiel auöfagen, bap fle ber 3ail 2k + 2v 
glcicJ^ ober mentgftcnö ni^t grjger ifl. Um biefeö gn flberfeben^ Beamte 
man, bag in Sejtcl^ung auf A bie ©feid^ung (2) öon berfelben Orbnwng 
i^, mt in ©ejiel^wng auf y unb bie ©leic^ung (3) jjon berfelben 
Drbnung mie in Segicl^ung auf ä j b. 1^. bie Oletd^ungen (2) unb (3) 
jtnb in Segiel^ung auf X öon ber Ritten resp. rten Orbnung, »ie f^on 
eben bemerft würben ij}. — anbcrerf eitö läßt p4^ jwar tm allgemeinen 
Weber ber ^S^^t in (3) j^orfommenbe 2)ifferentiaTquotient tjon y, no4i 
ber l^ö^fte in (2) öoifommenbe J^ifferentiafquotient t>i>n z an^thtn. 3)entt 
wenn g. S. 

ift, fo wirb in öyV^-'^^rföpV^-^ePOj lein |8^em S)iffetcn«oU 

<»ttotienl t?on * tv^Ofalim fein äI0 | =fe ^ =a^ ^ mtb' bet in dy(;t«) -* 

1 1 

^t?ap(A0)+^d2aq(A0)' eKt^aftenr ^fJe Sifferentiarqnotfettt o»n 

« «f* ^^* = 5^ = :Ji;inTJ Met ®r. (?) in «file^unj auf s »ön bn 
C/t+.i')t«n Orfcnuna. ®or<^ bngegeui 

fo roitb« @l. (2) »Ott a«öf J«fffirettrtdf<|itM{<Hlett |f, fl, . . . gättjticfy frei fein, 
ancin mon fie^t be<^, ^f i« (2)^3i|.fien« ^-Ji unb in (3) 

^ « * |i e n ä — ^ wtf ommen f ann. 6« «f ^e iitt bo^et a{« l^ii^jter 3)i|f(» 
tetttialquctteni 
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in (1) 
in (2) 



*•• 



yM 



y' 



[21] 



■ »^^ 



. .i^] 



..m 



in (3) ( unBepimmt »cf^er, 

3^1t ntdn nun Un D^nun^eex^m^ttn ^m X in eitiet tnUÜm im$i^ 
®(ek|fliit(|en , fetner ben l^^^ßen Otbnungöejrpenenien \>tn y 9M üwtt 
^tt leiben anbeten, ittfb ten)ent{|en i?on s and bet fiibti^n btittm ®(el> 
4>ung jwfamnten/fo etl^Sß m^n eine bet füfjenben 3<^fcJi 

5Dut^ bie iii^it betfeI6en »itb anflegeien, wie J){el »iDfu^tli^^e Koft^ 
jlonten iet bet 3ttte9tation be« ©9flem« jener btei ©leif^ungen l^J4?flen5 
eittflefn^tt meiben. Da jebo(|> bte gweite 3^1^^ itt + k + 2v "böd atitl^:^ 
tnetifi^e SKittel gwif^en be? erflen «nb britten ifi, fo »Itb fle t)on einet 
biefet le^tetn nbetttoffen unb fann bedi^ali unBetndfid^tigt ^a^tn merben. 
eben bajjefbe gilt abet a«(i^ öon bet btttten 3a^I, ba bet oben bef (i5) 
fe^flefe^tcn Sebeutung wn h jn golge ni(^t 2jiA>2|i fein fann. 

@d {ttmmt alfo n^itftic^ ^\xi^ bei ben gegenwAttig bef))to4ienen 
^Problemen :bit 3a^\ bet Sntegtattendcenfianten im allgemeinen. t|t)t li«t 
anjal^l bet ®tanjglei(^ungen ilbetein, in feinem galle fann pe bitfe 
leitete (fut 2'=0) wBetPeiflen.' Sßenn bagegen untct befonbern Wm 
panben Vie Sfhjal^l bet ' äntegtatiohöconpantcn f I e i n e t ate 2ä -|- ^i' 
au«pefe, bann »ütbe aUetbingd bie ?(nfgabe babutc^ ju einet bcpimmten 
jutna^en fein, ba§ batin iine (obet einige) SSebingnngen oon bet mit 
(^) bejeid^neten ®attnng aufgenommen »fttben. %t^vX^ »erl^ieft e6 P§ 
in bem «eifpiele §. 30 IV) (®. 117) m 6X = ^j ^V^^O fein 
mupte, o|ne bap y„, y^ Abgeben »öten. 

S)ie i^ieV wiebetl^olt rjotgefmnmene S^i^I^i + ^v Bebentet fibtigen«, 
tt)ie and (6) ju etfe^en ip, bie gtopte bet btei S^oS^ltw . 



(8) 



%m-\-Zvy 2Ä^4-2/^, 2^ + 2r 



StnfgaBe. 3Jlan fott nntet ^vx ©uttjen ijon bet ©genfci^äft^ 
ba§ bie vx ben aufeinanbet folgenben $P}inöen %\\ conptulrenben 9?otniat 
ebenen fOfteJl^tfub but<^ einen fepen ^«nft fjinbnt^ge^en, l)icicnige (iud* 

15* 
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flnbig mact^en, beten Qo^en {wifc^en jtDei ftegelenen )}araSdm ®rins' 
eBenett am lutgefiitt #. 

I) S)ie ®IetifettJi9 fflr We itm spuntte ^ , y , « einer 6ef tebigen 
<Sttrt>e angel^fiTige SSotmateiene tfl Betanntli^ 

(x' — x)dx -\- (y' — y)dy -f- («' — jgr)^?« = 
^tytxi^Xitn teil ballet bie goorUnaten bed feflen $inilte^, in mel^^ aSe 
fflUnnaleienen fl^ fi^neiben foHen, i\xx^ a, ä, c, nel^men fecner bie 
ebene YZ iJatflÄel 4« ben beiben ©taniebenen nnb flellen bie ®f eid^ungen 
ber flef netten (Sui»e buii^ y ^fipc)^ ä = f(a?) i?pr, fej^en alfo dy,=^pdx^ 
dz = i^dxj\^ l^oben »it /(ar) unb f(:2?) fo jn bejHmwen, bog bie ^u 
binjnnfl 

(1) . (ar - ay^ (y -7 l)p + (s ~ c)p = 
erfüllt »erbe, unb baß juß^«'* 

ü = (Vi +i>^ + p* <iar 

ein aWinimum fei. 3^atei fllebt i — a ben Slbjtanb ber beiben ©ranj.- 
ebenen an, S)le gefuc^^ten gunctionen fmb alfo, bnr(^ Sel^anbluna ber 
©lei^nnfl <JÜ= ' 

rf {yJT^¥¥+f + ^KiP — a) + (3^ — b')p + (s — r)ji]>te = 

jtt flnben, worin l eine fold^e guhction öon a? bebeutet, »ieiüir jie im 
öor. §. bef ^rieben l^aben. 2)u^ an^ffil^runö ber bofettfl angegeiflten 
Pl)erotionen nnb inbem »ir 

feljett, erhalten »ir 



+ 



a 

worin 

2> 



t/ ff 
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b. ^. (2) d| + (y-^)dA = 

(3) d^+(Ä~c)d2 = 

tooraitd in Sentinbung mit (1) bie brei Functionen t/y z, A {u bc« 
^hnmcn- finb. 

II) Sind (2) unb (3) I&§t fid(f nnn A Ici^t eHminiren. man ttWt 

(4) (« - c)rf| ~ (y ^ Ä)rf| = 

ein er|lf6 Sntigral biefet &lti^ni toi6> man o|ttte äStitere^ entbedeH> nimli^ 

(ä — c)| — Cy — &)| ;= CQüst. 

ober; wenn wir für V = v/i +1^ + P^ ben feertl^ ^ einTOrett; 

aSSoHtc man le^t f^on bemerfen, ba^ bie ©lei^mtg (1) unmittelbar 
integrabei i{l, unb }u 

(C) (ar— a)2 + (y- d)2 + (» -^ ö)2 = fi2 

nSmlxü) im ^iei^ung eimr JtuflelfiAcbe mit bem ne^i unbeßimmten 
Slabiu^ £ fäl^rt, fo tuMt fveittd^ bie «Aufgabe auf bie frül^r (4n S. 46 
II) be^anbelte l^ihauMaufen, auf eink Jhtgeip^ bie (ätjefte Sinie {Wif^en 
gmei ^Htten gu ^siebem 3n ber Sti^t ^at bie ®W4;ung (5) (jenau 
biefielbf ®ejlalt »ie We ®t (9)' auf ®. 205.' — tSel^en wir aber wn 
Wefem Sufommentreffen eiiijiweilcn no^ ab/fo toerben wir fud&en mflßen, 
bmii^ aSetbinbunfl t)on (5) ober (4) mit (l)'eine nmt, integrable J)iffe:* 
rential0lei(|;ung abiuleiten. 

~ [»+ [II + KT- 'w ■"•■■■ 

rfar^^r dy dy , ^Ä^dÄ 
di? da ^ da da^ da da 
unb inbem wir i^ieran« mittelji ber 0Tei<f>un9 (1), »elt^e fl(^ a\t^ in ber gorm 
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ds x-^adic y — b dy 

da Ä — c ds s^—cds 

dz 
f^teibrn I&^t, ben IDiffmntialquottenten j- fortf^affcn, erl^altett mir 

d«v. ds % — c dsJ^dsK ds s — c ds) 

8lMf bw Hnfen ©eltc blcfer ®Iet(^unfl ift oler »trmSfle (4) bet gweitc 

©umtnanb glei^ 9ZuD; ballet tnu$ anci^ fein 

- dx V rf» 

(ä — c)d~ (a? — a)d-y = 

unb biefe ©leic^ung, »el(^e )>on berfclim gotm toU (4) ijl^ i^fi^ ani^ 

dx d« ^ 

(z — cy- {x — a)'3- =9 Const. 

ds ds 

®i«b \t%t VBiM Mcfei Weidotnfi, um c& iit dimltfttcn, tu (5) »toibift, 

fo entfielt . , . 

(ä — c)rfy — Xy — bydz = A[iz — ' e)dii? — (a? — a>fej 

b. 6. ' a < : ' : = -4a 

worin il eine »iüIAl^di^e (Sonfiante Gebeutet. S)aa integral l^ietDon aber iß 

z — c. z — e? , 
ober (7) (y — ft)— C(ä — c) = il(a:-rö) 

S)iefe ®(ei(|ung.ieigt, ba$ bie gefüllte (5urt>e in AxLfx burc| b<n fefirn 
^}mli x^a, y — b, Zi = c gel^en^|( @bene Hege; unb ba fle ou^i 
anf bet bur<|^ @l (6)> mtge^etgte ti Jtttgtjißi^e grUgru ifl, fo m«§ fie ein 
Ätet« fein. Bwilftl «wif bif »eW&affeiil^it ber «1.(6) a» 3aitegror 
ber £){{! erentialglei<i^img >» (eid^t «loran^sufagen ; benn bic gotbemng, 
bafi alle 9lormaIeiinen bui0 tinen unb benfelbeE $unft a;^^ e l^iiu 
burc^gelS^^n foQen., i^ \\tnii'\^ mit ber Sluffage, ba| bie <littt>e eiie 
f:|xprif (|e fei, »imlli^ auf eines um jenen fr^en ^ult a, h, c aK 
Zentrum ju bef(|reibenben Augeipd^e liege. 

III) SBir machen nun barauf a^fmeiffam^ bafI in ber Dorliegenben 
Slufgabe, »enn {te na$ bet im bor. |. enttoidelieu aQgemetnen 3:^eoiie 
beurtl^eitt »irb, 

Alfo 2^4- 21^ = 4 tfl, unb baf gWi^ivol^l Wd ie^t nnr bjrd 3utfflw* 
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tiott^cottjiantftt R, A, C in bir jmd i»ifc^« ä?, y, » gefmibenen enb^ 
li^en ©tfic^ttttflen (6) unb (7) eingeiiangen ^nb. allein tm m^ X 
gu bc^mmen, tpfirbc otterblnfl«, moj man jlci^ nun an (2) ober an (3) ' 
Italien, no^ eine t)lerte »iHful^rllc^e 6on(iante einflefu^rt »erben, fo bag, 
fiemfiß ber gomtel (8) fm s?or. §., bte 3al^I 4 l^erauölommt. 

©Ären nun bie ben abfcfffen x = a, or = | entf<)re(|ienben ©ränj* 
pnnStt A/B fix 8^9*w, fo »fire cTy^ = 0; (f\ = 0, jy^ = 0, g'z^ == 

unb ble ©räniflleld^unflen fielen »eg. SlDeln mm ^ttt bann, bamlt 
K^ ^af Vv ^^ ^^^ t)orflefd[)rieJenen ffiertl^e erl^otten, t>ier Sebinjunjen 
in erfuBen, Unb bc in y=/(^x), « = f(«) nur bie brei uniejümmten 
gJarameter B, A, C unb nl^t au^ ble eBen gebadete in X lmj)Hclrte 
gonfJante üorfonittien, fo »örben blefe oier SJeblnflunjen (Im SlHflcmelnen) 
ni^t ju iefrleblflen fein, in fo fern ber ip'untt 0[a? = a, y = Ä/ « = ^] 
att flegeben «ngefel^en »erben foll. 3» ber Zf)at, oon ^intm gegebenen 
TtittüpnnU »irb fl^ burd^ j»el gegebenk fünfte A^ B nur bann tin 
Jtreld 6ef4frelben lagen, wenn juTSIIlg AO = BO ifi. ffiol^I aber »urbe 
f{<| ble 9Cufgabe Kfen laieU; n>cnn man ben fragli(^en STllttelpunft nld^t 
»CDlg bejHmmt bentt, fonbem eine feiner brel ßoorblnaten nod^ unbefHmtnt 
lägt; ober auc^, wenn jwar geforbcrt Mrbe, ba§ alle mit ber jjit^n^icn 
(Snröe In SSerglel^ng ju glel^enben !Fta(^barcuröen benfelben «nfaitg^^^ 
l>unlt A unb benfelben enbi)Uttft B bejifecn' foHen (fo bag f't/^ = 0; 
g's^ = 0, (Ty^rrO^ ä'z^ = ju fe^en Ifl) aber nlc^t für aUe fe^ö 

goorblnaten blefer belben ©rfinjpunfte BefHmmte fficrtl^e gegeben mürben, *) 
Dl^e iebo^ hierbei ju ocrmeüen, moHen mir t)le Stufgabe In bem ©Inne 
fagen, bag ble fünfte A unb gegeben, ber ©rinipunft B ober in ber 
(gbene a? = f nod^ ju \u^tn fet. 

38lr Knnen, um blefen ^aU mit grdgerer Sequemlid^elt ju nSrtern, 
ben Urfprung ber @oorb(naten in ben $unft unb ble ßbene XZ burd^ 
ben feften ©ränjpunft A legm, fo bog y„ iftfelf^ Kutt, «ifr $^ flteld^ 

«Iner gegebenen @r8gt y mlrb. ^ ble öjce b«r X bUT^ lauficn Unb 
f enhec^t . ojif ben lelbcit >%t^eam Orinjebqnen ^el^en f^ , fo Ifl ba^ 
(Soorbinatenf^ftem l^iermlt beftlmmt. SMe ©le^ungen M gefugten Arelfe^ 
flnb, Inbem man In (6) unb (7) a = 0, b = 0^ c = ju feften l^at, 

:(6) a^^-f y2 + «2 = jR2' '' 

(9) y r- Csf = 4a: 

*) ^C. Str4iuoh Var. Cafe. T. II p. '381. 



f. 48. — 232 — fiap. nr. 

äjm&^ft l^o^kn voll nun bie {»ei Sebingungcn 

(10) e,=y^ = Q^ = z^-Y = 
mi baratiö folgt S'Q^ = <r>„ = i'Q2 = ^\ = 

fo ba§ bie in %. 47 II) burc^ / DorgefJente ßa^l ^itx = 2 tfi. 5)c 
auperbcttt !ctnc Sebtngungcn fiii bie öter ®togen Jy^; (f\, Jy^, cT«^ 

»orl^anben finb (menn kDir nfimli^^ »lebet bat)on abfeilen, bap fU^ bie 
©leid^ung = unmittelbar integtiren (iefl unb bie ®UU!^nni ^^^^^ 
%la^t lieferte, worauf bie 6urt)e liegen mu^^ fo jerfaHt bie ©rfinj^ 
flleic|)ung in 

(11) N^ = unb dl^ = 

«u« biefen S)ler ©(etd^ungen (11) unb (10) fmb. je^t bie brel ©rSgen 
^^ 4^.C unb bie in X implicirte Sntegrationöconfiante jn bejlimmen, 
worauf bie SSertl^e »on y^ unb z^ ebenfalls betannt fein werben* 

aJlittelfl ber oben in I) entmidelten Formeln für N unb iR, worin 
iebod^ iefct b = 0, c = ift, t>erwanbeln p^ bie ©leid^ungen (11) in 

2)ie eine berfelben lägt fic^ imi^ bie in X entl^altene ßonflante befrie^ 
bigen (%. 47 II). ©ubfiituirt ;nan bann ben fo beftimmten Sert^ ^on 
^1 in bie anbere, fo l^at man 

(12) »iPi-y^h = ^ 

SBoHte man l^ingegen bie Semerluug n^ac^en, baß fi^ bie Sebin^mg^^ 
g(ei($ung = unmittelbar integriren liege unb baß au^ i^rem integrale 

yp 

bie Slelatfon (fÄ^= — -ijy^ folgte, fo würbe man jwar ftatt (II) 

nur bie einzige ®rAnigIei^ung 

(N|«5| - %P*V| = 
erl^alten, aHeln biefe i^ mit (12) ibentif*^. — 
find (8) unb (9) folg* nun yjp4-«P = — ^; p—Cfz=iA mi 
^ittanB fliegen für bie Stff<rentta(quotimten p, p bie Slu^brütfe 

Cx — Az x^Ay 

mittleren $ulfe man bie öorangel^enbe SSebingungögleid^ung (12) in 

(13) (y^_Cijpf + .4(y| + i5|) = 

umgcfialten wirb. 9lua biefer ®(et(i^ung alfo unb ben beiben @(et(^ungen 
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(10) flnb, unter 3ttjiel^«n8 ber auf Me ^ptmRe :^ = «, a? = J Jqo^enett 

©leic^ungen (8) unb (9), aOe Unbtfamttrn {u iefiimmen« 

aua (8) unb (10) tt^m P«^ (14) ö? + ya = Ä« 

üM (9) unb (10) aier (15) — Cy = 4cr 

©f^t man femw ben au0(9) fllef enbm SBcrtl^ y^ — Cz^ = A^ in (13) 

unb (erütffld^tigt (8), fo $at man 

iljS« = b. ff. A = Q 
^itfc« benu^mb folgeit man au^ (15), baf au^ C=iO fein mä§e. 
S)ie ®l (9) tebucirt fici^ babur^ auf j^ = unb lel^rt; ba§ bet gefugte 
{(reid&ogen AB in bet 6beneXZ Hegen mäfe b. |. in berjentgen ebene, 
n>et<9e bm^ A unb gel^t unb auf ben beiben gegebenen ®rintebenen 
fentre4ft fielet, gan) fo wie man t€ im 9}oraua tmärttn burfte, unb »ie 
cd namentti^ mif bem im %. 46 Y) bemiefenen Sel^tfa^e Jein mufi* 
£)et gtabiud R tttili^ ijl but^ (14) bejtimmt 

(Siner Hudnal^e |{nb biefe ®^Iü$e nur in bem gfaDe unterworfen, 
toetin / = mdre; benn bann mufi ymat nocf» Azi^O fein, äOein man 
tann an9 (15) ni^t mel^r C=0 folgern, man »eip alfp {war megen 
A^=0, bafi bie @bene be^ ftrei^bogend AB auf ben itiUn paraHeien 
©rdnsebenen fenfrec|ft (teilen mu$, aOein im Uebrigen bleibt {le oödig 
unteftimmt. 3n ber Sl^at , »enn y = iji , fo Hegt ber fpunft A in 
ber SCjre ber X b. ^. in bem »on auf bie beiben ®rin}ebmen {ü 
fAHenben $er)>enb{rel, ifl alfo ber Sßol ju bemjenigen If«inen <ftuget« 
freife , in »elc^em bie Äugelob^prjldi^e r>fm ber ®rAiiiebene a? = J ge* 
f(^nitten toirb, unb be^l^alb fann für bie ge{b(^te SRinimumacuroe AB 
ber Sogen irgenb tint^ beHebigen, bun^ A gel^enben griften ftreifc^ 
genommen »erben* ^ 

IV) äBitrbe f<^iefH^ nt>^ bariiber, a> toWid^ ein SR in im um 
gefunben fei, eine birecte gJntfung burci^ beu 6aHuI oerlangt, fo mürben 
toir na^ bem f^ion frAl^er ($. 14 unb $. 28) benubten aSerfal^ren an^ 

bie enbK^e Variation 



+*/' 






Mtittn, mhti toh jur Slllät)un(] bie fi^ von fel(ß ptffle^enbeH 3ute« 
grattonl0tanifn ni(^i anjcigen. S)a wm bi« Scbiitgtingdglcic^uitg 6 = 



fv 48. — SiH — «ap. IV 

SRelationen {U ent^tfeln , t>on birfri^ @Iei(i^ung ani, . &» flitzt bataud 

imb inbem man bifferenHirt 

@9(an) »it. tum In blefen {»el @IeiU|ungitn fftif /y^ ß^i$, fp, fnf W 
belannten J^otmeln iy.%'\-i'^y.{T^'\-*», «. f. ». ißiwfAl&tcn urtb flerabc 
Ht in S. 18 II) bc« (SpeffUimku »on r |o i»ie t»on |r^ tinyAvi gUii^ 
Dtull f(^cn , f A ergiitlbt ^ b#a ©pßem f^enbfc OebiiifiuiifldaMc^uKgf n : 

Jluf bf^fclbc SBaelfr geflaltrt man .^ü um fn . 

9!tiii |i»^ tiie für y itnb x( .0cfuid»eM<» gimcttoncR fp fof^ffctt, ba$ 

^ttr iBri>lai^^iing)bciP )i9i|<ffm cTy w^ 6» ^init finbmbcn Slb^ingig« 
feit, gleid^ ^yxVi »irb. S)ie gebadeten @Iei(^ungen^ felbfi /{in* 



> 



worouö folgt ^ ?= jj = 

Snbem toxi ba^r upn btsn für f^ entttridfcitm ^dbntde B(od bcn 
jmeitrn Sefianbt^eit leibel^alten , jebo$ ben Factor |t^ Aimcrfen, nnb 

We fflertl^e ;? = 0, p = — -, V = v"0 4-P^ + P*^ = - ttiiffijrm - 

(mit It^t^tU. \)UxUi, wo^ bie Statut b^ .?lufgi:6(; erlanlbt, s ald eine 
))ofit{)>e ®xi^t) — fp l^aben xoii 



C<H). IV; — 28S — 8; 49. 

Sdejjen tf>^0 fdg^iaicv <m4.kt öDfiat bec öilgew 9fii#tttt9(ii (i6) 

joA Wt teate . JjjsceiO.' . ' '. 

^tefe JRcIattottcn *efl|f»; wie man fielet, tint fp elnfaci^f Sef(!^affettl^eit, 
ba^ man fie jnr biiecten (Sltmination einiget bet in (f'^ü entl^ioltetten 
ffloriatiimaiittiJiticntni ieittt^^n «riA.*)r,^^3^^ (Kimiuo^lDn t)on xT^« «ji» 
ber {»eiten unb vierten ber )>oirfle]|^enben@(ei(i^ungen ergießt fi^i 

«nb biefen SCuÄwd^ fo »ie J^p = in SW einfe^enb erl^alten wix befiniti^b 



rf y + g^pf ^ 




y/W^:^ 



aiö s»eiteö Seifpiel biene ViXi& baö bcTÜ^mie, festen s?on euler*») 
unl) «agrange***) iell^änbelte fptoMem' bet^taiö^iftö^r^ iwt 
tt>{berfle]^;ettbin SSittel. SBenn oaif einer in> einet »ectitelm S»<PN 
liegenbcn fmmmcn Sa^n ein fd^merer Äörjxet IJerabßlllt, unb xotxi^ but^ 
JV bei in ber «faf h^ng bet ^lomfÄte M t^r gw!»e geleiflete SQBibetfianb, 
bur# ^ bie SntenjiMt bet ©^»ere, burc^' ^f(r) bet ion bem wiber^^ 
pel^enben 3RitteI nö^ J ber ^eittgegengefetten SMc^tung bet iebe0ma%« 
JCangente audgefibte 35rutf begeic^net »irb, — woiei Kv) eine gegebene 



j;''j -> 



aon^anUf x^xt tt,ifia^Ut im w. iSj. in Il),:«itt^icfettftt a:{*ode ftiij fofit^/, M«W 
tu^tt abet ba^t^ taf bie^öfly (*) unmitjte|&^« in;tej|ntt' werten .lonnte. ©it müfcH 
dnc<Jumem baf öu« tiefem ©tunbe trenggenommen tieÄufgaöe su ben ing. *'S '^.|? 
be^nteltett ju teftnen ffei;'' •• ^ • ... i' '• 

»»>l^eh. iivr« el«. Ca)^. Uf Na. «»untt^i^. 1^ No, 66. 
*^*) Le^ons sur le Cak. des fonct. L. XXII p. 480. 



1. 49. — 236 — 6dv- nr. 

pofitiDm SBrrt^ rrl^ilt unb mit wi^ft, — nnb »cnn man ^m bcr 
Xribitng an bcr eal^n ab^a^M; fo (iefem bie bi fcbem Sbtfienilid auf 
ben bftoegUd^en Adtper »Meißen itriftc in ber ati^inng ba axe ber 
X, wtU^t mir anc^ l^iet loie in $• f^?" ))ettüal atn>att9 )te^ moOeit, 
bie (Som))onentett 

' weil but<|^ -^ unb T- bie @9flnud ber Sinfet angegeben meiben, wdc^e 

bie Stiftungen ton N unb ^(r) mit bei Sbe bec negativen X etn^ 
f<fine§em ßBenfo l^at man nac|i ber ^ori}ontafen Xi^tnng ber Xjre ber 
T bie 6om)>onenten 

da ' . ' ^ ^ ^ds 

Salier befte|ett^ gemi§ ber UUnnim SutAamenialregel ber £)9namtf, 
bie beiben @Ie{(^ungen 



4= (-^'^+*f)* 



duc dv 

2Benn man bie erfte biefer @Iei(|wnaen- mit 3-; bie g»eite mit »37- mut 

tjplicirt, fo fSat JV bei ber «bbition betber l^erau«, unb mit SRu« flcf^t auf 

da 
bif ^efationen daß -^ (fy^ zzz diß,. 57 ~^ wirb man ^nben 



1 



[^^2 4_ rfz/2T 



ds 



i». ^.. V^v = {ff - &f(j')^)d9 , 

SSÖSre nun bie ©lei^ung ber dum bereite befannt, fo »urbe -y tint 

dx 

gegebene gunetion wn ar fein, nnb man befdje iin ^fMjrii^äBm eine 

S)ifferenHaf9W(i^ung etfler Orbmtttg jwif^en v unb a?. SfRmmt man 

bagegen f(z?) = b. 5. feftten' ffitberflanb an, [0 crgiebt fl^buti^ 3nte^ 

gration fofort v^ = 2g(x — c), »entt nämli^ ju ^ = <?.bie ©efcä^win^ 

bigfeit v = gel^fir^nfoH/ Mnb bief<* i^fcfe befannte/ frfii^r in Sw 27 I) 

bon und benu^te gomtef; r . • 



6a»). IV; — 88Sf — j. 49. 

befiimmen , l&fMt ie)^t batitt^ bal ^^te^^ol 

!,__ iL • 



J » f » 



<22? 



iu tintm SNtthnttm ju tnati^en/ »Al^renb smifd^cny unb r o» Functionen 
t>on X blc Bcblttgnnfl^gWc^ng 

crfiillt fein mxi% 

I) 3nbem mfr nun biefen fitert^i ffit 9 fo mie ben Slu^bnitf 

^* "^^- fttc V in 8, 47,J) einfügen ..unb felbftecFM»*"* «^ a» bie 



r 



©ttOe bed boTt gebrausten iS; olfö -j- m bie SteSe )>on )i< fetten; er^ 
l^alten »irba^ ®9jlem bet jwei ©leii^ungtn 

bad 3(g^t(gat bet M>n' bem ^ntegialiei^eR beftelten Seflanbt^eile bon «TU 
aber beliebt getnfig bet gotmet (4) it» angefübtieit .ipatagta^jb«» aud 

S)ie ®(. (2) ift in Se^iel^unö ouf y 9on bet }weiten , in Seiiel^ung auf 
V unb l i9on bei^ erfien Drbnung^ lift fiS aber unrnftteTbitt integriten 
unb fliebt , - :. 

bie ®f. (3) bafleigen giel^t ft<^ {ufammen in 

unb ijl in Sejicl^unfl auf y unb 1 öou bet erfien Drbnunfl, in Sejie^ 



j. 49. — 288 — ®*. IV. 

^»nfr «mf D <ft«i Wtt 4w nifHteitt, taritCV^-l«)! fem ^Iffttentlal* 

quotienten ji = ^ nur in l)et ' etilen 35imenfion enl^olt: (Saf. 

§. 30 IV). Unter ©ette^artwiig t«i in ii 47 II) fleitflU(|tett Scgd^ 
itung ^flkn mit bal^n gejjenwaitis , 

ÜRott fönnte jefet o^ne oKe ©(^»{«iflfelt fem «u« (SJi jm «ntwitfelnbe» 
Slufibtud ffit X fo »ie bm bw^ SDtffwenHatian otjuWtenbftt Sl««bnttf für 

j, ' ' ' 'dv ' ■ ' 

— in (6) futfHtuiun, unb l^ätte bonn eine ttut v, -^i P,^ ent^altenbe 

mMivtiiii »fl#e. i» 93wWi*imi «it (1) iMt »flHntmuttfl . wn v unb y 
bUnen «ififte. !Do jebo^ bie %i<x fleba^te IDiffwenHalglelc^una , «wf 
«Tort t«4t ffttbeh »Itb, Wttei«wt99 bfe ju ioihtf^ifhbe (än\«4W tePH 

fft tmW^ 8* b?t.öetfH(^, .<«u« (1.) (5) («J| juttäjlfl » ttttb ^ ju 

eltminiten, um »o ntSflli^ «t^je inteflioble ©W^tttt^, ffit 2 ju flewinneH. 
S)ttr^ «Diffttenttatio« bei au8 (h) ffit X j^emig^j^ enben StH gbtng» etfliefet p^ 



obet ■■,*,>■■ ; . 

Snbem »it nun, um ^ierau« ittfti*!! |^ förtjufi^ojfert, bir fcM« (5) 

unb (6);fät' i^w) unb >^'(») 3« et^«t»beR S5&ntfte In «inanbet bi»t* 
biwn, Pnben »it . ^ 

ttufc» biobut* !»f»aw»»beU m, We wwnfle^enbe @M(|una In ' 

dX Cig p ^A <ft>' . 

pbet O/fi:«) Vi +? !?^ + *^'') ^ =.- ::^ 

Imt6 Sujle^uttft »Ott (1) Jtebufitt |l# blefe« (Att ouf 

gdX = — Ci--^ 



<Sap. Pf. — 289 _ ^■•^^: 

toa» mnmt^t eine nimlHtllat intt«taiU ®rd^ttnfl f^. • (S9 for^ baAüd 

(7) ffl^C, + ^ 

P 
toolH C2 dne neue »tllfö^tHt^e 6cnftante Gebeutet. 

©mn »it jeW bkf«n mtä^ 'füt A (n (5) untr (6) dnfu^ren, fo 



^^-(c. + >) -^-0 



^^■^ Cij , ._ , €nf'(t;) i 



«nb tttittelfl bet (SHminfltlort t>i?n ^? wÄti^e j^fetau« bie Derlanjte 35tffe* 
retttialatci^urg gwtf^en y unb a? J^crgufieHcn fein. ©Jefelbe tjl offcnSa« 
»Ott ber xweiten Dtbnung, W§t fl(^, »e« barirt mtip, 'dp, dar^Wl 
fommett; fofort inhfltirm, Ht* jlrtt a? al* gitnctfen Unn ;?. 5ll3bantt 
»fitbe man buf ^ eine jweite Duabwtwr y = Jpdx ebenfoll« old gunction 
i>ott p pnben. 

II) 3«« Sfttöftil^tnnfl ber eben geborten efiminötioii m v i|l*A# 
forbetli^!, ba^ bir gnwction f(ü) in «efHmmtw gf#tm flefltten fei. »Hein 
a«# biefe @(i{^».fertftfeit limtn wlt untit^tn, menn mh un3 jum Siele 
öotfefeen^ bie äariaMen a? unD y, Jeibe i?ur(|i v, anfiatt bu4 JP/ öu^ju* 
brucfen, ©tejfen toU in biefer ?lbji^t bie erjie ber ©lei^^ungen (8), 
nac^betn mx fle mit pdx. = dy multiplicirt unb »eaen v^(l +^2)^ = ^ 
auf bie ©ejlalt 

gebra^it l^abctt, iufammen mit ber «ebinftungöftleic^un^ Cl> ttamtic^ , 

SDei(j»in in biefer beiben ^txäjm^ oti^er ^ unb dv rm bie £)i{fe/ 
tentialien dx, djf^ da ttnb pi^it biefe ffiorinbten. felbfl i^orfommett, 
wSi^renb nberbie« ds mit da? unb dy Dermttteljl ber Ketof (ort (f« = 
v^Crf^2^^y2) gufammen^Ähftty fö lent^kt ein, bap m^i'i^m^ dx aW 
dy bnr^ v unb dt? ouöjubrfitfen ftn ©tanbe fei, 

Ott« (10) rter ' . -, . -^.dtr^ ä (jfiCt^)j& w. dar)« 



S. 4». — 240 — <S9p. IV. 

alf btti^ ®tAiraction 

d vdv 
i.f). dy = -j 

^ V-[(C2fW + '-y - C,^(l - f(r)2)] 

»olbei ed ni^t ttttl^ig »ar, bad Sorieid^en ± )>or)ttfet<n, toeit C^ eint 
t^orlinfifi nr(|^ unBeßimmte Sonßantr ifl« gcmer/ inbem man auf 
(9) unb (10) efo eliminirt, txf)&h man 

C^ r vdv 

(11) y= -f ' 



' 



^ ' ^[(C^fCr) + i)a. - Ci3(i - f(*)»)] 

j&ieibut^ ifl ba^ fproBIem auf Duabraturen jutficfjcfiil^rt. e^ 
fitne na(|y bereu '$(udf u^ntng , um eiue ©lel^ung swif^en y unb or gn 
etl^alten^ noc!^ auf bie (Sliminaticn \>on v an. dla^1)tt toaxt t>enndg( 
(7) an^ X but(|^ x audgebrücft, mfil^renb bie Stbl^ängigfeit {mifc^en v 
unb ar bur(|> (12) an^t^tUn »irb. 

III) S)a man in (11) unb (12) noc^ {»ei 3tttearationdh>nßont(n 

anjufftgen ^^ai, fo flnb im ®anitn, übereiuftimmenb mit bem oben für 

2k + ^^ gefimbenen ^a}fixotx\^t, s>iet h)iflfüMi<^e 6onf)anten in unfere 

9{e4)nung eingetreten. (Sine berfelben mirb babur(i^ gu befHmmen fein, 

. baf vsMf wx in (4) ben Söefffeienten t)on (fV| ^vm S9erf4^mitiben ju 

irinflen, iU = fejjen. 3wf»Ifl« (7) ßieW bieö bie ©ebingung 

(18) C2 + ^ = 

Se^en mir nun )>oroud, bie Slnfangdgef(^n)iubigfeit bed faOenben Stiti^tti 
»4re gegeben, entweber ^?„ = 0^ ober angemejnet a\9 ^uncih^n ber (Soor* 
binaten beö anfang«i)unft« A^ etwa v^ = r(a, ß), fo iji äv^==% 
unb bad mit biefem ll!}ariation9<|Uotienten bel^aftete @Iieb • fAIIt au^ (4) 



Cap. IV. — 241 — j. 49, 

»eg, oier mtttelfl bca öeflcfeenctt SBertl^« öon r„ murine eine jwcite Son^ 
flaute ju icjHmmen fein. 3n8iefonberc wirb man für v« = aul @l. 

(1 + Va^f(0)r ,=f =1 = C,v, = 

bcn €^I«f jtf l^en, bof !>« = fein tttfi§c, »dl ber Joctot 1 + A«t;„^f(t;„) 
fic6 nt(^t onf 91M rcbnclrt. e« wirb gwar «nter b(efen UmfWnbcn A„ 
itttenWi^, «nein baö ^robntt ^A„v„f(t;J '«W^ «*«^« enbH(f>en pofiti^en 
SDertl^^ benn t6 ift Detmige (7) 

"" \ dx 

ober wenn man ben onö (11) nnb (12) für -==;t- fliegenben SBertl^ 

einfefet, 

v^[(C^t;f(t;) + 1)2 -- C| V(l ~> f(t;)2)3 
"•" 1 — f(t;)2 

unb ][){erau^ ergiebt f!(^ für bie Smial^me t;„ = fogfeic^^ 

r3 1 - ^ + f(0) _ 1 

gi^a - 1-^17^0)2 - 1 - icuj 

ober enblt^ , tnfofcrn e« bcr Sebeutung s?on f(i;) gemdg geforbert ~ »irb 
f(0) = anjunci^men, 

3WT anfang«gef*tt)tnbigWt t;„ — ge]&6rt alfo p^ = 0, b. 1^. bfe 
iHangente ber gefugten 6ur»e am »nfangdpunft A läuft 
$>ertifat abto&rt^. 

SaSoKte maix bagegeu über v„ n{^t^ fejifefeen, alfo bic Stufgabe in 
beut Sinne fagcn, baf ni^t aUein bte 6urj)e y=f(x), fonbern juglefd^ 
baö »on v^ abhängige v = f(^) fo ju befHmmen »are , baß bie gaU^ef t 
ein SWtnimum »erbe; fo mügte man in (4) au^ [At;]„ = fe^en, affo 

ffK = C, + ^ = 

JDtefe« J)on (13) fubtra^irt liefert G\{- — t) = ^ b. 1^. Ci=0, ba 

für eine ftummlmige SSa^n ni(^i i?^ =j?„ fein lann. S)ur^ C| = 

16 



|. 50. — 242 — €hp. fV. 

C 

rebucftt ^d) aUi X auf bJc ßonflante — ^ t& miigte alfo »ejen A. = 

au^ €2 = fein, unb bic crftc brr ©feid^ungen (8) jeiflte tog batrn 

für ieben fpuiitt bet gefuc^ten €um ~=sO, t;=500 fri«^ mithin au(^ 

t^^ = oo anffitotnmen nxtben mugte, »te ficb im Sctaud emarten Itef. 
IRflctbritt tmn bur* A^ = imb v^ == rc«; /?) jmci IBcftimnuind^' 

glei4)imgen für bte etwil^nten »iet Sntearati^ttdconfianten fe^gefteOt ({nb, 
fo »erben attd^ ble Beiben ölbrigen iefiimmt fein, »enn bte ®tan|)>ttttfte 
A. unb B fleöeien flnb. ffidte cBer nur ber fpunft k[x = a, y =ß\ 
flegeBen, unb B ixi ber ^orijontaBinie KB (Pig. 8) )u fucl^eu, fp l^iilAt 
man no(|> ber ®rdn§glri^ung 



fö+''«:«')^]r» 



®enilge ju leifien. 3)iefe ip Aber »egett (5) gleic^bebeuteub mit bei 
goiberung C^ =0/ unb baburc^ rebucirt fl4> ®t (11) auf y = 0, b. ^. 
bie flefu(3^te gurte ifl bie bur^ A gu glel^enbe SSertifal* 
liuie, gcrabe wie im analogen galle %. 27 III). 

§. SO* 

Sir legen un9 ie^ bie folgenbe etmad )^ermide(tere , fiirigend aü* 
gemeine JiufgoBe »or: 

ÜJlan fragt na^ einer foI(f)en gunction y=/(a-), burtfi »elc^c 

Ü =B I ^dx in einem ÜRajcimum ober aRinimum qitma^t mixh, meUi 

wie (idl^er 

(1) y = ¥(Z; a^,y,P, ?,...) 

gegebett, »otel alber Z fclb^ wicber tin unbeflimmte^ Sntegral i>on ber* 
feiten dttgemHAen gorm wie Ü; nämlid^ 

(2) Z = JJ(x, y.P; q,..,)cb: 

fein f oÄ , bejjen SfufangSwertl^ (für a: = a) Jebo^ al« gegeben twmttf^ 
jufe^en ift. 

@o fottttte, um bie ©ö(^e an einem geometrifd^en ®eif}>iele Hat 
IM Ino^^, ttmtt ^ine feiere @urt>e t^eilangt n^erben.; baf metm man ^tt 
oott bem ®ransi)unfte A an »a^^fcnben Sogen AM rectificirt unb in ben 
Cnbpunttett P ber ingd^Stigen «bfciffen fenfrec^t jur Kbfdifemttt a«f' 



«cip. IT. — 243 — 5. 50. 

trägt, alfo {U Otbinaten einer ^weiten (Surt>e tnac^f, bie t)on biefer leiteten 
imb ben ©rfinjotbinaten HA^ iCB nd>^ ber ©trede HC ber SCbfciffen^ 
axc umf4)Iopene %iq}it ben miffid^ Reinften ^nf^alt (efi^e. 

J&ter tfi Dffeniar 'IJ= izdx, botet fllebt Z= j ^(1 -fp^)^ 

Ja Ja 

ben Sogen AM on. S)et Srnfangamertl^ S)0li Z ifl in biefem Seifpiete 
fflnU, in anbem giOen Unnte er ald Function )>on a ober ott(^ »ofll 
bux^ einen Sludbrud t>on bet gottn 

(3) Z^ = g(a; y^, />a^ ••) 

gegeben fein. S8ir »oKen benfelben ütt^aupt im^ Z^ Beieic^nen, fo 

ba§ bie @L (2) genauer bur^ Z = Z„ -[- | /.da? »orjnfieDen »fire. 



I) 3!llan erlennt nun aber auf ben etfien 9Iid bie grofie 93er^ 
»anbtf^aft jwifAen ben l^terl^er gel^örfgen Kufgaben unb ben in §. 45 
III) resp. 8. 47 bel^anbelten, ba unfer jefeige« Z wie fcaö bort t)or« 
f omtnenbe « eine Function t>on o: DorfteKt , mel(|ie . t^dllig befiimmt tocire, 
fobalb man bie Cefc^affenJ^eit ber gefuc^ten guncfion y=f(^x) bereit« 
ermittelt :^fitte. S)e3^alb wirb bie bort entwidefte SKefll^obe auc|^ l^ier mit 
geringer äSobififation anmenbbar fein, ^xoax toat bamol« bie Slbl^ängig.- 
feit x»if^en z unb y entweber burdS^ eine enblid^e @lei4>ung @ix, y,z) = 
ober an6) burt^ eine, ©ifferentialgleif^ung 

r dy dhf dz^ d?% ^ 

^y^' ^' di' d^''' ^' 'dß' d7^''")~ 

gegeben, »S^renb man gegenmfirtig für Z ben unbequemcien Sntegral*» 
ouabrud (2) ^at. SUIein biefe ©*mierig!eit lägt jlc^ bur^ ben einfa^^en 
Jtuttjlgriff befeitigen, fcag man bie ©leicbung (2) bifferentiirt, alfo bie 
ab^ffingigfeit i»if4)en Z unb y bur(|^ bie @leid^ung 

^ gf dy d?y \ f. 

au«fl)ri(|t. abbiren »ir ba^er ju V bie ®r5ße l{^^ — /) »obel X bie 
in %. 47 I) befi^roii^ene Sefd^affenl^eit l^faben foH', fo eri^aHw »ir 



U-HF-V 



dx 

V a 

uhb j^ieiatt« 



16 
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9hm i^ abtx 



,,, dF f„ I dF , I dF , , 



• m 



• m 



ballet 

2)a ^ eine ganj iefHmmte unb flegctene Jww^^Wow ^^« ar öotfleBt, tit 

fo fern man [lä) ble nnbefannte gnnction y=zf{x) f4)on afö gefunbcn 
bcnft, fo {ann x^^w bie unlbejHmmt geladene S^^^^'^^ ^ f^ n>&l^(en^ ba^ 

(*^ dZ-dS = ^ 

wirb, gerncr überfeine man nicbt, bag ^^^ ber Jötberung brr SlufgaBe 
entweber tf^Z„ = Ö, ^»Z^ =0; . .. ijl, wenn nömHc^ Z„ ffir alle 
öarHrcnben ßuröen benfelben SSBert^ beflfcen foü, — • ober bap m(v\, »enn 
Z^ in ber bur^ (3) angejeigten SBeife gegeben »äre, fofort S"Z^ bur(^ 
JVa; SPaf'*' anöjnbrurfen unb bie fo entfiel^enben ©lieber mit ben 
gleicf)artigen in (9) ju vereinigen l^itte. 

6nbli4i bebente man, ba§ in (6) bie $^unction l nur bur^ eine 
2:ifferentialglei^ung ber erjJen Drbnung gegeben i|l, ba^ alfo Mdi^ beren 
Integration vx X lebenfaQd eine unbefUtnmte Sonftante entsaften feilt 
würbe, unb lege biefer oyx^ ben in S* 47 II) oudeinanber gefetzten 
@runben tintxx folc^en SBertl^ bei, ba§ 
(7) A^ = 

fei. S)ur^ (6) unb (7) tjt bann l t)oDfMnbig bejHmmt. 2)a^ bx (5) 
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no^ d&rig ^Mlthtnt integral; n&mll^ 

f (öy(F - i/) (Ty + 8p(P - X/) <fi> + ö,(F -- i/) i'q + . .)^ 
ful^tt nai) bet Brannten Umformung gut J^anptqltU^mi 
(8) (öyF - Ady/) - ^ OpF -- A8p/) + . . = 

mtb in Seireff ber Srinjtejlimmungen f^at man au^ (5), menn jur KBturiung 
(»pF - A8p/) - ^0,F - i8^) + . . = N 

Cd^V^XQj) = P 

n. f. ». 

^efe^t toirb, bie ®ltU^mi 

C9) - N,(f y„ ^ P„ J>, - • . i 

S^ermittelfi ber Differentialgleichungen (4) (6) (8) finb nun y, Z, X aU 

Functionen )>on x ju befiimmen. 

II) Sir woOen biefed SSerfal^ren fofort auf bie am (Eingänge biefed 
%. beif))iefömeife gebaute 9(ufgabe anwenben, bie iebo^ ne^ etwa9 aOge^ 
meiner fo gefaft »erben lann: 

@d fon U = I Z^dx jtt einem ÜRinimum gema(!^t merben, mil^renb 

Z = j ntCI +i>*)da? ifl unb n eine pojitiöe ßaf^i > 1 Bebeutet. — 3n 

biefer «ufgabe iji alfo Z^ = 0. 

£)ie <9(ei(^ungen (6) unb (8) nel^men bie ®e{lalt an 

nZ-i-^ = i-rf -i= = o 

oo? dir JiZjTp« 

3)a^ integral biefer festem tfi 

(10) ^p^,3 = Const. = ^ 

unb ^ieraua fliegt 

|> dir jp^v^(l +p^) 

alfp (11) „Z- 4-^-^-^=0 

5)ur(^ ÜKulti|)Kcation mit dZ = \r(l -j-;?^)dir Wnnte man l^lerau« 
folgenbe SifferentlalQl^i^un^ 
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inntxf)ali U9 SntcgtoHondintet&aOd continutrCld^e Function Den x Dor^ 



Z = Z„ + I /(ar, y, /), 2, . Orfor 



iß. SRan Hnnte aldbann bie Sled^nung au«^ auf folgenbem SSege burc^^ 
jiifAii^en detfml^eti.. @^ fei 

JXdx = %iAjc) + Const 
f9 l^ot man burc^^ |>artieSe9 Sntegrirrn 

JJZdx = Zt^Ca?) — JtfK^yiZ 
olfo inb<m man bt€fe6 aDgemeine integral innerl^alb ber Oiinjen x = a 

tig ar = 5 nimmt unb bemerft, bag dZ = ^.dx, Z^ = Z„+ 1 /^ 
fein fott, 

f XZrfar = Z^(iK?) — VC«)) + V'C?) f /^ - f tpCx^fdx 

J « J a J a 

alfo , 

(15) ü = Z„(tK?) - 1^«)) + f Fl dr + j CV(?) - tfKa!))fdx 

Ja Ja 

jQifxmi tofitbe nun folgen 

SV = itpa) - V<a)XZ„ + f (9,Fj «Ty + d^iS'p-{ )(ic 

ff 

J o 

üRan mirb j[ebo4^ leicht gemal^r werben, ba^ biefe {$orme( mit ber in (5) 
aufgefteHten allgemeinen genau ubereinfMjnmt , fobatb man nur, mie ed 
ben geflenwartigen Umfianben tnVipii^t, bafelbfl 8yF; 8pF,... mit 
dyi\, 9pFi,... Dertauf4)t unb für X ben auö ber ®L (6) mit Siü^ 
P^t auf (7) ]^erJ>orgel^enben au^brucf 

A = JXdx = V(^) - v(?) = - (V'C?) - V'(^)) 
einfefet. 

?(nmerfung. 2)ie l^ler bcf|)ro(3^ene aufgäbe mürbe natiirli(|i eine 

fel^r öerfd^iebene gewefen fein, mnn Z ni^t ba3 Don x = a bi^ x=x 

öudgebel^nte, fonbent bad {mlf^en ben ixotl beftimmten ©ränjen a unb S 

genommene ^ittegral t)on J,dx DorfieOen foDte. ITenn in blefem gale 

mürbe fl^ Z bei ber Integration s>on XZcte aU ein conflanter Factor 

Deri^alteU; man mürbe alfo, menn man {ur Slbfätjung bie gegebene @r$pe 

iXdx bur^ a 5>orfteIIt, ben SBertl^ 
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j XZdx = ZlXdx = aZ = al fdx 

Ja Ja Ja 

in ü = I \dx = I (XZ -f- F|)Är cinjufcfcett ^aUn irnb baburc^ 

Ja Ja 

U = ( (a/4- Fi)da: unb (Tu = j (00^/+ dF^dx 

Ja Ja 

tx^alUn f toü^ auf bte QmSffnll^t äOetfe of^ue ®(i^wtei-{g!eit iDeiter gv 
ieH^anbcItt fein »firbe. 

§. 31- 

2)ie in §. 47 au^einanber gefegte üJJct^obc wirb, wie wir fc^ticgli^ 
ju Bemerfcn f^aitn, au^ no* im JXuflöfuHg einer anberen 3(rt öon 2(uf* 
gaben ouöretc^eii, bereit Sejtel^ung ju ben Bidl^er bel^onbeltcn bei bem 
crpen Slnbltd öieHeit^t üierfel^ett werben Bunte. @^ fei ndmllcl^ bie^* 
jeniqe ®r5ge, beren SWaximum ober SJlinimum gefwnben werben foll, wie 

biö^ei: bad Snteflral ü= 1 Vdx, batet fei aier nii)t V unmittelbar ge^ 

gefcen, fonbern nur eine ©leitfiung »on ber gorm 

llj t^^^J vaar, *' rfa- ' da;2' • • ^' V' dx' dx*' ' ) " 

obet, im no($ cont))Iictttemi galle 

(2) </T^,.,g,...,„|,g,..„£,..)=0 

»orin J^dx ba^ Wd a? = a: genommette S^tegral l>orfieIIt, beffen ?ln^ 
fanflöwertl^ f iir x = a entweber SluD fein ober avi6) , je na(^ ber ?latur 
ber aufgäbe, aW ein au^ a, y^, p„; . . . z^, . . geiilbeter auSbrud ge^ 
geten fein ntöge. 

3!^an iebient ft(^> wol^I ju einer {urjen (Sl^arafterifiit biefer art oon 
aufgaben beö auÄrud^: 63 folle bad 2Kajrimum ober 3Äini^ 
mum einer Sntegralfunction ü gefunben werben, wel^e 
bttr(|^ eine 3)ifferentialgtei(^ung 

©f ü ^ ^ X V ^ ^ s ^ 1 = 

t)erwi(feU gegeben ifi, — unb in biefer gapung mag baö jproWem 
»Ott ben Wö^er bel^anbelten aUerbing^ wefentti^ tjerf^ieben erf (feinen. ♦) 

*) ÜBgl. Dirksen aiialyt. Darstellung^ der Var.-Heclm. p. 143. ()(. 54)f. 
JDf^nv ee^re oom %x^iuxi unb Jt(ein|!en p. 311. 
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S)enft man ^ä) balti y Vin^ z bereite a(9 befilmmti guncUonen i^on x, 

fo »fltben, »cnn -7-7 bcr f|jd^|ie I)tfferfntiaIquotient öon ü in ber t>or^ 

fleiejten ©feic^ung ift, bur<!^ bereu Sntegration v wiHföl^tn^e (Sonftanten 
tn U eingei^en; bie Statur bet l^ierl^er gel^drenben ^fgaBen »tcb jeboA 
gefiatten biefe ^ntegra^ttondccnfianten baburci^ 2^ beflimme)) ^ ba( au§er 

ü„ au(^ bie anfanflöwert^e \j^^j [_d^\ [i^]/''^^ ^''''^^' 

fc^rieicne ©röge l^aten foDen. 

I) S&it nel^men {uni^jl ait^ d iefl^e bie einfachere gönn (1). 

®e^en »ir al^bann 

J^Yd^F = w 

fo »irb ü = w^ — i4„ ; iioo^et wir ber eben flema(3^ten Semerfunj gu 

golfle w„ aW gegeten anjnfelj^ett l^akn, gern«? wirb V = ^^ ^ = ^— ^, 
u. j. w. SCal^er Mnnen »ir bie ®I. (1) oorfieHen bur^ 

unb bie SCjtfgabc BcjleH^t ie^t barin, baö Sntegrof ü =3^ ( ^c?ar ju eineiig 




SOtajrimum ober SDtinimum ju mad^en, ma^renb jmifc^n ^ unb j( atö 
Functionen i)on a? bie SSebhtgungöqleid^ung (3) befleißen foj. J&ierbutöt> 
ijt bo^ fpioMent auf bad tu §. 47 BeH^anbette jururfgefiil&rt. SKan faßt 
nur^ um ^dUige UebereinfUtnmung jn erreichen ^ ba^ boid: iM^rfomntenbe 

Vc?:c (14^ auf ben einfachen ?lu3bru(f -j-dx rebuciren, unb fefee in ber 

SSebinflunflöglet^unfl (1) {^t\it 220) fo »ie in ben »eiteren 5R»c6nunge» 
an bie @tefie i>on % unb y bie gegenwärtig gefüllten Suncüouen u unb 

y^ entweber fo, bap u bem bort jjorlommenben Zy - bem Jl, u. f. ». 

entf))ri^t, ober nad[) belieben au^ umgäe)^tt fO/ bafi y ba4 tert t^or^ 
lontntenbe X; olfo u ba$ 3^ t>^rtrete. SDtan er|Ait fomit eit) @9ftem s>on 
brei ©leid^un^en für bie brei Functionen Uj y, l\ unb infofem eö nii^t 
fow|I auf bie Sered&mmg N Sßertl^« s>on ü, aW a^f bie ^eftalt ber 
%Hi^yxn^ y^^fi^ß) anl^mwtf l«»« W<*n P<^ l>ieRf{($t ber Stftimmung 

Von V=5-7- unb von u gfli% entfci^Iage». 
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II) ^ bem com)>Iiciftrreu ^aUt, ia^ üt au$tt x, tt^ y not^ 
ttne anbete }u it^lmmtnbt %miäxon % nti^ tl^ren 2)ifferent{a(<ptotienten 
t>i>rtäme, würbe man natMc^^ bad ®9ßem ber elen gebadeten bm ®(et> 
i^ungen no^ um fotgenj^e t)ie¥te betmel^ren: 

toie tnan leb^t avA %. 45 I) iix iBetlitibung mit S. 47 erfennen nyfa^. 

III) SUö Sctfpfef Weite imö bie J^ß« "^cft beqenigett 6um 
AB^ Mng^ mXi^tt ^evalbfallenb ein t>on bp: ©(^»etfraft befc^leunigtet 
aBer öon einem »ibetpel^enben SKittel in feiner Seweflung aufflcl^oltetter 
Stixptt mit bet flrfljten ©nbgefi^wlnbigfeit im ®r5nj})unfte B anfangt. 

©ejen wir aö felbftöerfWnbH^i öorau«, bag bie gefu(|te Suröe 
txm e^ne fein mufie^ unb bebienen und genau ber in $. 49 ge(rau(|iten 
Sejei^nung, jtel^en aud^ wie bort bie «jce ber X öertifal abwdrtö; fo 
l^aben wir ffir bie ®ef(^winbigfelt b^d faOenben Stix^tx^ in iebem ^mtftf 
feiner Sal^n bie S)ifferentialgleic^ung 

SDiejenigc ©rSfle, wel^e ein SIKajrtmum werben f off , ifl bfe @nbgc[(^win^ 
bigfeit ' v^. (S^ würbe ein große« SWi^JjerjWribni« fein , wenn man bie 

Slufgabe fo auffaßte, baß für jebe Beliebige atfcijfe :r<J bie (Scfc^win* 
bigfeit v auf ber fraglichen @ur0e großer fein foQe, ald für baffelbe x 
auf einer ijariirenben Stac^barcuröe. SÖoßte man biefm ®inn unterlegen, 
fo würbe freilid^ bie Aufgabe ni^t l^ierber, fonbern ju ben in §. 22 be^ 
l^anbeltcn gu rennen fein, inbem man nur ben bort mit ü begeid^neten 
Sludbrud auf bie eingige S^ariabte % }u rebuciren, aUbann an bie ©teile 

t)0n » unb if unfer ^ejjenw&rtigeö v unb -j- ju feien unb bie ^ebiiw 

gungggleid^ung = mit (4) jufammenfafffn ju laßen Jtau^te. Uffein 
man wirb ft^ leid^ ületjeugen, baß auf Mefe Sdfe eetne 3lufiafung 
möglid^ fei. 3n ber 3:]^at, unfere gefugte (£utt>e bet gi^ßtett @nb^ 
gefc^winbigfeit wirb ivx ©tanbe fein für ben ©rfinji^unft B [a? = J] 
einen großem 38ert^ \>m v. )u liefern, aU irgenb eine 9lad^barcur)>e 
AMiB, ol^ne baf im beliebigen fpunfte M [a<a?<?J bie ®ef*winbigWt 
V fortwil^renb grö^r aU ba« für baffelbe x m^ ber ®Ieidbung ber 
sjariirenben (Surtje bereci^ncte v + p^v ju fein brauste. (9}gl. §. 23 I). 
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i^iettn Ufttf^t btt tDefentli^e Unteifd^ieb smifcten jennt ^oHemett M 
itoüttn Saptteld unb bm gegenw&rtig ittta^Mctu 

IV) 3nbem wir nun unter ber SSorau^fe^unö, bafi v^ eine ge gcBene 
®r5fe fein foüe, in ber oBijen aUitmtintn ©ntwldelung (»^ — t?^) on 

bie ©teile öon ü= 1 Ndx, alfo z? an bfe ©teile t>on w fe^en, unb im 

Uelbrigen und an bie ertlirte äSorfd^rift l^alten, ergiebt fic^ und für bie 
in 8. 47 1) bur(^ Y + i0 öorgeftellte @x6^t ber auöbtud 

unb bie Gleichungen (2) (3) bed angeful^rten ^aragra^^l^en nt^mtn bie 
©efialt an 



= a 



b. ^. (5) Xgfiv) =f= = C, 

(6) t;g- ;^f 'W v^P = 0. 

S^iefe jwei ©leic^unöen flnb ben in §. 49 mit (5) unb (6) bejeii^neten 
flanj äl^nlici^^ nur ttxoa^ einfa(|er, unb fönnen na^ bem bort anitrvtn^ 
beten Serfal^ren leitet integrirt »erben. 3Jlatt wirb junfit^p ben fflertl^ 

(7) ff^ = C, + ^ 

»icber Pnben. ©efct man jur aMurjung C2 = aC^ , fo »irb bie %i>u 
berung ^^ = jur {Relation 

füj^ren, »elti^e afö Sepimmunflögleid^ung für a anjufel^en ijt, wfil^renb 
C^ burci^ bie gorberung, ba^ v^ einen oorgefc^rietenen SQSertl^ erhalte, 
f^Iie^li^ bef^immt merben mäfite. 

®enau auf bemfelben Sege, ben »ir in %. 49 II) tjerfolgt l^aben, 

wirb ntan bann weiter ju ben gormein 

, 1 vdv 

dy = 



gelangen. 
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§• 82. 

Siö f)xtx^tt ift im öeflenwfirHgett (iapittl fowo^I aU im t>Dr]^er* 
^t^mbtn uorau^flefefet »orben, bag ber bem Sntegrafe ü gu ©runbc 
Keflcnbe ?Cu^brw(f V außer a: imb CDnjtattten ®ti^tn nur ble ijarürenben 
Functionen y, p, j,... resp. ä^ p, q,... unb ni^t etwa au(b etnifle 

ber ©tänjmertl^e y^, l/a^ P^ ^p »«; f|;--- txpMt entl^afte. 2)a 

iebo4> btefeö festere SSerl^alten mirflic^ öorfommen fann^ fo bag V ein 
SCuÄrud t>on berfelBen gotm mte bad in J. 19 nnterfud^te ü ifl^ fo 
mitten xolt, um nnfem ©egenftanb mit bet ju wfinfcf^enben SoflfWnbia* 
feit abiul^anbeln , au^ neä) auf fol^e gdlle einen ©lief werfen. 

I) 3w b^^w ?i^fl9i^e8ate 
8yVrfy + ÖpVJp + ÖqVrfg' + • • • + a^YJÄ -{- a^Vdp + • • . 

welche« iiö^er bie Variation rfV bifbete, treten je^t no(^ Sefiaubtl^eire 
t)on ber gorm 

(9gl. S. 1 9) unb USi)atb »itb bic SSatiatton dV Hvnt^xt um bie ^ntegtale 

(*^ 5:7/^^''^' Wj^"^""' d^/V^' "• ^ »• 



J)iefe neuen SePonbt]§>ei!e jlnb alfo ben frül^erl^in etitwidelten gomteln 
für Jü ju abbiren. (S5 s>erfte|it j!(^ j)on feftfi, ba§ ber l^ier juerft öon 

I dV 

un0 ^ingef^riebene Sejtaubtl^cil 1 -^-Sy^ nur bann eriftirt, wenn 



erjten« in V bie ®ronjoibinate y^ wirlK^ ejc})Hcit öorfommt, unb xotxoi, 

jweitenS y^ afö J)ar{irenbe @r6ge gebaut »erben, alfo nid^t etwa ffir 

aQe \\\ 9etra(^tun0 gu giel^euben i^ariirenben 6ur{>en einerlei SBertl^ \u 
fifeeu foH. Siiefctte grinneiunj jitt in SSetreff aller übrigen \vi, (1) gu^r 
fammenöejieHten ©lieber. 2)a nun aber bie Variationen dy., dy , 

dp^,..> iz^, i\, rfp^; « . . Wttc wäljfrenb be0 continuirli^en SBadj^fend 

Don X ^6^ änbernbe @r5f en flnb, fo lagen fle fl^ xoit conjiante gactoren 
au§erl^alb bed ^ntegralgeii^ena fe^en. $lu$ biefent @runbe wirb man bie 
Sntegtallen (1) na^ ber JReil^e mit benj[eniften ©efiaubtl^eilen tjon rfü 
einjeln {ufammenfapen , welche wir bid^er fiewöl^nli^ bur^ 
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mqt^tUt ^aUn (§• 38, g. 43 IV unb §, 45 I). 

SSI^renb cX^ W f^enannten ^aupt^Mä^m^tn ^mt auf biefetbe 
ffletfc »le frül^et ju Wftnt pnb, Mit flegertwfirttg nur 

Tif^-l^ I ^ — dx^St/^ Ott bie ©teile ^i>n N^Jy^ 



a 



-(^"^J^'^)*'^" " 



f' tf 



if — ^a^Va 



a 
tt. f. t». 







a 



""(''«"" \d:z/^^^''- " " " " ~"^^'* 



u* f. ». • 



©et bet Seret^ttung bet 3«teflrafe ( -^ — rfa?^ j ^^-dx jcbetl^at 



rfV 

ten p^ ttötutl^ We barin wpHctt wrfomntettfeen ®t5fett y^, y^, p^, ... 
^V *«' P|'"- '^**^*'^^ l^^^ SBettl^e nt»^ unBefanttt finb, toie gon^ante. 
Unb fobalb bie gunctlonen y:=zf{aO, P^=fX^^; ?=/"(^)--- resp. 
szz:f(a:); pz=:f'(ar),... bur^ Sutefltation ber «^auptölet^unp (resp. 

rfV dV 
^aiiptjlei^jwwflen) gefurtbcn «nb in -^ — , -j — ; k. eingefc<jt »otben flnb, 

pl)t bet $!ludf Al^tun^ bet gebac^ten Duäbtaturen lein J^inbetntd entgegen. 

ü) Um baö Sietfal^ten an einem etntä(|ett Celf<)ie(e ju erfdutern, 
»ollen tt)lt annehmen, t9 folte ba8 3ttteötal 



«/ 





ein SRinimum metben, nntet bet nfil^eten IBtbingung; baf bie ^ui^k 
gunrilon yz=if(jc) \ixx xznO ben SBettl^ yo^^ icjijjen «nb bäf fo^- 
mol^I ffit fie fefbfl ofö fftt alle mit ii^t in SSetgleid^ ju jie^ettben t^oriU 
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ttni^ %m^ntii ha9 jmffi^n bim (StiM^en rr = o Bi« :r :=r i ge^ 

nommcnc Sittcgtal [ -^^ cto = j ^da^ itn SBertl^ Jl zz: — l ehalte. 

3tt un\txtx gewSl^nUt^cn IBejetci^ttUttg auögebritrft tft Meömal a = 0, 
J=l; y^ = yo = l^ y^ = yi «<«« 8^«#te «wb mit j^ öanitenbe 



U = [\dx = I f^p^dx 
Jo Jo 







uttb »tr l^abeu alfo ju golgc $. 39 II) ein atfofutcö ÜJlinimum s>ott 



-)d2r 



jtt fu4>ett. il&ierju gcl^ßrt bte SBariotion 



J V 

ober na^ ber iefoimten Umfoanrnig Don J'pSpdx in pdy — Jdpäy 
unb Hnter Seac^tung, bafi ber ju ar=:0 gefiönge aBertl^ Don y gt^ 
geJten ip, baß alf^ tfyo = Ö f^'« f®'''/ 



(2) 






S)a]^et iß bte $au))tglei^ung 

(3) --J = 

^ ^ Vi d£ 

berert erjlea tinb gweiteö 3tttegtal man fofort flnben lann, nämlid^ 

Slun gcl^äten jitf ownwtt a: = 0^ y = 1^ b. 1^. ed mitf fein 1^X4^ = ^^ ( i _ ß) 
unb bäbtt¥4» i^manbett fk^ bie t^orangd^enbe ©leic^uiig in 

Sil biefer ©lei^jung treten brei unbefHünnte (Si?njlanten A, X., y^ auf. 
3ur Se^mmuftg ber beiben erfien liegeft bie )n)ei Oebingungen ^or, 
erfiend baß ivA inlterl^alb ber ©rinjen ^zr = bi$ rr = 1 genommene 
^ttiegcdl .Jfdx i^ 28trtl^ ^ y^ ftialkm ^oU,, ^ittni b«ß ber (Soeffi' 
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cient tnn iy^ in (2) gM^ 9liia fein vm^. 9lud (4) flnbft man für 

böd ollgemeinc Sntegral Jydx ben auöbrucf 

Salier i{l bte erßgeba^te Sebingung 

bte anbete Sebingung aber ifl 

C6) =/>! + -^2^1 =-C* -- -^) + A = A(2 _4) 

^ -^ yi^ yi yi yi 

^leTju tritt nun bfe aw^ (4) für a: = 1 ju geminncnbe aiefation 
(7) yi = 1+^^(1 -2.4) 

;i 

Um (6) gu befriebtflen lann man nt^t tixoa — = fe^en, »eil fonfi bic 

Vi 

©lei^ttttg (4) fl^ ouf y = 1 = y^ rebuclren iinb ber gorbenrng 

1 



y^^_ 



I l-dx = — i xdä^i ©enfige Jeifiett würbe. 5)a]^et wuf ^ = 2 fdu. 

J 

S)ahtr(^ gießen ^ä) bie beiben übrigen Sebingungdgfeic^nngen (5) unb 
(7) fufammen in 

5A , 3A 

2 6 2' 

tDoraud — = - , 2^1 = — - folgt, ©e^en »ir biefe SBert^e 
^. . « . ^2 2 A 6 

(8) ^ = 2, ^=-^9, , yi = -7. -=^ 

in ®I. (4) ein, fo wirb beflnitiö 

/O^ y=l+K^^-4ar) ober att(^ (^r — 2)2 = Ky + f) 

III) 3ur ®ntf(i^eibung, ob ber l^ier für y gefunbene aiidbrutf »irfc 
Ii<$ ein SDlinimum Don Ü liefere , ober ein ÜRaximum obe? and^ feinet 
Don beiben, tooOen wir Don bem Dariirten SBeri^e 

J 

au^gel^en. 3)ie (Sntwiäelung ber \Xi ^arenil^efe gefd^Iofenen ^'mcm fü^rt (u 
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J 



4- 



J 





SDtittelji i^attieDcr Integration txf^ilt man aUx, 

JpFp dx =pry — Jdpry 

^tnb — {--^Fyxrydx = - -^x ry + Z^lxrp dx 
ba^et ^a(en n^ir 

J 
J 

3){e teiben erjlen ©Heber tiefe« au^brucf« tjetf^iminben wegen (3) unb 
(6)j bem lefeten Sntegrale aber Wnnen »ir bie ©ejialt geben 



FTP" + '^Y^FWV, + ^T'^yi'l«^ - -2#-J /'^ 








= 2J C^'P + V^^O ^ ~ 6y7^* 



®e<jcn »ir l^terln bie bei (8) fefiflefleHten SBettl^e für X unb y^ , »oburc^ 
— 5-= — 3 wirb, fo »ie ffir Jydx feinen ®ert]^ — yi; fo wirb enblicfi 

(10) /^ü = 1/^,2 + t r^^^ _ ^xryi^da 

J&terott« f^Hepen »ir, bo§ Ü mirfti^ ein 2W in im um fei, baß alfo 
au(^ bad Sntegral ü= | {p^dx, xomn mm p m^ ®\. (9) wmxai, 

17 
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einen fleinem fflertl^ Üq et^4It, aW wenn ntan fflt y itflenb eine »on 

(9) ntel^r ober »enlger aBoei^enbe, ubriöen^ bet gorberung j ydx = — y^ 

genfiflenbe gunction anne^^nten »oute. Dad gebaute SDWnimum fclbfi ift 
ü^==^} bttt^ (10) »itb aber ittfllef«^ be« ju Mefem Uo l^ingufommenbc 
3w»)a(^« anjejeben, infofcrn m^ix nur für f^y eine folt^e guncHon öon 
rr xo&^t, beten nunterifAer SBertl^ tnnerljiatt be« Sntegratiottdinteröato 
ffintei^^enb flein bleibt unb fAr or = uerfc^minbet, unb »elc^e außerbem 

fo bef (Raffen ijl, bag j Fyix^—FVx auffallt, bawit 

y -\-Fy 



Vx + f^yi 



rf:r = — 1 







fei. ©erortifle gunctionen fann man ji^ in unj4^Itjer SKenge fetfben, 
»enn man j. S3. /^y = «a? 4- ^^^ + ^^^ fcfct, barin für 6 unb c jj^in* 
rei(^enb fleine Snlc^e beliebig annimmt unb a aud ber mel^rgeba^ten 
Sebinflunfl Jry^^ = — Fyt beftimmt. 



SBir l^aben ben jtreid ber t)erf(^iebcnett wii^tigeten Gattungen t>on 
Slufgaben über bad SJlajcimitm unb SRinimum ber einfad^en integrale 
j»if(|)en flegebenen ©ränjcft l^lermit burc^Ianfen. 3nbem »ir una ge^ 
{hatten, am ©ci^Iu^e bed (Sa{;tte» unfern Sefer noc^mald an ben Slnfang 
jurücfjufül^ren , lajen mir nodS^ eine Aufgabe folgen, bte ju ben ifoperi^ 
metrif^ien Problemen im meitern @tnne ($. 43) ge^drt, 3)iefelbe foS 
und, abgefel^en »jon bem an i^x felb|i l^aftcnben Sntereffe, fomol^l baju 
bienen, eine im gegenmirtfgen $aragra)r^en }u mac^mbe aDgemetne Se« 
merfung in Setreff jener Probleme ju erWutern, aW au^f tint \p&ttx 
au d^ufpre^enbe Sel^auptung ju befidtigen. 

aufgäbe: ^an öerlongt eine im\^tn jwei ®rÄn3})unftett A, B 
in {if^enbe (Surve s>on ber (Sigenfc^aft, bag menn man biefelbe um eine 
gegebene ©erabe, bie mir }ur nxt ber X annehmen, fi(^ umbreben t&ft 
unb bie entfiei^enbe StotationdflA^ie butd^ ü, ben rdumlitlfen 3nl^alt M 
)>on biefer gl&^e unb ben inx^ A, B gfbenben Areid^^^en begrtoitm 
StixJfttB aber burc() ^ bejetd^net, ein SRinimum merbe im 93ergtei(^ 
mit aDen anbeten (Eurt>en, mel^ eiuerlei ^ lieftm, ober an^ umgele^it, 
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ba$ bod Solumen ^nn ÜRartmum »erbe ivn 9}etglei(^ niit allen 
eu«>en, für welche bte Obet|I4d^e (8) eJnerW 8lu«be]^nurtfl iejitt 

I) üRSgett n>tt bie eine ober bte onbere btefet itotl, in einem ge^ 
toi^eu ißetl^&Unife ber dtcciptocMi ju einanbec ^el^enben Slufgaben auf# 
^uldfen fu^en, bie ^aupi^Ui^mq wirb flanj biefelBe ©efiatt f^aitn. 
^enn im le^tetn ^alle f)itten wie 

Ü = /Vdar =^=7tjf/^dx 
Const. = J'WcZa? = ÜP = 2njyds 
unb e6 fäme olfo barauf an, bad 3>^tegra( 

^ + A(B) = 7rJ(y» + 2^y|)&r 
cbet na4^ ffiegla^nng bed gactor« n, ba^ 3wtegral 



V a 



ju einem aJiajci mum gu machen. 3m erfien %Mt bagegen l^ätte man 

11 = ® = 27tjyd8 Cdnst. = <3 = njy^dx 

unb fleforbert »urbe, ba^ 

ein TOinimum werbe, Sefet xxm aBet l^ierin, »a« offenbar immer er^ 
lauBt iji ^ '^' = T ' ^^ l^mwi , e^ nac^ SÖeglagnng be« außerhalb bei 

Snteflraljeit^enö gu fefeenben gactorö y barauf m, bad Sntegral 

Ü=: ' 



f(2^y£+y')^^ 



ju einem SWinimnm gu ma^en, 2)iefe« «nb bag tJprl^ergcl^enbe Ü flnb 
xtM. einerlei, foffllic^ wirb ^Vii^ bie »©auptgleit^unfl (§♦ 25) ganj bie* 
fette »erben. 

Ueierl^aiipt Mft flcfi ju jcbem ifü})erimetrif(^cn Probleme vx ber^ 
fetten SSSrife, wie wir el l^ier getl^an fiaBen, eine Umfel^rung finben, 
beten Hußofung Don berfetten ®(e{(^uno abl^ängt wie bie urf))rüngti($e 
SCufgaie. ®o wärbe man }. S. burci^ eine vx bem ^ier (KXi^t\it\xititx 
©inne s^otgnnel^menbe llmfe|mng bed in $. 40 bei^anbelteu ^rcbfemd 
ju bem ©a^e gelangen ; ba^ unter allen (Suri^en AMB^ wel^e ber ^tgur 

17* 
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HAMBK einerlei f^nfyali Hx^^^tn, bet JtreidBogen AHB bte fä riefle 
tft; lt. bgl. m. 

Um nun für ein conflanted 9^ bad SOtaxtmnm bed obigen ^ntt^xaU 
Ü ju finben, etl^aften »ir bie .&au<)tglei^un9 

ober entwidelt 

SBenn man biefe ®IeH»uttg mit p tnuftipHcirt, fo öetroaiibelt fie fic^ in 

toa$ (|(ci(^beb(utenb i{i mit 

ydy + d -^ = 

unb wo»on {1(^ unmttt((6at bat ^ntt^tal 

(2) ,2+ ^_5 

ongebcn lagt. 3?o^ fürjer ßelangt man ju eben biefer ©teicfiung, »enn 
man in Slnbetrac^t, bag in V = 2Ayv"(l +jo2)-f y2 ^e gjoriaWe a: 
ni^t exiJHcit j?orl^anben ift, fld^ an bie ®L (l.a) be« §. 30 l^filt, bcrcn 
linier Sl^eil fx^ flegenwärtig auf 

rebiicirt. 

man »Itb jefet ou8 (2) ben Kuöbtucf für ben iDiffermHoIquottente« 
p entwideln, unb bie gSatiotleu abfonbetn. JDabui^ flnbet man 

nnb bie üetlongte ©fei^ung jwifei^en x unb y ifi olfo 



(3) X 



J\/U2u2 — (vi — 



II) 2)ie gönn biefet ©Ici^ung ^at »iel «ei^nlic^feit mit betjenigen, 
toel^e olö bie ©lei^unfl bet erajitfc^fn 6«r»e (Carva elastica, 
courbe elasUque) tefannt ift, namli^ 

.-.-..f (y'-B)dy 

J \'C'^ — (v'^ — Bf 
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itnb auf totlä^t mm ou^ bei bn 9CufIdfung einer tntt bec l^tei: be^anbelten 
na^c t)et»anbten Aufgabe flefül^rt »leb, nSmlicl) bei ber Sluffuci^ung bct^ 
jenigen (Sur^e, welche unter aUtn mit il^t glei^Iangen Surfen 
bei ber Untbrel^ung um bie 9lxt ber X bem eutflel^enben Stotatlondförper 
nj'y^dx ben größten 3n|falt üerf(|)afft.*) 8lfö eine befonbcra merf» 
»ürbige unb ^jarofterifHfc^c (Sigenf^aft ber burcfi unfere ®L (3) ober 
(2) bejei(i&neten ßurtjcn aber lann bie ntec^anifd^e ßonflruction **) l^er^^ 
5?orgell^oben werben, ba§ fie öon bem ^xtnxDfVinlit einer ©Ui^jfe 
ober einer «!^9perbe(, je uad^bem bie (Sonflante B einen negatit)en 
ober einen )>ofitit>en SBertl^ beft(^t, bef^rieben merben, toenn man 
btefen Aegelfdjuitt Idugd ber $ljre ber X fi^ ol^ne ju gleiten in berfelben 
38eife aufrollen (i§t, toxt man jur @r)eugung ber S^Roiben einen 
Äreid fortjuroDen l^at. 

Um biefe« ju jeigen, fei (Fig, 16) DNR irgenb eine euröe, xotH^t 
langd ber ©eraben ONX aufgerollt »erben foH, D fei ber ^nfangspunft 
beö obge»i(felten Sogen^ unb F fei berjenige mit biefer 6urt)e fcjtöer^ 
bunbene ißunft, U)e(<i^er bie in Unterfud^ung ftel^enbe ßurbe befc^reiben 
foll. ©efeen mir ben öeranberlic^en 2B. DFN = d, ben jugel^örigcn 
SRabiuö^^SSector FN = r, fo i|i nac^ ber befannten gormel jur S3cfitmmung 
be« mnUl^f »elcj^en ber Sabiuö * aSector mit ber Slahgente ONX bilbet, 

tang ONF = ^ 

Sejei^nen »ir biefen SBlnfel ONF bur^ %, unb fefecn blejenige roHenbe 
Q3en>egung öorouö, bei »el^er baö einem ^)ofitloen dB entfpre4)enbe J)ijfe^ 
rcntlal dr fo lange einen ^jojitiven SBert^ befifet, M x<-j7r bleibt, fo wirb 

Cos X = , - Sin X = 



sjr'^de'^ + dr'i yJr^dO^ + dr^ 

?cgcn mir jefet ben Slnfaitflö})uuft ber Slbfciffen in beujenigcu ^unft, 
»eitler bei bem ^Beginne ber ^bmtcfelung bed Wogend DN = a mit D 
in Serul^rung war, fo l^aben »ir x = er — r Cos X; S^ = ^ Sin x? b. ^, 

*) SRan ftnbet tiefe TCixf^abtf meiere su tec {^ier be^anbeiten in fo na^er S3e^ 
jiel^ung fle^t, bei Euler meth. inv. Cap. V Xo. 46. grancoeur S:^). 2 Sud) 4 
§. 38. Strauch T. II. Aufg. 222. Sgl. oud) unfern §. 68 ®l. (ö). Ueber bie 
2(Mntung ter ©(eic^unc) aud ftatifc^en ^rincipien !ann man na(i)fe^?n ^pteCtorin 
etatil $b. II §. 444 U. S3b. HI §. 134. Poisson mec. No. 307—310« 

*♦) jDiefe @igenf(i)oft ifl oon Del au na 9 entbeclt worben. ®. Liouviilt 
Journ. d. Math. T. VI (1841) p. 313. 
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,-^ rdr r^dB 

(4) a? = c — . — y = . — 

»oiei c = Jsrir^dS'^ + rfr») Jft. mixt bal^er ble ^oTargfdc^uttfl bcr 

roDenben iSxmt In SBesiel^ung auf bcn fßol F gegeben, fo würbe man, 

dr 
je na^bem enthebet t, —^, c ate guncttoneu bed ^olamtufeld 6^ ober 

umgele^tt Ö^ -j-^ er ate Functionen öon r barjuf^ellen fmb, t>cniuttel|l 

(4) b(e Sootbtnaten x unO j^ beibe but(|) (^ resp. beibe bun^ r aud^ 
biiiden unb bann, vm bie @(e{^ung ber Sutte FF' ju entwitfefn, bte 
^filfdDarioble ^ resp. r eHmintren. Slber Wii^ bei ber umgefel^rten 
$(ufgabe, menn nimlid^ bie ®Iei(^ung jwif^en rr unb y gegeben, unb 
bie ©lei^ung gwiff^en r unb B ju fu(^en ifi; Ia§en fi^ biefe Formeln 

(4) benutzen. SBenn indbefonbere eine S){ffetent{algleid^ung ))on ber $orm 

/(y/ ^) — ^ ijoiliegt, wie ba3 mit unferer obigen ®L (2) bcr gatt 

tft, worin fein x txpMt t>orfomnit; fo mitb man fofort, inbem man bie 

T^dß dv dv 

^ung erpet Drbnung jwifd^en r unb 6 erl^alten. 9Jon bcr Sitd^tigfeit 
ber eben jule^t l^ingefieHten formet äbergeugt man ficfy avx (ei(^teften burc^ 
bie Setradjtung baf , xotm FT bie Siangente ber dnvot FF% alfo ffi. 
TFN = 900 iji^ 

| = tangXTF = Cotans, = ^ 

fein m\\^. — auö (2) entf^jringt auf biefe SBeife 

(5) dd = — ober (6) rfd= ^ 



r \/—B'\- 2kr + r» r ^B — 2Ar —7^ 

je na^bem-B einen <)ofitiJ)en ober einen negativen fflertl^ erhalten 
foH. gut ben lefctem {Jatt mug auc^, bamit bte (Hxu reell fei, bie 
©onftante X negatio fein unb ber 9labiua * 93ector r innet^afb gewifer 
©riuien liegen. 

S;ie ^olargleic^ung ber Aegelfd^nitte ift aber, wenn man bie 
fpolatwinfel 6 t)ou bem in ber SRic^tung ber erßen ^^au^jtajfe faHenben 
9iab!ud FD an id^M, befanntHc^ 

1 i-'« Cos e 
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toDbet p bcn ^atametet^ « bie aifolute (Sscentricitat UUuitt. S)icff 
®(ei(^itna lift fi(^ au^ in bcr ©eflalt 



6 = Are Cos (^ ^ i^ 

V er ej 



fd^tdien, unb bfttaul mtrb man burcff ^(ffctentiatiou ei^ite SRA^e l^etleiten 
dd == — -- — , ^ , — j— 7"« 77-57 ob« aucö 






<20 



\/[-(Ä) + ,TtT' + ''J 



9Q3cnn hierin c>*l ifl, fo ^at man t€ mit einet .g^9{>er6e( }u tl^i^n, 
unb bie t^oiMenbe ©leicfimtg ftimmt, fobalb man 



B=-^^T A = 



ma^t, öcnau mit (5) flBerein. 3m entgegcngefefctcn goffe, für «<!, 
tottb mon bie Umformung 

dr 



de 



V 1—4» 






iP^ 3 _ |P 



anwenben, unb inbm man £ = — ytf^; A = — j-^£-^ fc^t, fie^t 

man au« bet SSergfetd^ung mit (6), ba§ bicfe lefrtere (Sfei^ung einet 
enil)je jugcl^ört. 

III) @in Bejonbcrcö Sntcreffe nimmt bcr ^aü in Stnfjjru^, ba§ 
einer ber bciben @rän}pun!te A, B in bcr Siotation^ajre liegen, bag alfo 
y^ = ober y^ = fein foH. ^xix^ feine ber fo eten bcfproc^enen 

(Surfen ifl bann ber SIufgaBe ein ©enuge ju (etften, ba i^ei ber erflartisn 
Setoegung M ßegelfci^nittl ber Stenn^punCt F nirgenbd mit ber Saft« 
ONX in Serul^rung fomnit. 3lu« ber @I. (2) n)irb man übet, inbem 
man ber ^^^«l'^wbenten x in ®cban!en ben ©ert^ « resp. J beilegt, 
fofoit ben ©(^lup iie^en, bag bie unbeftimmte 6onjlante Bin biefem 
galle 9lun fein mü^t, »eil fonfl für y„ = re-^p. y|?=0 eine Unge* 

reimt^eit ent^el^ mätbe. m bie ^teDe ber «IL (2) tritt bol^er jeftt 
bie fdgenbe 
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wcl^e ju jcrtl^eflcn tjl tn y = «nb y -] -—-. — r- = 0. 

S)cr Ott für Vit ®l y = leitet aUcrblitgö in ftcwfgem Setracfie 
ber Slufflabe ©cnügc. 63 entf<)re(^en il^m b(c ffiertl^c ^ = 0, ® = 0. 
SBenn man aber j»et in ber ^bfciffcnajce angenommene ^^unfte A^ B 
burtf) eine foI(^e Euroe AM6NB »erbinbet, tt)cl(be in bem j»tf(^en A 
«nb B Heflenben ^Juntte 6 bie Slbfciffenajce burc^f^neibet , bereu ^Sögcn 
AM6 unb GNB bemnod^ auf Derf^iebenen Seiten ber Slbfctffenajre öe* 
legen jtnb, fo mirb bei be« S3ere(^nung t)on (9 nac^ ber gormel Znfyds 
ber t>on bem Sogen GNB erjengte %^til ber Siotation^fiaci^e ba« cnt^ 
gegengefe^te S3orjei4)en ))on bem bnrc^ bte Umbrel^ung bed Wogend AM6 
entjlanbenen S^l^eile l^oben, unb ed lann alfo auf ungdl^lige SQBctfcn Be^ 
toxxU »erben, bag ba3 ganje, bem 3ntert>aIIe AG + GB = J — a tnU 
f})re(|enbe Sntegral glei^ SJlu II werbe. 2)cr nat^ ber formet njy^dx 
beregnete @ubi(ini^alt ^ bagegen ergiebt f{^ fletö aI0 eine ))oftti)>e 
®röge. Salier wirb ^ = wirHi^ ba« SH i n i m u m fein in Setfllei^ 
mit ben unj&bltgen, oxi bie ®crabe y = ficfy mcl^r ober weniger ocd' 
f(i^miegettben ßuröen, für wel^e (9 = ijt. -~ allein bie etgentli^^ Der^ 
langte SlufKfung, burd^ meld&e J ein SDiajrimum »erben fon, unb 
»eld^e o^xii bann braud^bar fein muf^ xcitxi,\\ öon ben beiben ®rdnjpun!ten 
A^ B nur ber eine Kxi. ber Slbfciffenajce liegt, ber anbcre aber auperl^alb 
berfelben gegeben ift, müfen »ir mittelfl ber ®Ieic^ung 

}u finbcn fuc^en. SSlua berfelben folgt 

(8) ^=$^=±ylü^^yi^ 

^ dx y 

Uttb burd^ Integration 

(9) (x — Af-^y'^ = a^ 

b. ]g>. bie ®Iet<^ung eine« Ä reifet, beffen ÜRittelpnntt in ber abfctffen^ 

ajce liegt, unb beffen ^albmeper gleid^ — 2X ijl. SQSir l^aben l^ler bad 

SSorgeic^en (— ) t>orgef(|>rieben, weil wir in (7) y aö l^ofltiöe, l aö 

negötiöc ®r55e auffagen. 

©iefelbe ®rei(|un9 ergiebt jld{> auc^ (lU (3) fobalb man bari« 

JB = minist «ebrigen^ bemerfe man, bap wenn bie Dberfliid^ • old 
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ge gelben an^efe^en unb bemgem<$ ber Settl^ ' t)on X an^tnommtn mltb 

(n&mliA — 2/ = jr—rr na^ htm Befannten @ate über ben Snbalt 

ber Äuflelmfilje) cWbann in (9) nur nn^ bfe elnjfgc SnteflToüondcon* 
^ante A übtifl bleibt, »eld^e bnt(b bie SSebingnng ^„ = )u brflimmen 
ift, unb baf ndcbgel^enbd bie anbete ©tän^otbinate an^ (9) fi(|) berechnen 
lä§t S)amit aber ni^t nt>^ einer ©r&njgleid^ung @enuge ^n leif^en fei, 
xvixb man ßenötU^igt fein Sy^ = gu beitfen, b, 1^. bieSSergletd^unfl 

auf folii^e Sla(^batcurt)en ju befd^rfinfen, weld^e mit ber 
gefunbenen 9Rajcimnmdcurt)e benfelben @nb))unlt B l^aben, 
obwol^t y| feine gegebene ®r8Je ifl. 3n biefer Cejiebnng bejitjt bie 

'^ier gefunbene 5lufl5fung biefelbe (Sigentl^umlid^feit, Don »e^er fnr einen 
onalogen %aU in §. 30 IV (©. Ii7) bie ?Rebe gewefen ift. ©oute 
aber iy^ ni6)t ^Ui^ ffluU Qthad^t werben, fo ptte man bie ©ränjgleic^ung 

ju befriebigcn, worauf man nnter Swjtel&ung öon (8) leicht f(^Iiegen 
wirb , ba§ entweber y^ = ober y^ = — 2X b. ^. gleici^ bem Stabiu« 

beö Äreifcö, bag alfo ® entwcber bem Snl^atte einer über (J— a) aU 
lEurd^mefier befc^riebenen Äugelfldc^e, ober ber ^atbcu Oberffdc^e einer 
mit ( J — a) aU aiabiwS befdS^riebenen Äuge! gtei^ fein muf e , mnn 
bie auflofung möglich fein fott. 



/nnftes düpiitl 

SBon ben mit gtei(|$etttgen Slenberungen ber in^ 
bepenbeaten 9$ittia6Ien gemifi^teu ä^artationen. 

3n oOen ))orll^erge]^enben Unterfuci^unyen Ratten loit, »dl^renb »ir 
im ©inne M §. 5 ben gunetionen y—f(^x), z = f(^x^ unmitteJbore 
93atiationen , fo »ie ben Functionen Y^. U mittelbare SSariationen )iu 
f^irieben, ber 3nbe))enbenten x auöbr&dlici^ einen {mar beliebigen aber 
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lo&^tenb ba Sßaülxvx9 itntt gimctionen {i<^ ni^t Anbemben SBeifi^ 1>tu 
gelegt (t>9l. S* ^)* @^ fii^^t inbeffen sal^Ireic^e aufgaben, bei beten 
Slufldfnng ntan genötl^igt ift, inbem man Don y^ js^.. Y^ U )u 
y 4- rfy, Ä + '*> V + *V K. ober a«(|> in y+fy, « + A^«> ^ +- /^V 
übergel^t^ gleiclieitis ben SBeitl^ bei: inbepenbenten SSatiablen x [idfy inbent 
)u la^en. S)iefed ereignet f{(^ j. 8. menn eine SurDe AMB gefugt »trb, 

toel^e einem S^tegtale U= j Yda: ben grJ^ten ober Heinfien SBertl^ 

mf(!^afft, unb »enn babei n^eber bie Orbinaten ß, t] btt @xanipnnft^ 
A, B noi^ {(^re Slbfciffen a, S gegeben finb, aber i>i>rgef (^rieben i% bap 
ber Ißunft A auf einer erflrn, ber ipnnft B auf einer itotiUn gegebenen 
ßur^e gefugt »erben foüe, fo bap an bie ©teile ber ©rinjorbinaten 
HAJ^ EBL in Fig. 2 biefe iml ®rin{curt>en treten, etwa L^AAi, 
LgBBi i^ Pig* ^^/ ^^f n>tl^tn bie @x&nipnnltt A, B in bie itna^^ 
iaxttn Oerter A^^ B^ fortrutfen. IBei jeber Stwfgabe biefer Strt ift offene 
bar, inbem man ^on ber urf))rungfi(i^en Sur^e AMB )u einer nät^ftan^ 
liegenben A^MiBi übergel^t, mit y„ «nb y^ glei^jeitig an^ a iinb f 
)>ariabel; unb man wirb bal^er auc^ 6S unb ^a in ben Qattnl eingit^ 
füllten l^aben. (Sbtn biefed gilt bann aber aui^ s>on jebem anbem g^unft 
M be^ Sogeud ABj benn totnn man biefen Sogen in bie unenblic^ 
nabe Sage A^B^ t>erf(|iebt, fo wirb ein bem fpunfte M entfprecfjettbet 
fpunft Ml ejtifliren, beffen Slbfciffe titn fo »obl aU bie Drbinate einen 
anbem Sßertb befi^t aU bie gleichnamige Soorbinate be6 ^unM M. 
Ueber ba^ ©efe^, wie man ju j[ebem ^nnttt M ben entfprecbenben M| 
ju flnben f)dbt, üefle |i<|f auf »erfc^iebene SBeife tint SSereinbarung treffe«. 
3Ran Unntt g. ©. benjenigen jpuntt aW ben entfprec^enben S)on M auf* 
fa§en, burcb totl^tn ber 8ogen A^B^ in bemfelben S3er]^&Itni0 getl^eilt 
wirb, wie ber Sogen AB im ^nnltt U. Ober man Unntt ben $unft 
Ml bann a\ß ben entf))re^enben Don M beftniren, wenn in bem gup« 
:|>un!te Pi feiner Orbinate bie ©trede HiKi ebenfo getl^eilt wirb, »>{e 
HK in P ; u. f . w. Slber eben bed^alb weil anf^ ber Statur bed ^egeuir 
ftanb« feine beftimmte SSorfci^rift jid^ a(d befonber« entpfel^fen^wert]^ 
l^erau^fieOt , mupen wir nn^ entf^atttn etwad f))ecieae^ fej^iufeten, unb 
glauben burd^ felgenbe aOgemeinere Sluffa^ung, welii^e au^ bei Unter* 
Innungen im dtanmt gebraucht werben {ann, wo brei t>aiiirenbe (Soor* 
Unaten x, y, z Dorfornmen, allen $Cnf))rä^en ®enjtgc ju leiften« 

1) aRan beule fii^ aufer ber t>aiiirenben (Surt^e AB^ beren <BIei' 
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^Mnq xoit gernA^ S- ^ bitt^f 

(1) y = *(:p, t) 

^vx^tütn iDoQen^ noc^ eint anbm DatHrenbe @tiii>e; meiere einen con« 
tlnnirlicben Ueierflong tjon ber etflen ©rfngcme L^AAi (Fig, 17) in 
bie s»eite ©ränjcutoe L2BB1 üermittett. 3)tefed »wrbe nac^ ben im aiv 
fleffil^rtett ^awgtapl^en gegeJenen ©riSutemngen bÄbnrti^ §u erreit^cu fein, 
ba§ man, »enn etwa 

/i(^; y) = bie ®Iei(^ung ber gegebenen (Suröe L, 

/2(^/ y) = M „ I, „ ff hl 

tfi, eine aUgetneine ®(e{<^nng ^on bet gorm 

(2) «^(rp, y, = 

bilbete, morin t einen variablen fßarameter (ein t^on t nnabl^angtged 
aSariationöatgwment) ^otfttUi, fo ba§ für einen befiimmten SBert^ ( = t^ 
on« ^PCä-; y, f) bie gegebene gnnction /i(ir, y) unb für einen «nbem 
jBBettl^ t^tz bie Function /g entfprange. 3eber ^punft M ober Mi ifl 
bann beftimmt bur^^ ^ijrirung ber il^m entf^refi^enben SSerti^e t>on t unb 
t, inbem bur^ jeben |>attifuI4ren SBertl^ »on t eine einjelne au^ bem 
®9ftetti ber 6urt)en AB^ AiB^;..., bur^ leben befonbern j»if^en ti 
ttnb ^2 (iegenben Sertl^ t)on t bagegen eine einjelne att6 bem t>m ben 
@urt>en AA^^ MMi; BB^ gebilbeten (Spfleme befKmmt »irb. SJJan 
fann fl^ bemnad^ je^t anl (1) unb (2> l^ergeleitet benlen 

(3) ^ = g>,(it, t) y = 5P2(^, t) « 

tn ber SSeife, ba$ mnn man au^ biefem @9{leme bie SSarlable ^ eHmi^ 
Wirt, bie ©lei^ung (1), bagegen bur^ (gHmination öon t bie ®l (2) 
jum SJorft^eitt tommt. gfir t = aber l^ätte man ba6 ®9f!em 

ri^ ^ == 9>i(^ . 0) = fi(0 

'^ ^ y = 5P2(^ 0) = fjCO 

welche« bie ©leid^nng y=:/(ar) ber gefucj^ten ©urüe öerhfitc. ^xtxm^ 
finb bie S)ifferentialien dx, dy gleid^bebeutenb mit 

dq>i(t, 0) = fi'(Od^, d^zif^ 0') = f2Xt)dt 

n^fil^renb bagegen aua (3), inbem man iM t um fein Differential dt 
lunel^men Wft unb bann t = fe(jt, bie SSarlationen ix unb iy 
entf))ringen , nämlicb 

Qmtif)l ix tU dy l^&tten wir bemna^ gu benlen al^ ^robuft einer 
^uncHen ber 3nbe|)ettbenten 7 mit bem %tütt dt 2)ft aber bie »ariir 
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renben (5Mrt>en, but(^ beten ©etra^timg mir {u ben ©W^unflen (3) ge^ 
langt fmb, il^rer 5Ratur no(^ nnBejHmmt bleiben follen, ba alfo fiir a> 
unb «P feine beflimmten gnnctionen ^ttoifß werben »nnen, fo fie^t 

man, baß bte SSariationSquotienten J> = —^t^ ^^^ ^^ ^ ^^^dt' ^^ 

ftlr t = {i<^ aU Qan{ n)in!ä]^rli(f»e J^uitcttonen Don ^ J^erauöfieHen. 
Unb eben biefed gilt bann auA für bie l^til^eren S)ifferentiaIquotteuten 

^?"' ^. ^'••- "'^^^^ ""^ ^"^ * = ^ ^'^ ^ö^eren Soria. 

tionöquotienten S'^x, 6"^y, rf%^... liefern »erben. 

^üetbing^ mitten bie Functionen g>i, g>2 f^ bef(^affen fein, ba$ 
jte für t — O ber benimmt geba^^ten ®Iei*«nfl y=f(jx) ®enüge leifien, 
ba§ alfo, totnn «tan y<(^^ O) = fi(0 (^^n bie ©tette »on x in bie 
gunction /(a:) einfefet, bie ®Iei4)unfl y=j^9i(^^ 0)] ibentif<|! »erbe 
mit ber ®I. y = ygC^/ 0) = fj(0 ; b. 1^. tp^it, 0) muß ibentifd^ »lit 
f[y>i{t, 0)] »erben. 66 fielet be6»e9en bie eine ber Functionen y, , 92 
gu ber anbeten in einer ge»i$en Slbl^Angigfeit. SlOein man brauet nur 
einen Slid auf $. 2 gu »erfen, um ft4) fofort ju überzeugen, bafi man 
unjäl^Iifle Functionen q>2(Jt, t) bilben fönne, »elc^e fflr t=0 fic^ 
auf bie Atn gebaute beftimmte Function i^on t rebuciren, unb ba$ au^ 
biefem ©runbe bie in Sejiel^ung auf \ gebiibeten S)erit)irten oon 91 unb 
ip2 , f oba(b man nad^ au^geful^rter ^Differentiation t = mac^t, f d m m t^ 
Ii(^ al6 »iinüi^rni^e ^nnttxmtn ))on t aufjufaßen finb. (93 g(. 
§. 9 @. 22). 

9?ur bieg eine pel^t in ©etreff ber Variationen dx, dy feft, ba§ 
xotnn »ir bie au6 ber @(ei(^ung ber @r&Hicurt>e L| abjuleitenbe £)iffe^ 
rentialglei(|iung bur^ 

t>or{ieIIen, für bie Variationen ber (Soorbinaten be6 ^unftd A^ ndmli^^ 
Sa unb iy^=idß bie Sebingung^gleic^ung 

©tatt ftnbe. 3)enn ba ba6 ©^{lem ber ©tei^ungen (3), fobalb man 
barin ^ = ^1 annimmt unb t öariabel fein lägt, bie @l. ^^ix, y) = 
t>olI(ommen erfe^t, fo »erben ani^ bie na4^ t genommenen S)iffetentialien 
t)on 9>| unb 93 für jeben SSertl^ Don t, b. 1^. für j|eben beliebigen $un!t 
A^ kl, A2;... ber ®r&n)curDe L| in bem burc^ (5) Dorgef^riebenen 
Verl^iltniffe %n einanber fiel^fen; biefed gitt alfo indbefonbtre auc^b fut 
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t = 0. — etettfo foTflt in «ettcff be« ^nfta B, ba§ bie SXffercttttal* 
flleicä^itng 

icfrtebigt »irb , wenn man ar == OK = J^ y = KB =/(^) = ij iinb 
gleici^ieirig i^, irj an bie ©trOe Don dx, dy fe$t 

II) 9te]^mfn mit ai&et an, um foglei^^ auc^i jn ben j^jl^imn ^ayxa* 
tioneit Don a? unb y fortjufi^Teiten, bie ©utDe AjB, (Fig. 17) entfprä^e 
einem Don 9?«1I fel^r wenig Derfttiebenen iebo(|^ enbfitijjen SBertl^e Don t, 
bet »tebet »te früher (§. 8 nnb §. 9) but(|^ r DorgefleBt »eiben möge, 
fo wirb man an« (3) bie gnfammengel^örigen goorbinaten OP^ «nb PiM| 
nttttelfl bed !02ac:^Sant{n'fc^en ©a^e^ in bie Sieil^en enttoicfeln 






• • 
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»el^e im golgenben buicd^ 

(6) a- 4- >P-ar = .r + Sx,T + S'^x\%^ + 

(7) y + /^y = y + <^>.^ + <^M^' + 

DotgePeHt »erben. S)aün bebeuten ber Dorl^in gemachten ©emerfurtg ju 
golge rfar, (fV^ rf^:r, d'hf,.., beliebig annel^mbare guncHonen Don t) 
biefe(ben bfirfen jebocb; meil jebem beftimmten fünfte M ber @urDe ÄMB, 
b. ^. iebem befHmmten t ein beflimmter SBertl^ Don x entfprid^t, an^ 
aU willful^rlii^e Functionen Don x aufgefaßt »erben, ober 
Don irgenb einer anberen SSariablen, xoü^t man gerabe a(d 
3nbe^)enbente ber 8ie(|>nung ju ©runbe fegen »iff, j. ©. be^ ©ogen« 
ber (SuiDe, ober eineö ^oIar»inleW u. f. ». 

III) ^a^ biefer audfulJ^rU^en Sefi^ret^ung über dx unb dy, fo 
»ie über f/x unb rv n)e(ben nun einige allgemeinere ^LnUntm^tn ol^ne 
ÜJlui^e Derjt4nbli(|> fein. 

ßun&^fi »irb man ft4) bad glei^jeittge 9luftreten ber brei S^arta^ 
tionen dx, iy, S% ^t\ Unterführungen aber frumme glichen unb bo))))eIt 
gefrümmte Sinien XtKifi erfl&ren. ^tnn »enn ed }. S. barouf ankommt, 
}»if(^en g»ei gegebenen @rÄnjfU^en Lj unb L2 eine (SurDe im 
Staunte audfinbig \n mais^tn, »el4)er eine \mii ben 93ariationdcaRuI \n 
eiforf^^enbe (Sigenfc^aft julommt, fo »irb man p^ eine Dariirenbe gM^e 

(8) iP(a:, y, Ä, = 

ben!en (dnnen^ bie ben continuirli^en Uebergang Don L^ in L, DermÜteft. 
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ßu ieb«m ^mU M ber gefn^en (Sviwt flel^drt bann ein paiiitnläm 

3Ötttb \>vn t, unb nnter bem ^htnfte Mi^ welcher bet tnt^pxe^tnbt r>en 
M fein foll, mitb man benfentgen ^nntt gn t^etflel^en l^al^en, mortn bie 
9ia^i(itcuTö^ A^Bj ton bcr gläd^c (8) acfd^nittcn »bb. gfir bicfc 
t)attirenbe 9la(^Barcur)^e fann man fic^ nun ein @9{lem )>on gwei ®(et^ 
(jungen von bet gorm 

i>orßeIIen. Sabei ifi in bem galle, bag in>if4)en 7/ unb s feine ^IBI^fittgii)' 
feit ®tatt finbcn foH, nic^t allein bie Function 4>| Don gang unab' 

l^angtj, fonbern wir bütften auc^ nod^ ba3 S)ifferentialDerl^äftnid -^; 

»ie bereit« in §. 21 erinnert »otben, glei(<> einer »ittffil^rli<|!cn Function 
\>i>n X fe'^eU; ober an^, meil gegenmärtig ^u jebem BefHmmten x ein 
beflimmte« t gebort, t^ g(eicb bem fprobuft oon t in eine »iOfitl^tK^e 
gunction t>on t benfeu. 3^ golge biefer IBemerfung aber t^ unb wegen 
ber 3Qinfü]^rIi(^teit \>tin <l>i reid^t ed bed^alb ^n, bafi toir 

(9) y=<I>(^, t) z=0^(x,iy 

feten. S)ie brei ®lei(f^ungen (9) unb (8) jtt)if(^en ben fflnf ©attaWen 
^/ 2^; '; ^ ^ bebeuten aber gerabe fo t)ie(, wie wenn man fi(^ o?^ ^^ s 
als nnbejHmmte gunctioneu )>on ^ unb i oorf (f^weben Uft, etwa 

(40) J^=-SP2(</0 

bie nur fo befi^affen fein mufen; ba^ fobalb man.t^O \t%i, bad 
@9ftem (10) einerlei miib mit ben ®{ei^itngen ber urf)>r&ng(ic(^ ge^ 
bauten, in ben ßuftanb beö Soriiren« oerfe^ten Curbe. 5)ie 'Differenz 
tlalien dx^ dy, d% begiel^fen ficb bann mieber auf bie ^lenberung bed bem 
^Junfre M euifpre^^enben ffiertl^« x>fm t\ Me »ariatiott^quotienten S^x, 
S'y, ä'%, (f%; ä'hf, rf%, ... bagegen entfi)ringen an^ (iO), iubem 
nm in ben nat^ t genommenen SDifferentia^uotienten ber erflen, jweiten, 
K. Drbnung t = mac|rf: unb finb gu benfen att »lUfil^rH(|fe gunctionen 
vonr t ober Don fonfl einer IBariablen, bie man a(« 3[nbe:))enbeii^e toasten mag. 
9l(dbann flnb 

x-^-ß^x^x-^- S'x.% + (F V^r» + 

eil) y + ^y = y 4- tfy.i: + rf2y. i^2 ^ 

We ßopfbinotcn eine« ^unfta Mi , »el^er auf bet jii t = r gelJSrenbeit 
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@utt>e A^HiBi bei t\\t\pxt^tnU Don II ift. Unh ffit bie auf ben 
®rän$flA4)en Li^ L2 Qelegenen @nb))unlte A^ B ber t>frlangten @:ur)>e 
»erben gwifc^ett /^ar^ ^y, /^ä biejenfgen Slelationen Statt flnbeit; ml^t 
aud ten ©(eic^ungen btefer @irfini{Ifi(tett f!^ ergeben, »ennman x-{'frx, 
y -\- ry f Ä + Z^Ä Ott ble ©teile Jjon a?^ y^ « fe^. 

©oK bogegett bte tn Unterfuc^ung fiel^enbe ßum y =/(a:)^ » = f(ar) 
auf einer gegebenen gUci^e 

(12) ©(:r, y, s)-=0 

Hegen {%. 22 I) unb §. 45 III) unb metben ebenfalls ouf biefer glAd^e 
}»e{ ©ringctttDen gegeben; bann ntu^en freilit^ bie btei Functionen 
9i ^ 9^2 / 9^3 i^ ^^^^ folgen ^ejiel^ung {u einanbet {le^en^ ba§ wenn man 
jtc in (12) Ott bie Stelle t>on a?, y,. » einfefet, bie ®Iei(^ung ibentif(^ 
würbe, »eil fit für Jebed t unb jebed t be{)e(^en foD. (Sd mü^en a(fo 
auc^, »enn man bie in (H) für x-\-f^x, y-^-f^y, ä+^^ä flwfgf^ 
freuten 9(u^brä<fe in bie 01. (12) fAr ^^ y^ « fubfHtuirt unb na^ $0i» 
Urntn öon ^ enn»i<felt, bie €oef(icienten wn r^ t'^ . . . einjeln gleich 
5R«n fein. 



i* SS. 

3nbem wir un^ nun anfc^itfen, in Bu^u^ft bei 9el^anbbtng ber 
Slu^brüde iV resp. i\ fimmtli^en 93ariab(en x, y, z,... virmiiMbatt 
äJartationen {ujuf^reiben , bringt {{4» »ol^I t)on felbfi bie IBe^ 
merlung auf, ba§ wir biefed mi^ f^^on in ben t^od^ergel^enben @a))iteln 
hätten tl^un Unnen. 3in ber S^^at l^aben anbete ©cfiriftßeller gleid^ t>on 
Anfang, wenn in ber ju )>ariitenben Function U ober Y blod x unb y 
t)or!ommen, beibe SSariatipnen J^^ dy in ben (Salfuf eingefä^rt; ed 
f(bien und inbejfen rat^fam, bie J^erangieJ^ung ber Sartationen ber jin\iu 
))enbenten ffir fo lange %n )»erf Rieben, att ffe entbehrt werben fonnten. 
SBir werben aber je^t {eigen, wie fic^ bie {ur SuffjJfung ber im } weiten 
unb biitten (Saipitel bel^anbelten ^Probleme bienlic^en 3)ifferentialgle{(|^ungen 
gejtalten, wenn mcin t)on ber bem SH>rigen fßaragra))]^en ju @runbe lie^ 
genben Snf^auung audgel^t. 

I) ^iacb ben befannten gomteln für bie Sertaufd^ung ber ^nbe^ 
penbenten l^aben wir, inbem wir x unb y att (gefu(|te) Functionen t>on 
t aitffafen, etwa wie bei (4) int Dor. $, 

x^i,iO y = Ut) 
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uttb t aW SttbelJenbente U^aniün, bie ^uflbt&it 

-^ an bie ©tcHe tjon p 

,^ X 8a?a v — aya^a? _ a/? 

u. f. ». u. f. m, 

ju fcfeen, »oiet wir unter a^?; a^^,... by, &^y,^.. bte 3)cttetrtftt 
fi'CO/ fi"(0, « . . f2'(0^ fzV), . . • benfen. ^m^ ©nfetert biefer «u^x 
biucfe erl^dlt man, je tta(|)bem man eö ju tl^un l^ot mft einer ber juin 
gleiten (So^jitel §. 12 «. fgß. fle^örigen «ufgaten, ober mit emem ber 
im britten Qapitü bel^anbelten Snteflrafe^ 

(2) ü = Fi(^, a:^^; &^x, ... y, ay/ a^y, . . .) 

resp. (3) ü == jF^ix, Qx, d^x, ... y, ay, aV, . . .)* 
unb e« wirb na^ benjeniöen für x unb y gu fe^enben gunctlotten 5>on 
^ Ö^^Äflt/ »cJ4)e biefe« ü gu einem SWanimum ober SKinimiutt ma^cn. 
S)ie erfte biefer beiben aufgaben, xotnn n&mli^ ba^ gegeBene ü 
ein enbli(|er Sluöbrud F(ar, y, jp, j, . . ,) war, ifi jefet naci^ ben in %. 
21 entwicfelten Sorfci^riften gu bel^anbeln, inbem t biefelbe SJoIIe f})tdt 
wie bort bie 3nbe})enbente x, wäl^renb bie bort mit y unb z ibegeic^neten 
3)epettbenten gegenwärtig x unb y flnb. 9lt^mtn wir alfo g. §3, bie 
gweite in §. 15 be^anbelte Aufgabe ))ot. £)ad bafelbfl gegebene 

ü = 2(a:-|[l+^2]) + 2(y4-i±^)-2^(ar-|[l+;,2])+^ 

»ntoanbelt ^^ je^t in 

(0) - 2iS(^^ - 9^92y _ 9y92 J + /?' 

aJlon ft^ält alfo, inbem mon bem §. 21 gu gofge bie itortieHen ©iffe* 
tmttotquotienten oon U noi^ x, y, Qx, Qy, Q^x, ^y ffimmtlii^ glei«| 
iRua Y%i, {henggcnontmen tin ©^{ient oon \t^i ®(ei^ungen, taA^t» 
{l(^ i(bo4) auf {wei oon einanbet oetfii^iebene tebucitt. 3uni(^{i l^at 
man n&mti^ 



^ if^ ^yc^y"^ + 9«^) 



P) 



dx 'V 8ar8*y — ^yä'xj '^ 
<^y V Qxd^y — dyB^xJ 
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imb totnn man bicfeö f^^on iti bcr SSiftung ber iibrifleu t>m J)tfferen:' 

ttaIq«oHenteu — , ^, ^,-^, ^^ betucfflc^ttst, fo flnbet man, 

boß biefelben babur^) öon fclbfl öerfcbwinben. Wau l^at bal^cr x unb y aud 
bctt 5)orfie]IS»enben jwci ©lelc^unflen O) gw bejHmmen. Durcf» eiirnftiodon 

ober 2a: + 2yp — /? = 0, alfo genau biefcKe ®Iei(i^«ng, wel^e auf 
<S. 52 mit (6) numertrt unb bm^ beten Integration baö üorge(egte ^Problem 
oufgelofl^ »orben tft. 

II) Ungea(|)tet biefer Uebercinflimmung ber Stefultate mtrb man 
)ebo4) in>{f(f)en ber l^ier bargefegten SluflofungametGobe unb ber frui^er 
angetDenbeten einen mefentlidS^en Unterf^^ieb nic^t überfe^eU; welci^er barin 
liegt, bap man gegenwärtig bie beiben @oorbinaten x unb y fo 
ju beftimmcn fuAte, bag ü ein SRajcimum ober SWinimum würbe, — 
ba§ man alfo bem erjlen 8lnf(f»eine na^ gerabe boppclt fo i>iele ©injet 
glei^ungen erl^ielte aU in $. 13 II). SDiefer Umftanb Bunte weniger 
auffaOen, totnn, wie man e^ fi(^ l^atte t>orf^weben la^en, x unb y 
voixtli^ aU Functionen s^on t gefunben würben, 'wei( ein @ipflem t>on 
gwei @lei4iungen }wifd()en x , y, t glet^i^bebeutenb m\i einer ®lei(^ung 
jtwifcfien x unb y i{t. ^Hein bie fAmmt(i4fen ©le^ungen 



• • 



• • 



dx d,hx d.ä^x 

entl^alten ui(^t aftein fein explicite« ^^ fonbern e^ bleibt fogar, wenn 

dx dy d/^x 
iman für 8a?, ^y, Q^x,... wieber ^, —-, ^, ... einfuhrt, ni^t 

einmal ba^ ^Differential dt barin fibrig. ^tnn wenn wir na^f ben !po* 

1 

tenjen be« gactorö — jSl^Ienb Qx, Qy aU ©rößen erficr SCimenjlon, Q% 

Qh/ aU @ti^tn ^weiter £)imenf!on u. f. w. auffa§en, unb bebenlen, baf 

ber Slu^brud F^ t^ermSge feine« Urfprunga an9 ü ben gacior ^ gar ni^t 

müfilt, alfo \>9n ber Oten I^imenflon ifl, fo leu^itet ein, baj überl^au^Jt 

18 
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/ 

bnitfc finb , an beten ^&mmtU6^tn (StttgcfflHebem ber goctor d^ l^oftet 

Stefct 9emeinf(|KiftH(^e gactor ifl oier auö jebcr ber oMflen ©UÜfjuiiflen 

(4) bur* 2){t>iflon fofort $u befeütgen. — Um b{e ßoerifletti ber ©Id. 

dF4 
(i^ungen (4) ju ertlaren, Ua^tt matt ballet , bag bie ®ntppe ;r— ^ = 0^ 

;t^Y- = K. mit ber ®rui)})e (4./9) gufammen fielet unb ffiOt. S^enn 

infofem »?it unter p, q, r,,.. bie 8ltt«btfi<fe (1) »ttjl«]^«, erl^altrn 
toit cfeniat 






' .. 



• • 



u, f. m. 
S^arin ifk, »ie man auö (i) erfleht 

xam wirb alfo, »enn im uff|)nrafllt(a^en ü ber ^»((^fle ®tfferett«al<|tti>«ciit 
m y etoo r ifi, m ber ©ebingunö ^l- = 8,ü^~ = fogleicb 
ben ©^I«ß jtel^en, bafi 8,11 = jn fe^en feij l^terauf au$ ber Scbtn^ 
ßung^öle^unfl _L = g^ü^ = ben Sc^fuf, bag 8,ü = a fet, 

friWic^ a«8 dig^ = Öfü^^ = i»«« ®*I«g, baf a«(^ a,U = fein 

niAfe. 5t)ui^ bie ®(e{(^uiigen 

C5) 8pü = 0, d,U = 0, drü = 0, ... 

weiben aitx iU^Ui^ auc^ bie ^uSbx&ät 

w. f. w. tum Serfd^winbeu gebrod^t 

3u beu ijcrftel^enben ©le^imgeU (5) treten fefet no^ Mgenbe girei 
(6) 9iü = a 8,ü = 
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man f^i a(fo oti^f ^tt hiebet genatt baa in §. 13 II) aufgefleOte unb 
mit C^) numerirte ©pficm t)on Sebingungdglcicl^ungen im>i: fic^, nur 
t^ertnel^tt ntn ba4 einjige nrue ^Umt^i dxU = 0. 

3n 8tä^(^t auf ben Hinflug, »deinen bitfe neu l^injngetretene 

©leic^ung 9x11 = ou«fiW, flnb nun j»ei gälte gu unterfd^eiben. 

^ngettommm man l^aibe ntittelft bed (Spflemd ber iKtigen 01eid^nngen 

S^^ y, p, q,... BefHmmte Functionen /(ar), fXx), /"(ar), ... 1^^ 

geleitet unb biefe in 8iU eingefe^t^ fo wirb bie @(. dzU=:0 entweber 

ibentifc|>, ober il^r Seflel^en erforbett, ba§ man für a? einen Se^Uimten 

SBertl^ annel^me. 3m erflen gafl Weibt x »iHfülS^rUd^ ; im anbern gall 

bagegen |iat man bie t)orge(e9te 9lufgabe in bem ®inne %t\i^, ba§ nic^t 

nur eine (SurDe gefunben mnrbe , tocl^e im. Sergleic^ txH ißac|ibarcurven 

ben gegebenen $[udbru(f U ;u einem ^aüravm ober üTtinimum ma(i^t^ 

fonbern baß gugleiA auf biefer 6un)e berienige (ßunft ibeßimmt morben 

\^, bnrc^ beffen 6ooibinaten U einen großem bejiel^ungdw. Keinem SSert^ 

erl^ait aK fflr bie iena(|^barten fßunfte jener (Sur))e. 

Sl(^ 9eif)>iel gum erßen ^aWt lann und bie t^orl^in :benu^te 
STufgaie bleuen. 3)enn auö ber @(. ^«^(^y _|^)2 = A^ folgt, »ie 
iereitö wox ©d^Iuße Don 8. 15 iemerft »orben, 

^ierburcfi »irb ntffjt allein bcr oBen bei O) aufgehellte ?Iu0bru(f für 
8yU, welker gfeiAbebeutenb mit i(y + 4i^) i|t, ibentif^ 3lnVi, fon^ 
bem ber Sludbrutf für ^JJ, nSmli(^ 

^erioanbelt ^^ ju gleicher 3eit in i*^ß — 2ß, t)erf(^tt)inbet alfo eienfalW 
für leben fflertl^ öon x. — ^it 2luf gaben biefer ©attung iefl^en bie 
tSigentiJ^iimndJ^felt, ba§ baö totale ^Differential öon ü; uftmllc^ 

dxHdx + Syüdy + QfVdp + 9,11^2 + • • 

ju golge (5) unb (6) für jeben SBert^ J>on x gleich Slutt ift , baf alfo 
bad in Unterfuc^ung {Id^nbe üJlarimum ober ÜKInimum t)on U an allen 
fünften ber verlangten (Sttr)>e einerlei Sertl^ beß^t. ®o 
Ratten mir in ber l^ier befl)ro^enen Slufgait beieltd frul^er (@. 53) ben 

conjlanten Sevtl^ üo = lAB^ für ba3 fragliche SWintmum gf funben,. unb 

. 18» 
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I 

mit ber tttttnittcltat öct^crgei^enbcn atufflate bcffelBcn §. i 5 l^attc e? riw 
fil^niic^e Sewanbtni^. 

©in S3eif|3tel jiim jweitcn göü »firbcn »« öot und l^aien, n>enn 
»ir, bic ijorifle ?lufgaie nur ein wenifl mobtficirfttb, bic gorbcrung fieHtcn, 
c^ joBe fine bur(^ bcii fcj^en ^unft A laufenbe ßwröe üon ber ©cfc^offcu^ 
l&eit gefunben werben, ba§ »enn man auf berfelJcn einen ^nlt M be^ 
lleMg annimmt, ben jugel^t^rigen ArummungdmiMpunft Beßtmoir, 
benfeücn mit ben jwei feften ^unft^n A^ B geroblinig DerWnbet uni 
au4) ba« fper})eiibifcl MP auf bte ©erabe AB fäfft, bie (Bummt 

Ü=A024-B02 + BP2 
Heiner fei aU für eine anbere 6uröe, — jugleid^ foDe aber auf ber gc-- 
fu4)ten 6urt)e berjenige ^unft M befiimmt werben, für »eichen ü am 
fleinfien auöfaBt. Sei ^Inwenbung be^ früi^er gebrausten goorbinaten.' 
f^ftemS mn^ man , um ben Sluöbrutf f fft ü ju bilben , gu ber oben bri 
(©) ^ingefd^riebenen ©umme jefet noä). ben ©eftanbtl^eil (ß — x)^ f^w 
gufugen. 3)a ^txinxd) an ben gormein für 9yü; apü^ 9,11 nic^tö ge* 
anbert wirb unb ba biefc burc^ bie Ärei^gleit^ung 

y^ + 0^ - W = ^' 

jum 9Serf(i^winben gebracht werben, fo ift l^iermit bie »erlangte gum 
f^on gefunben, wobei bte ßonftante A vermöge ber gorberung, bag bie 
6uri)c burc^ ben gegebenen $un!t A Toufen foH, ebenfalls befiimmt i% 
2)er SDiffcrentiolquotient 8iIJ bagegcn rebucirt flc^ gegenwärtig auf 2(^x — ß) 
unb nm bie S3ebingung 8xlJ = gu bcfricbigen, mug man x=zß nt^mtn 
b. 1^. P in ben ^unft B rfirfen. S)ag auf biefe SBeifc ü wirfltc^ brw 
mögli(^ tteinjien SBert]^ erl^atte/ifl lei^t gu feigen. 

3n ben bcfonbern gäKen, wenn ü nur x unb y, ttin p, q,.,. 
enthält, l^at man jur Seftimmung öon x unb y bie bciben ©leic^ungcn 
(6); fowol^I bie Scbeutung ber 2(ufgabe aH il^re »uflofung tft bann 
biefelbe, xoit bie nad^ ber befannten Siegel ber 5)ifferentialre4)nun8 \)eu 
gunel^mcnbe 5?eftimmung bc5 3Äarimum§ ober SKinimumö einer gunction 
jweier inbepenbenter Variablen x unb y. 

III) SQ8aa ferner bie Sejiimmung be^ ÜRarimuma ober SRinfmutn« 
beö Sntegral^ (3) betrifft, fo ift biefe aufgäbe jefet genau bicienige 
geworben, beren Slufliöfung unö in %. 45 I) beft^dftigte, tnbem jcfct t, 
y^ t, dt nac^ ber Steige biefelbe ©ebeutung l^aben, wie bort y, », x, 
dx. ^an wirb auf ber ©teile ba§ bort mit (2) numerirte ©p^em 
nmf(|reiben in 
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5^ic ^vx^in qtma^tt ©rinucTung über bad gel^Ien Dort t unb cft i|i aber 
l^iet }u »teberl^olcn. 9lu4^ bie beiben t>or{ie]^enben ®(ei(^ttngen entH^alten 
mtr ar^ y, 9a?; öy; &^^, ^c. oH^nc ^ unb ed bleibt bariit ouii^ bonit, 
wenn man jtatt 8ar^ 8y^ d'^x, . . . nn^i ber fRttf)t »teber bie Quotienten 

^^ ^^^... einfefet, baö 3)ifferential d^ nirgenbd übrifl. 2)ettn 
a^ tt^ ät^ 

and fcem UrfpTung bcr gunction F^; nämltc^ 

P. = va.=p(.,,,g,»£^fc.5l«?f,...)^ 

folflt, »ie man Uiä^t erfel^en wirb, bag wenn wir »ie tjorl^in naä) ben 
in »ar, 8y, S^x,... entl^altenen fpotenjen \>t>n — iif)Un, F| fo »ie 

bie ^Jortietten 2)ifferentiofquotienten 8iF^; 9yFi jur erfteu I)imenfion/ 

dFi dPi ^, ^, ,, i ^ dF^ 1 .„ dFi 

*^8^8^" STai' dä^ ^^^^ (l-/^)ten, alfo 5^^^-;^. ^^"^^ 

»teber gut erften £)imettjlott fle^ätenj b. f). alle einjeluen ©lieber ber 
Unleu %^tiU ber ©leitl^ungen (7) unb (8) werben nacf» ^u^ful^rutta bcr 

angejeiflten ©ubftitntionen nur bie erfie ^otenj öon -- aW gactor tnU 

^alttn, »el^er fofort burd& S)it>ijion ber ganjen ®{ei(|)ung ju befeitigen 
ijl. Da l^iema^f blöd x, y unb bie 35ifferentialien dxj dy, (JP'X, dPy, 
d?Xj ... in (7) unb (8) öorfommen, fo lanK man jum S^xot^t ber 3n^ 
tegraticn na(|^ Selieben bad eine ober anbere S)ifferential conßant fe^en 
fei t% nun dx ober dy ober bad ^Differential bed SSogend ober bgl. me-^r, 
ol^ne bafi man megen biefer SJertaufi^ung ber ^nbepenbenten trgenb ^tmad 
an ben gebauten ®(ei^ungen (u dnbern brauste. Sel^anbelt man dx 
ald bo0 conjlantt ^Differential, nimmt alfo tP^iirO, d3a? = jc, fo 
wirb (8) mit unferer »ielgebraut^ten ©teic^ung (6) in §. 25 ibentif^. 
5)enn biena^ 8y; öV-^»»- genommenen i^artieDen Diffeientialquotfenten 
»on F| flnb, fobalb man barin 92^ = madj^t, biefelben aW mnn 
man f(^on t>or ber S)ifferentiatlon Q'^x =: gef efet l^ätte , flnb alfo einer* 
lei mit ben nac^ 8y, 9V; • • genommenen S){fferential<iuotientett öon 
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F(x, y, ^, P{,..^Q3;, miti F ba« utfptrnnflHctie V »otfJeOt. 
a)lan erhält alfo 

®e^t man aber biefe Sert^e in (8) ettt; lift bm allen ©liebrm g^- 

mdnft^fttlc^en gartor 8^ weg unb Jemetft, baß für »ieber — ;; 

Q*2' dt qx 

{u fej^en fei, fo l^at man »irflic^ bie ermfil^nte ©leicfiung ^or {ic^. — 
ffla« l^lngegen ba« ßufammenJeflel^en ber ®fei<i&«nflett (7) imb (8) an- 
belangt, fo mitb man au(| l^ier im Sotand ermatten, bafi fi^ biefelben 
in @in!Iang mitfien Ixinitn fallen, ba^ alfo bie ®(. (7) na^ geeignetti 
Slrandformation eine SBiebetl^oIung t>on (8) liefern xotAt. 

3n ber Z\^ai, nel^men mir m, ber flegebene Sluöbrud Y enthalte 
auf er x unb rj noci^ p unb q, fo baf 

F|=V»ir = F(ar, y, ^, q)bx 
if^/ fi> f^Ifi^ baraud 



«^ «^{ I *ir <^ 



+ ®'^Ä^) . ^^'"^ 



d.dy 



8^ 



^1 _^v dj ^1 — aV ^ a 

Subfiituiren mir l^ierin bie ^Vi» (1) fferguleitenben SSertl^e 

dp i_ Jl,— »iE _?i .-^ — L 

döa?~ öa?*^' döa?"" äar^*^ bx' d.d^x~ »x^'^ 
dp ,1 dq 8*^ ^ dq 1 



d.Qy ' 8a? d8y dx^ dj^hf ^ 

unb k{ei^nen bie (inten S^l^eile ber ©(eicf^mtflen (7) unb (•) bun^ I 
unb Y, fo mirb 

X = 8 J 8a: — 8V -f 8[8qV.2j] 

4- 8[8pV.p] - a[8,vgp] - 48,v.^] 

r=8,V8a:-8[8,V] 4-8[8,V0] +9'[9^V.^] 
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^= - i5> + 8,Vd? + »»^f^ - a,v^927 



2Öenn man nun bie in X angrifijten 5:iffmnHattonen auöfillgitt uub 
für aV feinen SBertl^ 9,V8ar -f 8,Vay-f 8pV9p + g^Vöj fefrt, fo 
öciwanbelt fu^ Z in 

SBeöen f^^ = ö^f) = a? + 1£ ^ = 8? - b(4-)bp reb«cirt f.c^ 
** 9a? 9ir ^ ' 9^ 9^ V9a:>^"^ ' ^ 

aber bie be«i erjt^n ©lirbe — Yp noclfofgenbe ©umme auf 

maß iitnt^i^ dlufl ifl. Stitl^in i{) 

(9) X=-rp 

® fJimint olfo »ite»<| bie Olei^ttng Zr=0 mir ber ®L r=0 
vberein. SBit wei:ben bie l^ier entbecfte Stdation (9) bemndci^fi t^on einem 
anbem Stanfepunfte au^gel^enb »lebet flnben (§. 58 V), ma^en ftioä) 
nc^ batauf anfmerffam, bafi ber gfoctor — p, mit ml^tm Y ju multl* 
^)Hciten iji, bamit X %vim SSorf(^ein fomtne, mancfjmal fcewitfen fann^ 
ba^ bie eine ber ©lett^ttngen (7) unb (8) tmmittelbar integraBet iji, 
»äl^teni> Wefe (Sigenf^oft bet anbeten üBge^t. Sn^tefonbete Xdtxiw bie 
SariaWe ar in V fe^tt, fo fdOt oitf bet (htfen ©elte in (7) baö erftc 
©Heb 9xFi »eg nnfc bie folgenben OHebet pnb laufer 2)ifferentiafquo;* 
tienten, ballet ifi bie ®I. Z = uumittettat integtaBcl, bie @I. r=0 
aicr erfl na^em man pe mit p multi^jlicirt i^at. ©iefen integrircnben 
gactot p traten »ir bal^er fowolgft tei bet aflgemeinen ?luflöfung biefe^ 
^aOd in §. 30 I) (@eite 1 1 3) aia •»# tu bem bagu gel^iltigen Sei^ 
f^)iere $. 53 I) tenufct. 

IV) S3on ben @{ei(|)ungen (7) unb (8) mürbe mi^ bie SefHmmung 
bed aRatimuma ober SKinimumS öon J^dx \\\ ben ^oXitw abpngen, 
mcnn V ein aul a?, y, dh, dy, ^x, ePy, . . . ftcWbefer Sludbtwtf ip, 
bet p^ gor ni<^ unter Me gorm V = Y{x, y, p, ?;...) PeHen Ugt; 

j. S. »enn V = 5^ g^ ober V = ^, ^ 

u, bgl. »fire. — (S« »erpei^t P4i femer öon felbp, bap biefe ©leid^ungen 
(7) unb (8) au(i^ für bie fproWeme über relative 5 ^aiAmvim ober 
!Dtinimum ju Itm^tn feien, »oBei man axx bie ©teile )»on Y eine 
^yxmmit V + AW (§. 39) ju fc|en ^at. 



jj. 56. — 280 — Qüp. V. 

©teilen toix un^ nun, um jun5(^fi ju ben aUßemeinen ©etra^htngen 
M §. 54 jnrittf julel^ten , untet M ben gJunft ir, j^ ber üaritttcn guröc 
AMB (Fig. 17) unb wntcr M^ ben entf<)re(^enbett, awf \>tt -ffla^laituvot 
A^MiBi liegenben $un!t ir-l-^:r, y-f/^y öor, fo wirb in ©ejfel^nng 
anf ba^ «nenbK^e abncl^men t?on PPi=^ar, fo ba§ »ir jiatt t bad 
3)ifferentiol di benfen, nnb »enn Mq || PPi flejogen wirb, qM^ b{e Sarlo-' 
«Ott rfy ongeBen. 3n ben tJorH^ergel^enben eapitefn bagegen toax bte 
SJariotion oon y fo J)tel afö Mr. ^tnn wir un^ wieöer, wie im 2Cn*^ 
fange Don §. 54, für baö ©Aftern ber gurtjen AB^ A^B^, A2B2, . . . 
eine ®Iei(|>ung jwifd^en x^ y , t, etwa 

(1) y=(l>{x,i) 

LdC^Cx t)T 
' ' I c?t er- 

l^alten werben-, welche frul^er in §. 2 u. fgg. bitrc^ rfy = Si(a:yit öorge-- 
fleHt worben ip. gemer würbe bte Otbtnate Pijt* au^ (1) baburc^ i^ 
ibere^nen fein, ba§ man or-fJa? an bie ©teile »on ar fefct, 'wfi^renb 
t = MeiBt, bie Drbinate P^Mi aber ftnbet ntan, mnn man in (1) 
glei^seltig x-{-6x, t-{-dt an bie ©tette öon o?, t feW «üb bann 
t = mac^t. auf biefe Seife ergiebt fl(^ 

ober »enn wii ittuä^i^HQtn , baf <I>(a!, 0)=y(a;) ftin foll, unb fiii 

1 

PiMi - PM = qMi = ^^^^ + «ßC^)^* 

3u 5«>l9« b^^fw gö'wd ifl biejenige @r8ge, wd^e wir auf unferm gegen* 
wdrtigen ©tanb))unft unter ber SSariation <fy t>er{tel^en, an§ {wei ©ummanben 
SUfantmengefe^t , t>t>n welken ber eine, n&mli^ Sl(x)di, ubereinfKmmt 
mit ber in ben t^orl^ergel^enben ^iti @a))iteln bur^ iy t)orgeßeIlten Saria^ 

tion , wäl^renb ber anbere burt^ /'(a:)<fa? ober -p dx ober pdx tejetc^net 

werben lanH. (S^ mag jum Sel^ufe größerer fpricifion unb um mii* 
lid^en 9}erwe4)felungen ju (egegnen nfi^Iicfi erf^einen, biefe iweiertei 



Cop. V. . — 281 — $. 56. 

93atiat{oueu fowo^I in ber Benennung a(d aud^ in ter Oe^eicfinung ju 
untetf^eibfn. Son Sagrange unb ben na^ il^m folgenben «ßd^rift* 
fleflern »irb ein Befonberer ÄwnjiaMöbnttf nlc^t gebmnd^t; in ber fnil^eren 
Slrieit t)on @träu(^, »eI4?e wir in §. 5 erwSBnt l^aien, flnbet man*) 
bie Scncnnungcn „infammengcfctte'' Variationen im Oegcnfafce ju ^ein* 
faci^en" i>orgef^Iagen , bagegen in bcm ntuan SBcrfe beffelJen ?liitord 
werben bafur bie Benennungen „gemif(|)te" SSariationen im ©egcnfate ju 
-„reinen" fuBjHtuirt. **) 9iel^men wir bie[e (entere Stomenclatur an, fo 
l^aien wir biejenigen ^lenbcrungen, wcld^e entjle^en, totnn ni^t Weö bie 
goim ber gunction (tejiel^g^w. bie SQBertl^e ber barin Jjortommenben 
Parameter), fonbern glei^geitig bie SÖertl^e ber ju ®runbe liegenben 
ittbeiJenbenten SSariaWcn gefinbett werben, gemifc^te Variationen 
JU nennen, w4l§>renb bagegen bie in, 6ap. I — IV gebraudS^ten gur Unteri^ 
f(6eibung reine Variationen l^eifen follcn. (Vgl. §. 2 am S^lufi.) 
SBad femer bie Vejeid^nung anbelangt, fo fdnnte man in ber SQa^ 
fcbwanlen, ob man ba wo bie Variationen beiber Slrten in einer Snt* 
widelung t>orfommen, bie gemifd^ten mit einem neuen ßti^m unb bie 
reinen wie fnll^er bur^ 6 bejeid^nen fotte ober umgefel^rt ***). SBir 
glauben bem le^tern iprinei))e ben Vorjug geben ju mö^en, unb werben 
int golgenben bie reinen Variationen bur^ (<f) anjeigen. 

S)ie gefunbene JRelation wirb ba^er in ben 3^^^» 

(2) iy = iä)y+pix 

gef ^rieben werben. Mnb wenn man im^ ba^ aU gactor an dy, äx, 
{ß)y l^öftenbe ^Differential bed Variationöargument« bii)ibirt, fo entjlel^^t 

(3) cf>==(tf^)y+K^ 

2)iefer »u^brud für Sy tann alfo in ber gormel für p'y (§. 54 ®f. (7)) 
aö ßoefftcient öon t eingefefct werben. Sie ßoefflcienten ber folgenben, 
mit ben ^Potenjen %'^, t^,,. , bel^afteten ©lieber Don f^y werben aber 
auf folgenbe SQBeife P4) burtfi bie reinen Variationgquotienten (6')y, (6)^y, 
(J)V; • • in Verbinbung mit ben in p'x entl^altenen unb in §. 54 I) 
erflÄrten Variationöquotienten i'x, 6'^x , . . . auöbrfiden lagen. 3la6i bem. 
Sa^lor'f^en @a^e erl^alt man au^/l), inbem man x in x -\- fx unb 
t j)on t = in t = T ubergel^en Idgt , f ofort 



*) Grunert's Archiv Th. III p. 122. 
**) Strauch V«r..CaIc. Th. I p. 72 unb p, 114. 

*♦♦) ^d^ierc« hierüber in ber 55orrebe. 
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dt ' ' dedt 



4-— 4t» + 

n^ ^*2 'if^ r 



• • 



• • 



• • 



• • 



S)a man in bett angejetgten £if erenKalquettentcn fibttaU t «= gefegt 
itnUn muß «nb ba <P(a:, 0) bie flcfwcl^te gunction /(ar) fein foll, fo ifl 
t>o(ßf]^enbe @Ui^unq einerlei mit 

gul^rt man aitr l^ierin fix f^z bie in $. 54 aufgefleSte Steige (6). ein, 
un^ fa^t bad entmidtette Slggiegat na(^ ben ^otenjen &on % iufammen; 
fo finbet vxaxi 

!Ro^ bequemer "oxtVM^i gelangt man }u bemfe(l6en Stgebniffe auf folgenbem 
S93ege. SRan fet^e in y »=. <li(ar^ t) für x in ®ebanfen ben Slu^bntd 
SPi(^/ t) ein, »obmc^ man alfo in ber )ee)ei(^nung \>t& S* 54 I) er« 
Italien »flrbe y = y^C^^ t)^ unb Mibe l^icrauf bie Differentlolien Don y 
jur erflen, jmeiten, k. Orbnung in Sejiel^ung auf bie 93ariable t, n&m(i(^ 



^~ylfi'^ dxdtÄ'^dx^ ^¥^ '^dx di^J 



rft« 



u. f. m., mac^e l^ierin t = 0^ nac^bem man inx^ dt, d&,., VvA\Aü 
\^ai , unb i^ergegenmMige {Id^ bie Sebeutung &on <S>{x, 0) fe »ie ))0n 
((f')y; ((F')V/ <^'^^ «J*''^/ • • S^öÄÄ ^ö* wflw foglei(^ 

(4) ^y='{^)y -{-pS'x 

(5) <rV = (J^)V + 2(cr^)pird? + qS'x^ + pcf ^a: 

»ie Dorl^er. 

S)ie in biefen Gnitt){(lelungen Doiiommenben Sariattimen ^, Sh/, . . 
unb il^re Sejiel^ungen ju Sx, ^i)y, (i)p, fix, ^df:j, . , laßen flc^ au<|> 
geometrif^ t>eranf (^aulid^en , »ad jur @rrei(^ung einer größeren ^i^erl^eit 
in ber ^anb^aiung biefer ®r(ßen DieDei^t nüt(i(^ ifl. (Sd fei (Fig. 18) 
üfM bie in ben Buflanb bed äSariirena S)erfe^te (Sur^e^ unb bie (Sttrt)en 
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tMifii, tiM^fi^ )»ei il^t nfi(^flanUegenbe , fo bft^ bie ®(et<^mt(icn blefrr 
bm (Surfen ait6 bec gemeinf4^aftIU^en @I. (1) ober ait!^ an^ bem gleic^^ 
bebeuUnbm S^ßente 

(6) Ä? = 5Pi(^, t) y ;«: JP2(^, t) 

babur(^ tnt^ptin^tti tourben^ bafi man bem Sltgtiramte t fucceffioe bte 
SBertl^e 0, dt, 2dt ert^eUt (p^l %. 54 I). UnmUtdbar l^iewu« fofgt 

ferner mtitn bie trigonotnetrifc^en Tangenten bct SBinfcI, unter n>e((|ieu 
bie @ut9e M/t im fünfte M^ bie (Sur)>e irHi/^ im fünfte t, bie 6un>e 
YiM2iU2 in Vi gegen bie 9lbf€i{]ena;e geneigt finb, bec 9teil^e nai!^ iufdf 

geben. Unb i^nli^ed gilt t>on j» n. f. to. 

SBenn nun MHilf2 ^^^ ^^^^ ^^ ^^^ M for, y] taufenbe^ alfo 
einem patiiMitta unb conßanten ßitxifft ^9n t entf)»te(|enbc Sut)>e ftud 
bem @9fieme (6) iß, fo l^at man 

PPi=«ira? PiP, = rfar + <JPir P^Pa — PPi = rf2^ 

qMi = rfy qiMj = cTy -f <^^ «1^2 — qMi = d^ 

Semer gielt d[p ben Itnterfc^ieb gmifi^en ben trigonomefeifc^en !£(mgenten 
ber SQinlel an, unter meldten bie an bie <Sui»e M/Lt im ^unlie H unb 
an bie @urt>e H^jUi in M^ ju confhuirenben Siangenten gegen bie Slb^ 
fei jfenajce geneigt jlnb j ferner dp -f <^^ ^V^ Unterfd^ieb u. f. w. 

^oxi ItvxtAt l^ier gleich, ba$ meit bad O^^erationdgeid^en (d) eine 
untjeränberli«^ gebliebene Jlbfciffe ijorauafefet, (d)ar = i% J&ierou« folgt, 
bafi aui^ (i)ix, (6)fix k ni(i^ t>ortommen fSnnen b. 1). gleich ffluU 
flnb. Sl^enn wenn (i)X für j e b e n fflertl^ öon x gteic^ Jhttt ifl, fo mug 
au(^ (d)(a? + d«) = 0, alfo (d)dar = fein. U. f. ». 

©el^r tin^a^ ijl nun bie geometrif^e SJebeutung ber oben gefun^ 
benen gormel (2); biefelbe fagt Woö an^, bag ber Unterftä^ieb i»lf4)en 
fiM^ unb Mz ju ben auper Slc^t ju lagenben unenbli(|^^ Keinen ©röfien 
l^öl^erer Orbnung ge^jre, ba§ man alfo 

jliM^ = (d) PM = ( J)y 

fe^en bäife. SEbbirt man ndmlic^ j^^rgu bie &Ui^n% ^ =:=-pdx, t^t 
toegen p = tang qtf jtt ebenfaDd unter Slbftraction t>on ben Unenblid^^ 
Keinen {weiter Orbnung ri^itig iß, fo ffil^rt bie gigur {ofort )u 

@9 wie aber bad gortf^reiten Dom fünfte M jn Vi glei^übebeuten^ 
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mit fcet aSotpellmig i% bog ber gu t/ = PM flci^arige ffiettlSf öon t um bad 
SDiffetcntial dt junel^mc tt3fl]^rettb t wngeSubert Weilte, fo f(i^teitet tnou 
nun ijott Mj ju M2 babttr(^ fort, ba§ man ben gu P^Mi ö^^örifl"^ 
SBcrtl^ i)on t »tebet um ein ^Differential »ac^fen ld§t. ^ieAei tritt 
[i^M2 dn bie @teUe oon /Mi unb qijc«! an bie ©teile t>on q^ii. 6^ 
muß alfo fein 

lIIlFj = ( J) P;m; = ((J)(y + (rf)j^ + pdx) = ((J)y + ^ify -I- (cTjpcr^r 
b. ^. (7) ^iMg - ^Mi = ((r)2y -f ((^)^(r;r 

Slnbererfeit^ folgt ater iei bcm eten (jebat^ten 5ortf4)ieiten Don ben 
jpwnften M^ [i, q ju ben ipunlten Mo /Wj, q^ bafi, gerabe fo »ie 
qii = p*PF^==pgx flewefen ifl, äu(^ - 

qii^i = (i> + d^i>) • P1P2 = (^ + *i>X*^ + c^2^) 
fein miige; alfo 

(8) qifi^ — qA* = P^^ + <P<^^ == i?<ä^^^ + ii)piii! + J*^^ 

auf bie l^ier getrau^jte 8lelation 6p = (^S)p -f- g^J^ werben wir fofort 
im folgenben $ara3ra))]|^en gurfidlommen. Sei ber ^bbition ber ®Iei^ 
djungen (7) unb (8) ergieW fi^ aier 

qiMg — qMi = äh/ —pd^x -f q6x^ -f 2id)pdx + (<r)2y 
was mit (5) utereinfiimmt. 



fei wviix, wie in $. 6 II) • 

ü = F(ar, y, prq,... z, JJ, (|, . . .) 
t\n gegebener ^udbrud, in welkem y, z no(|) unBefaunte Functionen 
oon X, unb jp, q,.. p, i|, . . i^re S)erij>irten sjorfiellen. SKan oerlangt, 
inbem x, y, z gleic^geitig »ariiren foHen, bie Variation rfü. 2)iefe 
würbe gu gofge ber gegenwärtig (im t>or. §.) unb ber frül^er (in §. 5) 
feßgefe^ten Terminologie eine mittelbare unb gemlf^te fein. 
I) 2Ran erl^alt junäc^fi 

rfü = 9xü Jar + 9yürfy + öpü<rp + aqllrfg + 

+ 8.Urf» -|- 9^ürfp -j- 9qürf(| + 
£)arin ift nun Jereitd Belannt an^ be« vorigen jparagrapl^en ®l. (2) 

eienfo ift naturH<^ cJ« = ( J)» -{- prfir 

aUcitt bie l^ier angewenbete Siegel, wona(|> man bie (gemif^te) ffiariatton 

einer Function )>on x babur(^ erl^filt, ba^ man {ur reinenä^ati^ition 



• • 



• • 



(5av. V, — 285 — §. 57. 

betfclien ne^ bo« fprobiift il^reö 'Clfferentialquotlentctt 
in ben göctor dx aiiixt, Wßt fldj^ cfenbor au^ in Setreff ber 
guncttonett ^^ if, g, ((,... flerabegu anwenben., ft^tmmä) »ttb 

Sc^t man aHe biefe SBert^e in iU tin unb bentetit, ba$ 
»xü + 8yü.2> + 8pü.g + • • • + SjJp + 9*)U.(r + 

dC 
ben totalen S)ijfetenftiaIqMottenten -— angiettj fo erl^alt man 

dV 

(2) rfü = ^- <^^ + ÖyU (Jjy + 9pU (cf);) + 8,U ^S^q + 

cbcr aud^, fcBafb man burc^ dt iMhlvt, 



• • • 



• • 



• • 



• • 



•+8.U,<r). + 8,ü^ + 8,ü^^* 



fl(a; ' d!ar2 



+ 



• • 



//IT 

lic ©nrnme ber auf ^^^ folgenben ©Heber qtebt ojfenbor bie reine 

gSariation (rf)U w, fie ifl ibentif^ mit ber gormel (2) in §. 6, »eil 
bie bort S)otfommenben Satiationen reine flnb. Ueberi^ait})t Ia§en flt^ 
aUe in ben )>or]^erge^enben Sa^iteln entmitfelten Formeln na^ ^tt* 
touf^ung be« ßti6)tn9 tf mit ^6) ober naä^ ©ubflitution t>on 
dy — pdx für dy, Sz — lfix für Ja, k: fofort in nnfere jefeigen 8?edjip 
nwngen übertragen, »ie ein für aHe 8Ral l^ier bemerft fein mige. — 
SBir Ijnnen bal^er auc^ f(|>rei6en 

(4) d\} = ^ä)\i + ^ix 

unb biefe gormel ift, wie man fielet, »ieber na(^ berfeiben Siegel geb{(bet, 
beren SBortlaut wir oben t)or SCuffteOung ber ®(ei^ungen (1) gegeben l^aben. 
II) @0 bürften jebcc^ in Setreff ber obigen ©leid^ungen (1) no(^ 
einige Srlduterungen l^ier cm Ort fein. lDa{i man bie £)))eration6iei(f^en 
d! unb J, menn fie H^intereinanber folgen, anä^ in ben gegenmdrtigen 
gie(bnnngen i>erfeten bflrfe, fo bag ddPy = d^dy ift, tjetftef^ P(^ wn 
felbft; fobalb man ji^) rin @9Pem jweier ®Iei^ungen x = ff^(t, i), 
y = ^^{t^ t) oorfi^weben IA§t unb bebentt, bap bur^ jebed ber beiben 
Seiten d unb 8 nur eine ^Differentiation, ba0 eine SRal in Sejiel^nng 
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a«f i, bo« ahbm SRal in «Qle^fl otif t, oiiftQelflt »fa*. an««tt 
ca i(l 4p jcfct iit^^t mcl^r gletc^bebeutcnb mit -^^ Jj ni^t 

gleich -^; «. f. ». üor »cl4)cm aSetfel^en xci(x^ f!(^ um fo mel^r in 

2(d)t ju ttd^mm l^abm »bb, att matt In bett öorf^ergd^enbctt ßapltcln 
on biefe ©IcU^l^itett fi4> bereit« flewöl^nt l^at. ©egenmättift i^ aber 

_ dy _dxd8yj-^2jydi3^ ££^_ ^^^ 

^ ~ 5i ~ cic^ 6^- dx 

©efeett »ir If^ietin für 8y feinen SBertl^ (%+iö<^^ tinb qdx für <ip, 
fo eil^alten n>ir 



,^=^y+,,. 



ferner »iib 



dp dxdip — dpdix ddp dix 

^ dx d^jfl dx dx 

©e^en »ir l^iertn für dp feinen eben gefunbenen Sertl^ unb rdx für dq, 
fo entfielt 

3n gleicher Seife fann mon offenbor immer meiter »oranfd^reiten. Ueber^ 
IS^oupt ifi alfo, itberetn^mmenb mit (1) 

III) S&ir l^aben l^ierbei au(^ 9(n(ag anf bie Variationen s>on dx 
einen ^M ju merfen, fo koie auf bie na^ or genommenen 3)i{ferentianen 
üon dx. Um bie Sebeutung Don ddx ju erfennen, mug man flc|> auf 
ber urfi>rungli4ien 6urt)e y=^fix) jwel 5ßunfte M^ M' beuten, Don 
benen bet erjte gur Slbfciffe x, ber anbere ju a? + dar g^el^rt , unb mn^ 
bann auf ber tmenblici^ nal^e liegenben Dariiienben @urDe bie- ^wOit 
Mi; M|' ftriren, »el(|e )U M^ M' bie entf)>recbenben {inb. 3)er 
Unterfcl^ieb ber ju Mi unb M|' ge^^rigen SIbfciffen ijl bann au^nfc^einlic^ 
ber vm feine SSariaüon ge&nbcrfe SBert^f oon dx, unb wenn wir alfo 
Me 9uf))iiiitte ber {u M. M^ Mi^ M^' gel^orenben Drbtnaten nai^ ber 
«eil^e vxii P, P', P^ P^' bejei(|>neu, fo ifl dr-f crdar^+P^Pi'. 
«e würbe ]^ierin> wemt P^P^' ate abfolute dal^( angefei^n wirb, ba« 
olere ober ba« untere 93or)eid^en anjuwenben feiif, \t nad^bem bi< SCbfcijfe 
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be« fPunttfd Ml' qxi^ct über «einet old bie bea !pttntta Mj {^. @e^eit 
tt){r aber fefl^ ba§ jebe mit jmei Suc^fiaben benannte Sttede ber Slbfciffen^^ 
axt q19 ))Dfltbe ober aU negative S<^^i d^'ten foffe^ je naci^bem fle Don 
i^rem eigenen 9(nfane9))unlt an gerechnet na^ ber ©eite ber mac^fenben 
ober ber abne^menben ^bfciffen gerichtet ift, fo Mnnen wir M boppetten 
i^Sorgei^end überall entbel^ren unb und an bie ®(ei($ung 

(6) da! + ddx = P^P^' 
Italien. 

SlnbererfeiM aber ifl ix = PP^ . 35af biefe ®rj§e mit x felbft 
))ariabel fei, erl^eüt unmittelbar ava if)ttm Urft^rung. 9ta(^ tintm gort« 
fc^ritte um bad ajijferential dx tritt aber P'P|' an bie ©teile \>on PP| 
b. 1), ti ift 

(7) da? + rf*a? = P'P/ 

SBenn man nm, um oon H nac^ Mt' }u gelangen, ben (Suroenelementen 
MMi , MtM|' na^gel&t unb biefelben auf bie Are ber X pwikitt, fo er* 
i^ÄIt man ju golge (6) 

PPi + PiPi' = äx-}-dx-^ddx 
fRxmmt man bagegen feinen SBeg im^ bie (Surt)enelemente MM', M'M|S 
fo finbet man al0 bejfen 5projection mit 8lfi(fp4>t auf (7) bie Summe 

PP-f FP/ = cfcr + cr4:4-d(ra? 
S)a beibe fßroiectionen etnanber glei4> finb, nämlic^ =PP|', fo folgt 
^ieroua , wie e« fein mu§ , rfda? = dSx. 



®e]^en toir nun ju ben Variationen ber ^nttitalt ü== 1 V<Zar 

über, wobei V einen gegebenen «uöbrutf F(a, y, Py j,..0 bebeutet. 
I) S)er um SM öergrö§erte ober oerfleinerte SDertl^ oon ü wirb ba« 
bur4> erjeugt, bap erjlen« wegen ber SSariatioiien J>on x bie Integration d^? 
grängen fid^ nm dS i^^sp. (fa dnbern, unb bag {weitend in golge einer 
reinen Variation bed y au(|> V eine reine Variation (S^Y erleibet. SHe 
aud ber erflgtbac^ten Urfacf^e erwac^fenbe Slenberung wirb buri^ bie 3)iffe« 

reni V^ d| — V„ Ja angegeben, bie anbere ifl | (d)\dx, alfo im ®anitn 
(1) (rü = V^JJ-V„J«+f((r)Vdir 
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Um biefe« beutli^ cittjufe^fn, t^eiJe man fcoö 3tttefltotlon«ittter5)att, »cli^rt 
jefet öott a + Ja bf ö J + *? ^^^^' "^ ^ uttenbU(|^i.obtte]&mcnbc 3;i^eiJ^en 
lOj, w^, «3,... bereu lefctc« cfj fetj fo wirb, wenn toit mit 
[V]i ben SBcrti^ oon V für ar = « + cTa 

[VJ2 ff »I ff »r ff ar = a + <fa4-<»l 
fVjg „ ,, „ „ „ Ä' = a + d^a + a>i + (»2 

n. f. ». u. f. ». 

bejet(^nen , ber neue SBert^ i9cn U nai) bem befanuten ©runbfafte übet 

befitmmtf Snteflrole bur<^ 

lim. j [V + (<r)VJi«i + [V + ((TjVJjcoa H 

+ [V + (<r)Vj„^,a,o-i + [V + (rf)Vj|<r? ( 

an%cititn*y ber jirjjjrungti&e ©ert^ ba^eflen »ar 

lim. } V^rf« + [VJiO), + m-«^ H + m„-_,ai„_i t 

IDie SJifferenj betber ©ummcu liefert un3 ölfo bie verlangte Sariatfon 
SV. Dlefelbe bepelzt au9 V^ J? — V„ 6a unb bem ©räuiaugbrud 

lim. 1 US)\]ico, ^ [( J)VJi«2 + • • • + [(cf)VV^,a)„_x + [(cr)Vj^J| j 
5Liefer lefetere fft aber »{eber glctd^bebeutenb mft I (rf)Vda?, wofür mon 

J a+cfa 

au^ I (J)Vd^ fet^n !ann, ba ber Unterf(ij>ieb jwffc^en biefen briben 

integralen ein Unenbli4i41eined ber {weiten Drbnung i% 

SDBir Wunen un^ fel^r leici^t benfelben SSeweiS ber gormel (1) auA 
geometrif^ t^eranfcbaulic^en. SSenn wir nimli(|^ fenfre(|t gur 8(bfci{fenaxe 
bie SBert^e fowol^I öon V wie S)on V + (6)\ aU Dvbinaten auftragen, 
fo bafi etwa bie guröen AB, A^Bi (Fig. 17) ben Ort für bie ®Iel^ 
(buuflen y = V, y = V + (J)V barfieHen, fo ßiebt rfü ben llnterf(|>icb 
ber glä(ij>euräume HiAiB^Ki unb HABK an, b. f). 

KBBjKi — HAAiHi + AA^B^B 
2)er erfle Sefianbtl^eil l^ieroon iji V^JJ, ber jweite V^rfa, ber leftte aber 

j (6)ydXj in fo fern man bie unenbli(ij> * fleinen Orögen ber jweiten 

Crbnung nuper 9i^t Mgt. 

II) Sia^ äu^gel^enb J)on ber unbefilmmten Sntegration jYdx 
gelangt man gu glei^em (Srgebnid. SDenn man fid^ uAmlic^ benft, baf 
in V ilberaD x-^6x an bie ©teile t)on x trete unb glei^^jeitig y in 
y-\-^yf P ^^ P-^-^P} ^^- wbergel^e, fo wirb ju golge (2) unb (4) 
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ober (3) <^V = ^cZV(ra? + (cr)V 

Sttbem moft aier, um jTVe/a? m^ t ju btffcrentliren , bert ©aft öon ber 
5Dtffmnt{o<ion itntcr bem 3ntcflrafje{d&ett anwcnbct, unb babci an^ dx 
üW gunctlott tjon t bcl^anbelt, erl^äft man 6j\dx = Jd^dx + fYdix, 
Mttb biefea t>ewaftbelt fiel, foBalb man für rfV fcirten SBertl^ einfe^t in 
SjYdx == /rfV<y:r + J^S^Ydx + J\ddx = JcfCVrf^r) + J^i^Ydx 
\>. % 

(4) (T/Vt/ar = Ydx + /( J)Vd;r 

Scjfcl^t mm bie l^ier ongejctgten Snteörationen auf bie tcftimmten ©ränien 
ir = a, ar = J «ttb fcftt einfltwilm öorau«, bag fiir bte gu fud^cnbe 
gunctiott y=/(a?) ber «udbrud V »äl^renb bc0 3ute3raHottd{tttert)aW 
nt^t bidcontfuuirlic^ toetbe^ fo ergiebt f!^ 

rfü = f rf(V^) = V^ d^ ~ V„ (f« + Hrf) Vdp 

»ie »orl^er. «tt Sntcflrationggranjett waren l^ierbei ^, a unb nt(^t »ie 
in I) f + <Jf5 a + cTa gu ne^^menj benn ba bereit« in Ydx an bie 
©tette beö variablen a? überaß x-^'dx gefefet worben fft, fo mn^ man 
battiit ba« uirfprfinflli^je x ba« SntertjaD J?on a + Ja Bt« ^ -f- rff burd^^^ 
laufe, bem erjlen ©ummanben in x-^dx bie Oröngmertl^e a, ^ bei* 
legen, »äH^renb ber gmeite ©ummanb [Sx]^ = da resp, [rfarj^ = rff »{^b. 
III) Uebrigen« gilt bie gormel (l) au(^ ol)nt irgenb welche SWobi* 
fifatiun in ben ,%i\ltn, mnn in V auger y, p^ j, . _ no(|i anbere nn^ 
ielannte unb öariirenbe gunctionen t)on x ntift il^ren SDerioirten enti^aften 
flnb. 35enn »enn « eine foI(f>e gunction bebeutet unb mnn man 

dz d/^si 

dx^ ^^••- ^^^^^^ ^^^^ V> fl»-- ^orjlefft, fo mn^ man g»ar, um 

*V jtt erl^alten, auf ber regten ©eite ber obigen ®l (2) noc^ bie 8e* 
flanbtl^eile 

+ 9xV (*)» + d^>V (cT)? 4- 9qV ( J)(| + . . 
I^ittgufögen, allein bie er jie Seile l^ieröon gel^ört nun gu ^dVix, bie 

i»eite iu (<r)V, fo baß bie ©teic^ungen (3) unb (4) gan^ ungefiort bleiben, 

19 
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lY) ffienn in V an^n x, y, p, q,... no^ einige bet 0rAn|»arti^ 
?, a, y^, y„, Pi^ P«, ?|,. • wtlommen, fo ntnf man jn bem in 1) 
unb II) btf))TO(^tn(n <fU noci» bie Sntegtale 

(5) Jf «ridx, /g<rad^, J^*^^!^' JS^y-'^' ^'- 

j^injuffiocn, gerabe wie in $• 52. Sie ©r&niDariationen d^, Ja, «f^^^, 

^Va^ ^Pv *Pa5--- Pw^ ^w<^ ^^f fcö ß^ ff4> 6tol auf bie eittgelnett 
fpuntte A, B bejiel^ett unb ni^t »äl^renb be« 2)ur^Iaufen3 be6 Sniegrcu 
tiondinter^aH« P4> continutriid^ finbcm, augetl^alb bei SntegwiTgel^^enl gu 
itinflen 5 an bie ©teile öon rfj^^ , dt/„y ip^,.** wirb man jeboi^ , um 

bie ©liebet (5) mit ben «eftanbt^eifen %%^, — N„(<r)y„, P|(cy>P|, 

— P«(<^)Pa5 • • • i" tjereinigen; wel^e in ber für dV M (1) aufflejlefften 
gormel ou3 bem legten Snteflrale entfprinaen, bie fflertl^e 

c^yi==(*)yf+V?. ^Va = i^)ya+pJ^^ *>!= (*);?^ + ?!*?»••• 

lubjiituiren. auf biefe SSBeife flnbet man au9 (1), noc^bem man mit 
J{d)^dx bie iefannte Transformation (§. 23 ®K (3)) tjorgenommen 
i^at, bie gormel 






(6) 






+ 



• • " • • — • • • • 






worin ; wie fiewoJ^uHc^ 
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M. f. ». gefefct worben ift. 

V) 2)ttr(^ bie ouf |)orHelIem Sntegriren Bentl^enbe S^rattöfotmotion 
t>ott J\i)^dx »utbe ieiDirft, baß fl^l unter bem Sntegraljetd&en nur 
1104^ bie ein jigc SSariatton (<J)y iefinbet 5)a abtx (ß^y =^ dy — pix 
%% fo tl^eflt fi^ baa Sntegtar, rpel^e^ ben ®(|Iufi ber gotmcl (6) bilbet, in 

Ja Ja Ja 

»obei »tr, größerer Mtit »eflen, gerabe wie frul^er in ben §§. 37 fgg. 

(8) SB = 8,V - 1 d8,V + ^<?8,V - ^^8,V + . . 

gefegt l^aBen. S)ie ©rfißeit SB^ — 2Bp entfprc^en bal^er ben tn §. 55 
III) bur^ r, X tjorgefleDtfn »lu^brfiden, wnb l^iermtt t^ ber ©rnnb bcr 
bort flefunbenen fftüation X^=— Yp auf gebe*. 



§. 59« 

<S)te 9(nmenbung ber im s^orl^ergel^enben $aragra))]^en entoidfetten 
gormein auf bie Seflimmung beö SBarimumö ober 3Rinimum^ be^ Sntegratt 
ü = J*\dx ijt nun leii^t ju mai)tn. 

I) Suöärberfi »itb man ben goefficienten j>on (6)y in bem legten 
Seflanbtl^eile t)on dU glei^ ^nü ju fe^en l^aben, toa^ man mittelfi ber 
in S. 24 audeinanbergefe^ten ®4)(ußfoIge auc^ l^ier oi^ne SDläl^e l&egriinben 
würbe. (Si iltiit alfo bie fogenannte «!&au))tgle{($ung, ol^ne 
irgenb einer äßobififation wegen ber gegenw&rtig in Se^ 
tta^tung gezogenen 93 ariationen t>onar }u ibebürfen, genau 
«nf ere Belannte &l (6) be« §. 25. 

(ferner \\t erft^tHc^, baß bad 3(ggregat ber bem legten integrale in 
ber gormel (6) beö t)or, §. . oorau^gel^enben SSeflanbtl^eile »on rfü außer 
ben ibeiben mit i^ unb iu multi))lictrten ©liebern noc^ gerabe fo ole(e 

mit ben gactoren (g^y^, ^i^y^, F^^lt'*'* ^^Wtit ©lieber jfip, 

«W in ber ent|>rec^ettben gormel (5) be^ §. 25 oorl^anben waren, ffienit 

19* 
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baf)tt -j^ ber %ii^^t in Y S)orfomtnenbe IDifferftttialqttpUent »qii y i% 

fo Belauft fld^ bic anjol^I jener ©Heber {efet ouf 2m + 2 , »dl^renb fle 
frii:^er (tjgl. §. 30 II) fllet^ 2m »or; nnb »enn fefae Sebinflungdflleu 
ci^ungen jwif^en ?, «, J^|, y«, jp^,. . . ju erfüllen »Ären, »enn olfo 
mi^ i^ unb (fa beliebig nnb t)on einanber nnabl^fingig gebaut »etben 
feilten, fo würbe bie allflemeint ®leid&unfl dü = fl4> in 2m + 2 
einjelne ©rfinjflleidjungen f|)alten. Sebenfall^ liefert fle obet »egen beö 
erwäl^nten J&tngutritta ber beiben mit i^ nnb <fa bel^afteten ©lieber jmei 
®r&n{glei(f)ungen ntel^r, ald maM in ben analogen fallen be$ britten unb 
«vierten (§a))iteld erl^ielt; unb eben baburd^ »irb ed migli^ au(^ für bie 
Sntegration^gräuicn $ unb a bie inxa ^axivmvx bejiebdw. SDlinimum 
«>on U taugli^en SBertl^e audgnmitteln. — äSir l^aben l^ierbei {Uflfc^meigcnb 

angenommen, ba§ in V, wäl^renb — ~ ber l^J^^f^e Dijferentialquotient 

ein« ber ®tänjn,«t^e [g]^, [g]^, [g^]^ u. f. m. »orfotnm*. 

©oUte |l(^ biefe« lefetere ieuial« ereiflnen unb mürben babei nici^t gufdUig 
einige ber eben gebncbten @r5njglet4)ungen ibentiftb, fo vxvi^it man flc^, 
um ni^t mel^r SefHmmungdgleic^ungen ald unbeftimmte ©ragen in ecbalten, 
barauf bef(^rfinlen bie Aufgabe in bem Sinne ju Bfen, bä§ für alle in 
aSerglci^ung ju jiel^enben üäriirenben ßuröen bie eine ober anbere ber 
©ragen J, a, y^, Va^ P^i-*- einerlei SÖeril^ befifecn fotte, fo bag il^re 
ajariation JRuIl ift unb man nic^t i^ren ßoefflcienten in (6) glei^ 9lull 
gu fefcen brauet. 3n eben biefelbe Slot^menbigfeit l^atten mir nn^ bereite 
frul^er einmal in §• 30 IV), ein anber SWal am ®^ln^t bei. S- 53 m^ 
fett gefe^en. 

11) ffienn ^cn ben ©riSnjabfcijfen f, a unb ben |Mge]^6rigen £)rbi« 
naten y^, y„ ober aucb einigen anberen ber auf bie Sutegrationögrängen 

begfiflli^icn ©ragen, »*« jt?^, ^„, g^, ♦ • . eine gegebene Sebingungaglei^ung 
in erfüDen ip*), fo wirb man baraua eine ©leit^ung dQ^ =0 nimltc^ 

*) Der senefdte (efer wxth gebeten, tte|e« fc^on in S- 47 {u gleichem 3we(tc ge6rau4((t 
3et(ben Q aU eine crbeve 2fi:t onff^en unb ttm „^xänit^ta" («fen a» tooSeii. 
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^tütitm (p^l 43 III), toü^t, miitm man in xf)x bie gemifi^ten fBatia^^ 
tientn burc^ bie telnen audgebtudt f)at, bie ©ejlalt ecl^ilt 



t«) +© + g..+g..H-) 



rf.y,^" ' d.p, 



itt >=0 



3tt ber füt^tl |telli(|i »erben in einet fold^en ©ebinflunfl^flleicIfUttfl 
0^ r== CoDst. nut einige »enige ber genannten ®rd$en Dorfommen ; ed 
wirb g. S. wenn gefotbert wirb, baj ber ®ranj})Mnft A ouf einet ge* 
geienen ©tänjcuröe ilC«, /?) = liege, bie ®(. (2) flci^ tebuciten onf 

dr . . dr ^ fdr ^ dr ^.. . dr . 

SÖit ffaitn ^iM^tt fogat ben einfo^fien aDet ©tfinjfälle, ndmH(^ bie 
»ebittgung *y« = p«*« + (<^)ya == obet <''y|=jP|rf? + (<J)y^ = ju 

2&^Un, il^nlit^ ben in S. 48 @[. (10) und ))otgetommenen. 

Die Sltt unb ffleife, wie jebe fofi^e Sebingungögreidjmng in ben 
goHuI aufjunel^men fei, ijl ieteite ou3 ftfil^eren Untetfuc^ungen l^inWnglic^ 
(etannt. ^an »itb n&mli^ bie @Iei(i^ung (2), nad^bem ntan {!e mit 
einem anfangö unBefiimmten gactot 8t multlpficitt ^at, ju bem Stggtegate 
abbiten, ml^t^ in bet gotmel füt SV bem legten 3ntegtale J^{d)ydx 
t>otandgel^t,, wirb ivx gaKe no^ onbere ä^nlidjfe Sebingung^gleitluttgen 
<r©2 = 05 rf03 = O,... öorKegen, gonj eBenfo mit biefen »erfolgten 
unb ft^lie^Ii^ bie ßoefflcienten bet SJatiationen rff , Sa, ^S)t/^, iS^y^, 
{ß)P^ , {S)jp„ 5 . . . fdmmtli(|> glei^) Slutt fejen. fSÜtnn »it und |ut ab* 
fiitjung geftatten, but^ 

- bie ©nmme -^—p^J^—q^j^ 
dV <fV , dV . dV , 

(3) t: • " :^+-j7rTPc.-\-^zr%-\- 



• • 



da " " d« ' d.y/^ ' d.p^ 

d| " " dl ^ d.y{ ^f ^ d.pf ^i ^ 
u. f. ». u. f. w. 



• • 



• • 
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^oxiu^tUtn , mt fii^ »egen ber 'Slnalogie jener Qxmmtn mit ber t^oit 

dS 
m9 gettJöH^nH^ bur(^ — iejetc(>neten ®r5ße leicht in 8l(^t Bel^altcn W^t, 

fo gelangen tolt anf bem angebeuteten SQBege jn bem ©pjteme folgenber 
(Sleic^nngen : 

ßoeff. öon 




m 



• • • • •• •• 



^^+«.^H-«2^^ + - = o .«r« 



da ^ ^ da ^ ^ da 



J. 






{^)V. 



• • • • •• •• •• 



an bie ©ebeutnng »on N, P,.. . ift im »or. §, ®f. (7) no^i^mala er:r 
innert »orben. 

3n Setreff bea ®eBr(u«|>a biefer Oleic^ungen würbe im attfiemeinen 
bad in §• ^3 III) ©efagte jn »icberl^olen . f ein , nnr f)at man, inbem 
gegenmärtig auc^ bie ßoefflcienten Don rf J unb Ja gfei^ SIntt ju fe^en 
»aren, jwei ©leid^ungen mel^r erl^alten aU am angeful^rten Drte^ »o* 
gegen ober au^ bie SBertl^e öon J unb a ju ben gefu(^ten ©rSfien gu 
idISlIen flnb. 3n«befonbere iji au^ ^itt bie unter V) im angefü^irten 
5Paragra})]|^en gemati^te (Srinnerung im »uge ju bel^alten. ^tn\i wenn 
j. 8. a nic^t öariiren foH, fo fdllt bie erfte (Steigung in ber jweiten 
@tnppt t>on (4) »egj oHein infofern nton aWbann a ofö dnt gegebene 
®röge onfel^en barf, iJjt gugleid^ l^iermit bie «njal^I ber ju fn^enben 
®rößen um eine tjerHeinert worben. — S)amit in biefer Sejiel^ung bie 
9(nn)enbung ber ®Iei^ungen (4) mSglici^fl bequem fei^ l^aben wir in ber 
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legten Solitmne jebe^mal btejenige @rAnpanatton angejetgt, beten @oefflcient 
burc^ ben linfen ^tW ber betreffenben ®(ei(|iung angegeben wutbe. 

3ßon barf biwbei au^l nie^^t iiberfel^en, ba^ unter UmjWnbe'n (rf)y. , 
(<^)y$ fll^'<^ 8^«n fl^f^t* »erben mufen, oiwol^I ble ©ränjpuntte A, B 
Bctbe öariiren foHen , obwoi^I olfo iy^, Sy^ »on 9Iutt t)crf(|>icben finb. 

SQBenn §. 8. eine '©ränjcuröe L^ AA^ gegeben ift, etma bur(|> bie ©let^ung 
ß = %i^^, uttb »enn geforbert wirb, tag bie gefugte (Sutüe y^=f(je) 
im fpunftc A mit jener ©rSnjcuröe einerlei 3;angente beji^e, 
fo ttittg l>a =/'(«) = z'(a) f««5 MW^ t><^ (^« 9Sernac^ia§igung ber 
Unenblic^ * Keinen jweiter Drbnung) cfy„ = (T/J = X'(a)<^« *f^/ \^ 5<»6en 
»ir in biefem gaDe bie Sebingung 

^Va — PM = b. ^. ( J)y„ = 

(-(Strenggenommen ifi linier (J)y„ ein Unenbltc^ i« Keine« jweiter Orbnung). 
Sußleidjy wirb cTp^ = x'C« + *«) — x'C«) = x"(«)<^«/ ^^f«^ 

(Sint i^nlit^e Setraci^tung wirbe fl^ über (rf)y^, i^)P^f ... im @egen* 
fafce gu Jy^^ rf^^, . . . anfieHen la^en. 

III) gm erMuterung tjorftel^enber Siegeln nel^men mir öorerfl bie 
feiler einfa4)e 81 n f g a b e : e« foH bie lurjefie 8inie beftimmt werben, rottet 
tjon bem f eflen 5punf te A [a? = « , y = ß\ nadS> einer gegebenen 6urt)e 
L2BB1 gegogen »erben fann. S)ie ®Iei4>ung biefer ®cin;curt)e mdge 
bttr(|> f] = x(^) »orgejleHt »erben , »obei »ir nm bie SDlöglid^feit riner 
6onfuflon mit ben Drbinaten ber gef ud^ten (Surtje AB obgufc^neiben , tj 
ftait y gef<3^rieben l^aben , »a« ou(i^ in jufnnftigen ÄJ^mli^en gätten ge* 
f(|>e^en »irb. 

Butti^fl l^aben »ir l^ier bie i»ei ®ebin^ungdgleid^ungen 

(5) ei=ya-/^ = (63 e, = y,-;C(J) = 

gerner ift V = v/T+^, N = ^^^j^, P = ... 

3WitteI|i biefer SBertl^e unb mit JRüdf^t barauf, bafi da = , (rf)y^ =^ 
fein foD, fo »ie unter IBea(i^tung ber bei (3) feftgefiellten Sebeutung "^^n 

-~ flnben »ir, bap baö ©pftem (4) fl4j jefct rebucirt auf folgenbe 

jmei ©(eic^ungen: * 
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p 

IDa ttton nun olg Stitegrol bet ^auiJtgleic^unfl d^^y = d /_, 2\^^^ 
fofort bte ®Ie((i^un9 elnn geraben ginic 

erl^att (§. 26 1) , fo gewinnen bte ©leiii&ungen (5) unb (6) bie ©ejtalt 

(9) C,tt+C2 = i9 C,f + C2 = x(?) 

ou« (7) unb (8) bageflen entfpringen ble SJebingunffen 

(10) v/r+cT^ « «f;^ '( j) - CO = =^ + 8 = 

35urc^ biefe t>ier ©lefd^ungen (9) unb (10) »urben nun bie ölet Unie^ 
fanntcn ?, C^, Cg, 8 ju Sepimmen fein, »dl^renb a unb ß gegebene 
©röfen flnb. Snbent mm aber ? aua (10) elimfnirt, erl^alt nton bte 
einfa^e ©Ictc^ung 

(11) i + Ca'(f) = o 

unb ba bur^ x'(?) ^^^ trtgonomettif(ij>e Songente beS SBlnfelö, unter 
»el(|)em ble im fünfte B an bte 6urj>e i? = x(ar) gu Icgenbe ?3eröl^rungd^ 
linte gegen bie SCbfciffenajce geneigt ifi , bur^ Ci = p l^ingegen ble 
JEangente bea 9leigungö». ber gefu(|>ten ?inle AB angegeben »irb, fo 
Ul^rt yxn^ na(^ bem ]be!annten ®a^e ber anal^tifcf^en Geometrie bte @(. 
(11); ba§ bie verlangte Sinie AB in l^rem @nb))untte B auf ber ge^ 
gebenen ©ränjcurt^e normal {teilen mife. 



§. 60. 

3ur weiteren ^Inmenbung ber jm )>origen $aragra))]^en enüoidelten 
{Regeln mSge un^ bad ^loilem berSra^ijtoc^rone bleuen; unb gmar 
junfi4>ft entfi)red^enb §. 27, unter ber SSorouafefeung , ba^ bie Bewegung 
im leeren fStawmt gef^^el^e, »äl^renb bie SSorauöfcfeung Äx^t^ tt>iber# 
ftel^enben SKltteU, entf))re(^enb §. 49, einem f()dtern fparagro|)]^en 
gu @runbe gelegt werben foH (§. 65). 

@ege(en feien gwei in berfelien t>ertila(en @lene liegenbe ®r5n)' 
curtjen DAL^, EBLg (Fig. 19), gefuci^t werben bie ^oorbinaten a, ß, 
^9 r) b^r fünfte A^ B unb bie SSertl^e ber in ble ©leic^ung ber (S^tloibe 
rintretenbm 3ntegrationdconftanten. @$ (ieten fic^ ieboci^ ixodtAti fragen 
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)>on glei^em 3ntmffe bar: nSmli^ entmeber fetft man Doraud, baf ble 
anfattfl«8cf^»{nMfl!eit r„ eine flegebenc ©töfe (j. ». glet4) S^ull) 
fei, glet(^t){el »o bet fßunlt A feinen Ort an^emiefen bebmmen wirb, — 
Dber man »iO, bafi ber faQenbe Stitptx mit einer \>on ber Sage be^ 
^{unfted A na^! einem beflimmten (Sefe^e abJ^Sngigen Sln^ 
fang^gef^minbigleit in bie }u finbenbe 9ain AB eintrete, fo ba§ wenn 
»ir etwa v^ = ria, ß) fe^en, bie gorm ber Function r gegeben fei. 

I) 3i(^^ ^ir bie fLxt ber X wieber Dertilal abwärts, fo würben 
wir für bie ®ef^winbig!eit be« faüenben ÄSrper« in irgenb einem ^nvütit 
M ber ijerlangten 6uröe, beffen ?ttfciffe öon einem feften a[nfang«()nnlt 
an gerechnet =:r ift, mit Städfic^t barauf, bafi a bie bariirenbe 

Sttfciffe beö ©rfinjpnnlt« A ifl, ben SIttÄmd v = yJ2g{a; — ö) l^aben, 
wofern t?« = fein foHte. Da wir jeboci^ größerer «Dgemeinl^eit wegen 
eine Slnfangdgefc^winbigfeit v^ t)on beliebiger %ii^t t^orau^fe^en m&^tn, 

fo möge v^=^\[2gh fein, wobei A na(|> ber fiblicben Äebeweife bie ju 
v^ gehörige gaOl^JI^ bebeutei ®obaIb bann ber StiDftt in einem lu 
liebigen fßunite M angelangt ift, fo befi^t er biefelbe (Snbgef^iwinbigleit, 
wie wenn er burc^ bie ^i^t A-f-C^?— .«) frei l^erabgefallen wäre, b. 1^. 

e« ifl r = \j2gih -}- a? — «) . S^al^er wirb bie jum 2)nr(i^Ianfen be« 
Sogen« AMB erforberB(f>e 3e.it bnrc^ 

J ^ J }/2g\/x + h — a 

angegeben, unb wir Unnen unter aÖSeglaffung bed cottflanten Factor e 
.== au^gel^en oon 

V"(a? -f- A — a) I V^(^ -|- A — - a) 

an bie®teDe unfererfrül^erenlDifferentiarglei^ttng (1) (@. 99) tritt bal^erje^t 



dx 



(1) 8pV = -— — r-- — ^, ,, , 1 ^, = Const. = —TTT^ 

S)arau« folgt 

^ ^ Nr(2a — (a: + A — «)>. 

(3) y ^-S — vr(2a(a? + A — a) — (a? + A — «)«) 

, A n ö — (^ + A— a) 
+ a Are Cos ^= — 



8. 60. — 298 — öflp. V. 

at\o bie ®ltiä)mq tlntt d^llolU, bmn Qafid l^otisontat Iduft unb 
beten 8lnfanflö»)Uttft G bie Coorbinaten x = a — h, y~B hat 5)icfcr 
aufongd^junft ber gpflotbe fdttt in ben flefudjtm ®t4njp«nft A^ »enn 
Ä = iji , b. ^. wenn v„ = fein foll. 

II) gut bie ©rdnjenbefHmniungett ermatten »ir nun, wenn ß = g>(x), 
riz=zjifjc) bie @Iei(||Uii9ert ber (Sur))en L^ unb L^ flnb, rovxn ölfo bie 
Sebingungen 

(4) 01 = /? — <ipC«) = o (5) e2-i?-;c(?) = o 

befleißen unb xotx^M »it gunfid^fl ben Jall in'a äuge fajen, ba§ v„ = y^2^Ä 
einerlei SÖert^ befi^en foO, nt$ge ber ^[nfangd^unft A nun l^öl^er cbec 
tiefer angenommen werben , ba^ alfc im obigen ^uabrude für U bie 
SCbfciffe -a eine t>ariirenbe , bagegen h eine uni^erinberli^e ®ro§e DorßeQt, 
ba« ©9fiem ber t>ier ©leic^ungen: 

6öeff. toon 

(6) V^ - 8,(x'(?) - P^) == rf J 

(7) [9pVJ§ + «2 = ^ (%^ 

(8) - V„ + I ^^ ~ «i(<^'(«) - P.) = Ja 

(9) -Wj. + 2i = (cTjy, 
2)lulti:pliciren wir aber (7) mit —p^ unb .abbiren ba« $robutt px (6) 
fo entfielet bie (Steigung 

(10) [V -^ 8pV.p]g ~ «jx'(?) = 

wel^e gerabeju ald ®tellt)ertretertn t)on @L (6) genommen werben fann. 
(Sbenfo finbet man 



(11) 



, 



xoa^ fiatt (8) genommen werben fann. S)ur^ (7) (9>(10) (11) finb 
«1, 82, ß, £; f, « bejiimmt, wenn man nämlid^ y^, y^, p^, p^ t>er^ 

möge (3) unb (2) in a, B, ^, a au^gebrucft l^at unb bie aua (4) unb 
(5) flie^enben Sebingungen y„ = 5p(a), y^ = x(?) gu J&ülfe nimmt, 
e« ift junfi^fl ju fubpituiren 

V = . = f M — Op ' »P ^= I y : = . — f 

yar-fÄ— -a ^ Va:-|-A — ayl+p* V2ai' 

8pV= .L 

yj2a 
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« 

bad in (11) Doibmtnenbe it^immtt ^ntt^xal aitt ttlfüt megcn 

:5— =* — ^^— — - — j uttb v^l4-j92= , - ^ wub 

^« (x + h — ay ' y/2a — (ir + A — a) 

\/2ä . tfar -^2 /2a — (x 4-h — ä) 



f 



(ar-f-A — a)^V^2a— (a?4-Ä — a) y^ V x -^ h — a 



bctt fflert^ 



= Const. — i='- 

yßa P 



(12) C^ä. = U---1 

ZsaivtH) »etwanbelrt flci^ bie »Jet ©leit^ungen (10) (7) (11) (9) no(^ 
ber aiei^e In 

* * - «2Z'(?) = --^^ ^ + «ly '(«) = 



(13) ^ ^f ^^^ (14) ^^T'"' 

7(2^ +«^ =« 7m -'^ =° 

ÜJZlttelß 6(itninatton t?on $2 ^^^ (^3) f^»^^^ ^^^ 

(15) 1 +p^xfQ)-= 

3)iefe SielaHott leiert gctobc »ie bie ®t. (11) im wr. %., ba§ am 
@x&nipunttt B bie gefuc^te (SpKoibe f!^ mit bet gegebenen ©rinj^ 
curt)e La red^tminflig buri^f^neibe. ®U¥^ (SUmination Don S^ 
au^ (14) bageflett ergieW fic^ 

(16) l+/>|9)'(a) = 

worauf gu f(i^Iif§en ifl, baf bie an bet @rinscutt>e DAL| im Spunfte A 
}u con^irenbe Tangente normal auf bet im iSx&nipmlU B an bie 
(S^tloibe )tt {iel^enben ^Tangente fielen mü^e. S)ie SSergleic^ung btefed 
Stefuttat« mit bem unmittelbar juöor gefunbenen lelg^rt; bafi bie fpunfte 
A itnb B fo auögcwil^It »erben mfi^^n, bafi bie bafelbft an bie- 
®rdnjcurt>enju tegenben3;angenten'AT^BÜ<)araneI laufen. 

%üi ben Befonbern gafl v^ = 0, A = liegt ber fd^on in I) ge^ 
maci^ten ^emerfung gu ^i^^ge bie in A an bie S^Koibe {u legenbe S^angente 
j>ei:tilat, wad au^) barauö, bag j9„ = wirb, gu erfel^en ifl. 

III) (St»a^ anberd tjerpft fi(^ bie ©aci^e, wenn v^ jugleid^ mit 
ben @oorbinaten bed ®rfini))unltd A nac^ einem bur(^ bie @(ei^ung 
t?„ = r(^a, ß) tjorgef^ieienen ©efe^e tjariiren foH. SBir Hnnen jwar 
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ou^ in bitfem ^aUe mie »orl^ta v„ = ^2gh fe^eit; allein je^t ifi A ftIBft 
ald eine ntit a unb /? = j^^ t>atiirenbe ®r5§e )u Bel^anbeln. 3u<n früheren 

rfü tritt be^l^alb nocj ber Sefianbt^eil X-jr^^^ Wl^t »orin 

ifl, mjl^tenb dh bm<^ bie ®Iei4iung 

rfa ^ dß ^ " 2vrA 

lejHmmt mirb. 3Ran l^at ballet unter ©erilcffl^tigung , baß iß=^iy^ 
= Pa^^ -j- i^)ya ^% *^ *ü gtt ben Coefflcienten wn cf« tejicl^ungörocife 
{i)y„ bie Seflanbtl^eile 

_ff +f^ Vv:* f|^^.<f«, -f .?^ f ?«^.(%, 

l^injuiufitgen , unb ba aOe9 Uebrige in bem Dorj^ergel^enben @a((ul ungex 
dnbert bleibt, fo erl^dlt man anjiatt ber ©rÄnjAfeidf^nngen (8) «nb (9) 
folflenbe g»ei: 



-v„+ 






s 

dr 2v-A I dV 



[apU + «1 - ^ • =;^ j 5^<Äp = o 



dß yj2ff 

wfi^wnb (6) unb (7) feine äßobifUation ttleiben. Scnbet m&a {latt bec 
ft^en biefet Mhm neuen @(e{^ungen, getabe wie wt^in in II) gef(^en 
i^/ bieienige an, wel^e entfielt fololb ntan bie mit -^z>- mußi^ilicietc 
S»eite ®tei(|>ung gur erften abbirt, unb fej^t man für bad integral 

I dV 

I ^^ ben oben iti (12) jefunbenen SBBert)^ f<^ »ie für V, 8,y, 

Ja" ' 

-^ il^re SBertlej fo ergiebt fl^ baö ®9jiem 

V2a * <^ V^ V^VPf P«>' 
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£i l^ietaud aBgttleitenbe ©tetc^un^ in aSerlbinbung mit (15) unb mit 
S^a = SP(«)^ y^ = X(?) »utbc iefet bic öefud^ten SBertl^e öon a^ 5, J, 
« liefettt, 

IV) S)a« inteteffantefie Ceif^jiel ju ber l^ier DDtouögefffetett äuge* 
«leinen Sef^^affenl^ett öon v^ ifi «npreitij, »enn gefotbert »itb, bafi bet 
faQeitbe Jtdr))er mit betjenigen ®ef(|)tt)inbigleit in bie cpHoibif^e Qal^n 
AHB eintreten foK, melc^^e tx bei bem ^erabfaOen Don einem feften 
ipunftt C auf itgenb einem t>orgef^tiebenen SBege CA erlangt l^aben 

wirb. ®ei x = c bie abfdffe beö ^Junfrö C, fo mufi t?^ = y^2y(a — c) 

fein, wa« mit r„ = r(a^ ß) = }/2ffh j)ergf i(|ien gn ben {Relationen 

^ ^ da 2v^(a — c) 2vrÄ d/? 

ful^rt. S)abnr(^ rebueiren fi(^ bie ®Ieid^ungen (17) auf 

unb l^iieraua ^iegt bie Sebingung 

welche iet^t an bie ®teOe Don (16) getreten ift, mogegen bie i>orige 
®Ietd^ung (15) aixi) l^ier gilt. Um ben gegenwärtig gemachten gorbe^ 
rungen )u genügen, mu^ alfo bie gefu^fte @!^ftoibe fomol^l in A mie 
in B bie <9rftnicurDen re(|ftmintlig f^neiben. — Uehigend 
toArben »tr, menn soir S)on Slnfang an ibloa biefen legten $all im Sluge 
%t^cibt I^Atten, ben ßaOul babnrc^ S)ereinfafi^t falben, bap mir bie burc^ 
C lanfenbe ^orijontaDinie %ni Stjte ber Y an%tnt>mmtn l^dtten. ^tnn 

baburclf »firbe c = 0, h^a, v = \j2gx, V = ^ — -— , 

y ^ B=^a Are Cos — ^ \^2ax — x^ 

geworben fein, — moraud man {ugleicl^ erf{el^t> ba^ ber Slnfangd))nnlt 
ber e^Soibe nimlid^ 6 in ber bur^ C gezogenen .^^orijontaHinie liegt, — 

unb bie Sntegrate l-^dx, i-jrdx l^atten gar ni^^t in ben ®ranj^ 

glei<$ung^n erij^irt. 
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V) ffienn man »on bet Surüe AB ju einer BeUebffl ßeänberten 
ffla^ianuxH kfi^ fibergel^t, fo »irb fi^ noturlid^ ber Sltjlanb bet bur^ 
bie Oränipunfte A, B gu ^iel^ettben SertilaHittien anbem. SBie »erben 
ji4) ober, tarn man fragen, bie ©rSnjbefHmmwnflen flejtoltett, »enn ber 
gebaute Slbflanb eine gegebene ©röge, etwa y^- — t/^ = k fein fott ? g^ac^ 

unfern im öor. §. entoitfelten SJorf (^riften ifl bann, na^hm man gu cTÜ 
no4!i bad fßrobuft 

l^lngugefügt l^at, wiebet ber (Soefflcient jeber ber t>ier @r«njDariotionen gleii^ 
ginü jtt fefeen. 2Ka^en wir bal^er im Uebrigen biefelben 93orauöfe*ungen 
»ie eitn in II), fo ^oben wir nur nät^ig ju ben linfen 2;^eilen ber 
©leif^ungen (6) bi^ (9) natf) ber JRei^e bie ©lieber 83;?^, «3, ~hPa> 
— ?3 JU abbiren. 35ie ©leic^ungen (10) unb (11) hmmtn bann aber 
genau »ie in ber früheren ©efialt inm SSorfd^ein; fiatt ber ©pfleme 
(13) Uttb (14) erl^alten wir bälget 

Vf» +«•+«»-" ;= -«,+8,-0 

Sur* eiimination öon i^, %, 83 wirb man l^ierauö ol^ne 2Kfi]^e bie 
«elatiott (19) . x'(?) === ^'(a) 

flnben. (So müjtn alfo au* je^t bie aiangettten AT, Bü 
^jarallellaufett, jebo* ol^ne ba§ bie S^floibe mit einer ber Orinjr 
curt>en flc^ unter tedS^tett fflinWtt ju burd^fi^neiben braud^te- 5Dic Dier 
Unbefannten a, B, ^, a würben au« (19) in »erbinbung mit ben Se^ 
bingungen y, — y^ = k, y„ = 5p(a), y^ = ;f(f) ju befHmmen fein. 

t 

» 

5)ie im Sorl^ergcl^enben entwicfciten Siegeln finb feIbflt>erponbIi(^ 
anä^ auf bie ©ränjenbeflimmungen bei ben aufgaben über xtVaii^t^ 
5Dlarimum ober SÄinimum (§. 39 fgg.) anwenbbar, inbem babei nur 
Ü =i= /(V + AW)d:r an bie ©teile ^on ü, olfo V + ^W an bie SteEe 
öon V fiJwo|l in ber ^aui)tgtei(^ung aB in ben §. 59 aufgepellten 
©ränjgleii^ungcn tritt. Um biefea an einem Seifpiefe ju geigen, wollen 
wir bie in §. 40 aufgeWfle aufgäbe, unb nel^men wieber, wie im \>xix* 
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l^eigel^mben ^tnaff^ap^m, ymü @Tinicun>(n l^, L2 an, beten ©leic^ungm 
ß = 9)(:r) resp. t] = x(a?) feien, anbeut »it ooraudfe^en , baß no($ 
S. 40 Boceitö bie Jtreidglei^iung 

(1) y - C2 = + V^» - (a; - Co» 

gefunben tootben fei, l^aben tDit nun in bie ®(ei^ungen (4) bed $. 59 
föt V ben Sluabntd y^-Av^(l +/>*) einjufefeen. IDoi^er etl^atten wir 
bie Dier ®rinjg(ei^ungen 

- y„ - V(i +Pi) - 8i(sp'(«) -!>„) = 

obct »enn mir 81 unb S2 climiniren 

(2) yg v/ r+]^ + X + Ap^xXJ) =. 

(3) Va v'f+^+ ^ + ^Pa9>Xcc) = 

$ierauö in Sertinbuttg mit y„ = y(a), J^^==x(f) finb, nad^btm man 

y|; P|; ya^-P« ^'**«'f* (*) '« ^^ «^ ^j; Cj ttti^gebrflcft ^ot, btcfe 
S){er Uttbefannten ju befiimmen, mil^tenb ber ftreidl^albtneßet A Belauntr 
li^ S)on im SQSertl^c |l öbWnftt, »el^en J'Wdfa? = J Vc 1 +j92)Jar 
er|>aÖm foH. — Dl^nc lebo(^ bie guttctiortcn 9, x ^i^^^ i« fpeciftcircn 
uhb ol^ne auf bie 8cre(^nung Don X einjugei^fn, melil^f fogar in bem 
fnil^er bel^anbetten einfacheren ^alle mit dgentl^ümliclien ®<^n>ierigfeiten 
Derfnu)>ft mar (S- 40 III), mitb man fd^on au9 ben gefunbenen ®Iei^ 
jungen (2) unb (3) bei einer etoad forgfittlgeren IBetraci^tung unb 
inbem man, mit an^ in ber Aufgabe M torigen fßataQtapf^tn geft^el^en 
i% p. unb p„ bettel^Ält aber X eliminirt, eine öebinflungögleiclfunfl ab* 

juleiten im ®tanbe fein, totl^t eine geometrif^e 3nter<)retation juM^t. 
an« (2) unb (3) folgt nimli^ 

3ie|^t man nun (Fig. 20) im fpunfte A bie 2;angente AT^ an bie ©rdnj* 
curt)e Li unb bie Sangente AS| an bie J^erlangte STOarimumacurDe b. 1^. 
an ben «relÄogen AB, fo ift />« = tang S, , jp'(a) = lang T| unb 
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W« Knff ©fite »cn (4) »ttb, »eil \/i-\-pl = ±^ — g- i« f«t«i ifJ, 

- Cos Si + Sin Si tang Ti "Cos (Ti — S,) ^ Cos T^ AS^ 

ffictttt tttott nun auf bic Tangente ATi Dom gugpunttc ber ©rdnjorbtnote 
HA = y„ ba« q)er»)ettbirel Hh fittt, fo »itb SB. AHh entwebet gteid^ 
20, Ti ober gleid^ tt — T^, alfo 

Hh = ±.y„CosTi 
3jl femer C ber mUtlpmft M Äreiöboflend AB, olfo CA = CB = ± 2, 
fo ifl 30. Ti ASi gleich ^tv ± CATi , mit^n 

CosTiASi=±SmCATi 
^ieraud erftel^t man, ba§ ber linle Z^til ber @Iet^ung (4) mit bem 

Hh 

Duotienten ± ^. ^.r^ flIei4>Bebeutenb i% 

@benfo wirb, fobalb )>on K anß ba^ ?ßtxptnUkl Ek auf bie 9e^ 
rfil^rttnflrtinie BTj ber anberen ©ränjcurt^e Lg flefant ijl, ber redete 3;i^eil 

Kk 

ber ®L (4) burt^ ^ SinCBT ^^^ ^«f^^^wwnj fleiracfit. S)ie genannte 

®(ei(^uno ifi bemnaci^ bur^ bie $ro))ortion 

Hh _ Sin CAT^ 

Kk~SinCBT2 
ober anä^, wenn wir no^ ))om Zentrum C bie fßerf>enbi(e( Cl^, Clg auf 
ATi resp. BTg fiHen, bur^ bie ^ßroi^ortion 

Hh:Kk = Cli:Cl2 
auöiubruden} b. |>. bie Slifianbe beö itjn^tm aJlittflpunft« »on ben an 
bie ©ränjcuröen in ben Spunften A, B ju giel^enben Tangenten mfifett 
ben 9aft&nben ber gu$))unfte ber ©ranjorbinaten t>on tbm benfelten 
S^angenten birect )>ro))ortionaI fein. 



Snbem wir ben ©ang , welcher im Mtkn m\y vierten ßa^itel i>on 
un« Befolgt worben i% an^ gegenwartig im angemeinen einl^alten, l^aBen 
wir iett bie SSariatton rfü fo wie bie ©ranggfeic^^ungen bei ber Ceftim^ 
mung bed SRaximumd ober SJtinimumd t)on U für bie gaile pt unter/ 
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fu^en/»enn ber htm Snlegrole ü ju Otunbe Kegenbe Slu^bmö V bie 

I) fflad) ber gomcl (1) in §. 58, ml^t »ie mir bafelbjl «nfet 
III) j(^ott bcmerft ^aitn, ou^ für ben gcgenwMg ^oxlitQtxAtix gatt 
gilt, ]^okn »ii: 

(1) , d(\dx = \^dS-\Ja^L6^\dx 

tot>Ui ber entmidelte ^udbrucf für bad le^te integral an^ $« 45 ju tnU 
ncl^mett tfi, inbcnt er bafeftfi ble Hn!e Seite ber ®l (1) (Seite 197) 
iilbet, nur mit ber SWobififation , bafi man nbtxaU (*> für cf^ fd^reite. 
SÖetttt iebo(^ oud^ einige ber ©rögen ?^ «^ y^^ y„, P^,^** «^, ««; V^/ • • • 
in V eri>ncit öorl^anben flnb, fo fomnten nntfirlic^ no(^ öeftanbtl^eile »ie 

ij^iniu. SKan wirb bann bie unter ben Sntegralgei^en ftel^enben ©ränj^ 
tjatiationen d^, 6a, 6y^, dy^, Sp^, . . . 6z^, 6z^, if^, . . , wieber afö 

conftante gactoren auger^att be^ 3ntegraljei4)en3 fefeen unb unter S3e^ 
nufeungber ^Relationen iy^ = (rf)y^ -\-p^ tfj, dy„ = (J)y„ + jp„ da u.f. ». 

gerate fo Derfal^ren wie in §. 58 IV) gezeigt worben ift. 

II) SÖenn nun »erlangt wirb bie Functionen y=:f(x), z=:^f(^x) 
fo ju bcjlimmen, ba§ ü ein ^Jlaximum ober SKinimum werbe, unb wenn, 
wie wir junat^jt l^ier annehmen, y unb » j)on einanber unaJI^ängig 
Pub, fo gelangt man offenbar ju ben @. 197 mit (2) bcjei(^neten ^anpU 
glei(|^ungen; bie ®rSnjgIei(^ungen aier flnbct man baburc^, bafi man 
na^ bem in §. 59 befolgten SSerfal^ren bie ßoefftcicnten »on 6§, ia, 
iß)yi, (*)«|; {hVa^ iß)^a ^C- mit 3«jie]^ung ber fprobufte «1^9,, i^äQ^, . . . 
Wlbet unb {eben einjelnen (tnfofern nic^t etwa bie betreff enbe ®rfinj* 
jjariation felbji ««uD fein foD) gtei^ sJhiH fefet. 

III) 3wr Erläuterung wollen wir biefelben jwei Slufgaben, weI4)e 
wir in |, 59 unb §. 60 aU <)lanimetrifc^e bcl^anbelt l^aben, gegenwartig 
in bie ©eometrie be5 3taum3 übertragen. — SSei ber erj^ercn Slufgabe: 
bie fürgefie ^init AB jwtfctcn ben bciben gegebenen ©erabcn 



Va = ^1« + A r^^ y^ — ^2? + ^2 

20 



^^ %^-%,a-\^^^ ^^^ ir^=5C2? + 82 



§. 62. 
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ju it^immin, f)aUn »tr ou^jugel^en tjon V = v^(t -f- ;?* + ?'); alfo 
liefern bie ©lei^ungen (2) bc3 §. 45 fofort d8pV = rf| = 0, 



rf8»V 



j| = b. ^. 



(4) C, 



P 



^(1 +P^ + P^) 



(5) C^ = 



2 V^(l+i>3-f J>2) 



SDur^ S)iöifiott folgt l^fcrauS p = ^p ober ^ = ^p unb mit ^ftlfe 

l^icrtjott ){ au3 (4) resp. p an^ (5) elimintrettb öelonflen wir gu jioei 
®Iei(^ungen, aud melci^en für j? unb p conflante SBertl^e l^erborgel^en, 
»oraud alfo gu fd^Uc^en ifl, bag bic fragliche 6urJ>c eine gerabe ?lnie 
fein miiße. ©teilen wir il^re Oleic^ungcn iut^ 

(6) y^Ca: + C' 

m, fo miib V, = V„ = v^Cl + C« + g») 



^(1 _^ (72+ 62) -^^ • ^(1 + c2 + 63) 

unb ba in V fein txpliciM Sr a, y^ ober bgl. jjorl^anben ifl, fo jlel^t 

fi(^ boa Aggregat ber t)om Sntegi oljeic^en Jefreit^n ©lieber tjou JU jui' 
fammen in 

worin wir jur ?lbWrjung v^(l + C2 ^ g2) ^urc^ i9 öorgcjleHt f)aUn. 
gemer wirb man anö (2) unb (S;) mit aeüdflc^t auf p = C, p =r 6 
bie Sebingungen 

iQi = iß)ya + CC - A{)Sa - (^03 = ((f)y^ + (C - ^3)^ J = 
cy©2 = (<y)S„ -f (6 — Sil) Ja = (^04 = (rf)Ä^ + (6 - Sl2)rfJ = 
oMeitenj ba^er ergiebt fl(f) ba« @9Jiem folgenber fe(f>a ®lei(|>ungen 

D + 83(0 — ^^) + «4(6 ~ 2I2) = 
(7) -^ + «i(C-4i) + g,(6-2(i) = 

6 

^ + «4 = 

5)ie Slnjal^I ber Unietannten ijl gegenwärtig jel^n; ndmlic^ J^icr SDluIti^ 
jpUfatoren 8^ öier 6onpanten in ben @Iei4)ungen (6), enblid^ J unb a. 
S)rütft xa^M ater in (2) unb (3) bie ©rSpen y«, ä„; j^^; j?^ gemSf 



£4-83 = 



5-«.=» 



^-8, = 
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(6) bttwii S, a unt bie oict Sntegrattonöcottfitanteii ou«, fo etitpc^ett 
öier nette ©lettjwn^en , »el^e in 'SSerBmbttng mit (7) gut ©ejiitnmung 
ber flenannteu Uttbelohnten geröbe auöreicftcn. Snbem mir öttö (7) gu^ 
nÄt^fl 8j; %; ?3^ 84 elimtniren, erj^alten mir ol^ne 5Will^e 

14-^2^^+5126 = 

9?ad^ bem befannten @a^e ber analptifc^en ©eotnetrie fagt und bie etfie 
biefer beiben 01ei(i^uttgen, baß bie ©eraben (6) unb (2) auf einanbcr 
fenfre^t \ttf)m mü^tn, bie onbere ©leic^ung aber fagt bajfelbe in SSetreff 
ber ©erabcn (6) unb (3). Somit f)aUn mir bur^ ben ,ealfuf bcn fc^ön 
in ber ©lementar^ Stereometrie jur @pra(|e gebrachten Sel^rfafe bewicfen, 
bag bie fütgefle ffierbinbungölinie gioifcfien jwei gegebenen ©eraben bie» 
ienige ®erabe i^, »eIdS>e auf Beiben ))er})enbifuMr'' fielet. 

IV) SQ3ir börfen jeboci^ bei biefer ©elegenl^eif nit^t unterlagen barauf 
l^injuweifen , fcag berattige ©rqnjbejHmmungen unter geeigneten Um^^ 
{iänben in einer abgewürgten gorm {t^ burci^ful^ren lagen, menn man 
ni^t, wie wir l^ier unb im Sorl^erge^enben immer getl^an ^aUn, bie. 
reinen Variationen einfül^rt, fonbem unmittelbar mit ben gemifd^ten 
SJariationen rennet. 9iel^men wir, nm biefe^ gu geigen, foglei^ bie no^ 
titoü^ allgemeinere Slufgabe, gwifc^en g»et gegebenen ©rfing* 
curöen L^ unb Li, ndmlic^- 

w e, = B, - Xi(«;= ^-^ 04 = ^. - X2(?) = 

bie furgefie Serbtnbungdlinie gu finben. @d mug bann fein 

da ' * a$ 

gerner erhalten »ir au3 ü= ( \dx= i v^(l -{-jß-^-f^dx für bie 

Variation dU = V^ <f J — V„ rfa + j ^6^\dx unter Senufeung ber gownel 
(1) in 8. 45, gerabe wie t>or]^in, ben auöbrud 

SV = V^ rf? - V„ 6a + [|]^ ( J)y^ + [|]g (J)«. 

. 20* 
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5Die nocb unter bem Sntcgralieit^cn ieflnbltc^en ©cpanbt^eile wn Jü 
f^abtn mir meggetagen, »ett butd^ bte (eteitd gefunbenen ®(et(^imgen (6) 
il^re ©umine flieidj) SiwB wirb. — %uf)mi wit nun l^inrin bte gcmifcbten 
gSariattonen ein, fo baß j. 8. rfy^ --/?5<^? ö« bie ©teDe üon (J)y| tritt, 
unb fcfeen für V feinen Sert^, fo erl^dten wir na^ einer leiteten Slebuction 

ds 
l;iefer 5luöbrud, »elcfcem man meßen V = -7- öu^ ble Jorm ^geben f ann 

U«) -([S].'«+g]/i'. + [|],''.) 

wobei cto„; cte^ bad erjie bejle^ungö». bad lefete &tmtnt ber gefüllten 

ginie AB bebeutet, muß nun öerf4)»lnben, mit bem SSorbe^alte 
freili4); bag bie barin üorfommenben fed[)« Sariationen 
noc^ ben obigen ©ebingungögleic^ungen (^) unterworfen 
werben, JEurc^ jene Seblngung^glel^iungen ifi aber eincrfeit^ mtr St/^ 
imb rf»| J)on rf?, anbererfeit« rfy^^ iz^ üon Ja abl^fingig, ol^ne bap 

eine ^Relation jwifctcn rfj unb 6a beftdnbe. Z)t^f)alh mug in (10) 
fowol^I ber SJlinuenbu^ wie ber ©ubtral^enbu« für fld^ t)erf(|)wmbett. Die« 
»orauögef^idt, reicht eö, ol^ne ba§ man auö (g) für 6t/^ unb cfjaf^ wirf^ 

H(^ SU fubfiltulren brau4>te, jum S^tdt weiterer geometrifc^er 3)l6cufflon 
f(^on :^in fic^ ju ben!en, eö feien S + d^, Vi + ^y^, z^-^-Sz^ bie 
(Soorbinaten eine« bem ^untt B näc^ftanlicgenben ^Junfte« B^ ber ©rauj^ 
nu\>e (9), fo bag alfo jwei ber ^tnannitn ©rögen öon ber britten ah^ 
l^ftngeU; ober aubera au^gebiürft eö feien ä^, 6y^, dz^ bie in Sejug 

auf bie brei (Soorbinatenajcen genommenen fprojectionen eine! <ir(ement« 
BBi jener Orfingcuröe. 8ejelc|;nen wir biefe« jur Uiitcrfc^eibung t^on ds 

ii ^yp 6zj. 

unb nm größerer Symmetrie willen burc^ Je, fo flub -^, -^ß --^ 

o^ oc a<7 

bie (Softnud ber brei 38in!e(, welche bie an bie ©rdn^curt^e L2 im fünfte 
P ju jic^enbe Sangente mit ben (Soorbinatenajccn einfe^fießt, wä^renb 

-ß, -r^y -T- ^^^ Cfoflnu« ber SWeigungöw, ber ?inie AB gegen bie 6oor* 
ds ds djt 
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binatenajten finb. 3ufo(ae bem befannten ^ai^t, tomatfy man ben (Eofinud 
bed SBtnleld Smifc^en i»ei ®eraben au^ ben fe4)d Sofimcffen tfirer 9ltu 
gungdminlel gegen bie (Soorbinatenaxen bered^net, »tvb man je^t aud ber 
@(ei^ung 

fofort erfennen, bag In B b{e gefuc^te ?mte AB auf ber OrÄnjcitröe 1»^ 
fenh:e4>t pelg^en möge. Unb btefefbe Seha^tung auf ben ©ubtral^ienbu« 
in (10) begogen fül^rt gu bem gleicJ^cn ©t^lug in ©egte^ung auf bie 
anbere ©rdnjcutüe, 

3Sla6^tn tpir bagegen bie Socau^fe^ung , anfiatt einet ©tängcurDe 
(8), morauf A gefunben »werben foUte, xo&tt nur eine ^Id^^e gegeben, 
nämli* ©i(a, y^, ä«) = 

fo befielet au0 gwifd^en 6a, 6y^, 6z^ blod bie einjige ©ebingung^glei^ung 

da ' dy„ ""^ ' ds^ " 
fo ba$ }n>ei ))on ben genannten QSariationen milHulg^rlid^ bleiben. SBenn 
man ba|)er biefe ®fei(|iung mit einem gactor 8^ muIti|)ltcJrt ju bem 
©ubtral^enbuö ber S)ifferenj (10) abbirt, aWbann bie ßoefflcienten t>on 
ia, dy„, dz^ einjeln glei(| JiuH unb bie brei ffiertl^e üon 8i einanber 
glei^^ fefet, jo finbct man baa ©pflem ber jwei ©leit^ungen 

rdx-i rdy-i rd^-x 
^da^ot ^ds^a ^ds^ot 

da d.y^ d.z^ 
Der gemeinf ame SQBertl^ biefer brei Quotienten ober »adbaffelbeijl, »on — 8^, 

jefeen unb erwägen, ba§ bie Ouabratfumme ber brei ^i&i\tx glei(f> ber 

1 

ein^eit iji, bur(f> -^ angegeben; bol^er ifi 

'^^^^ Ld^J« j) da l-^J« 2>dy„ "-^J« Dd.z^ 

SlOein bie brei auf ber reiften @eite biefer @(ei(fiungen {iel^enben Sru4}e 
geben, n^ie man meifl, bie gofinua ber 3BinM an, unter welken bie im 
fünfte A attf bie glft^e ©i = ju errid^tenbe ^rtormattinie gegen bie 
brei (Soorbinatenajcen geneigt ifl. IDal^er l^aben wir aua (11) bie golge^ 
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runfl J« Jtel^ftt, bofi b{e öerlonflte ?inie AB auf bet ©rinjfläd^e 0i = 
normal flehen mö|f. 

Jgiieniad^ J^erjiel^t e3 fi* a«^ öon feltfl, bag man Bei ber gtage 
naä) ber furgcften ?ime gwifdbcn jwei geßebtttcn ®r4njflä<^cn 
aufbie gorbcrnng ftogen »erbe; eine fol(|>e ©erabe ju jicl^cn, bie auf 
ieiben %iää)tn normal fielet. 

V) 2Bir »enben unß iefet jur SScffimmung ber Sra^ifloffrone 
jwifc^en gwci beliebig im JRaume öetlaufenben ©rängcurDcn. Selben toix 
einflmeilcn no(^ al3 unentfc^ieben an, oB bie gefud^te (§,\xxH eine ebene 
fei ober nic^t, bejiel^en »ir fie alfo auf brei rec^tminflige goorbinaten^ 
ajcen unb giel^en »ieber bie Stjre ber I öertifal obwärta, fo wirb bie jum 
Dur*Iaufen be^ Sogenö AMB erforberlic^e ßtit \mxä) 



Jv y/.2ffj y/x-a 



mmtben, unb wir lönnen alfo na^ SBeglagung bed conßanteu 2){&ifoid 

V^(a? — ' a) I v^(a? — a) 



äBir fagen bie 8(ufgabe l^ier in bem ©inne, baf v^ = fein foDe. J)a 
gwif^en y unb ä feine ^blg^ängigfeit Statt flnbet, fo l^aben wir jufolge 
ben ©lei^ungett (2) in §• .45; »el^^e fld^ wegen 8yV = 0, 8,V = 
fofort integriren logen, 



(12) 






v/ar — a y/l +;}2 + p» 

^ietau« fliegt ^ = ^ = ^, alfo y = J^-Ä + C3 unb ba biefeö bie 

©lei^ung einer (Sbene ifi, bie mit ber Sljce ber X paxaM lauft, fo 
f erliegen wir fofort^ bap bie gefuc^te 6urs?e in einer j>ert{falett 
@bene liege. S)iefe tonnte man je^t ;ur @rlei(|iterung be$ weitern @alful^ 
aU ebene ber XY annelgimen, fo bag für atte 5puntte ber gefugten ßurDc 
z = würbe. J)iefe^ ifi aber genau ber ©tanb})unft; ben wir in §. 27 
resp^ |. 60 I) eingenommen l^atten; wir würben alfo auf bie bort qt* 
funbene (S^Ilotbenglei^ung {urud geful^rt , in wel^e Abrigend, ba iebe ber 
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S)tferenHaIs(e((l6ungen (12) jur erflen Otbnung gel^öct, nur ttol^ eine 
Snteqratiou^conftante C4 eintreten mutbe. 

9Bad atebann bie ©ränjbefiimmungen angelangt, fo mitb, »eil bie 
beiben 0tin5cuts)en aü nic^tin einer (Sbtnt liegenb ))oraudsefe6t werben^ 
»ieber nitf)iQ mit brei ßoorbinaten ju rec^^nen. d^ni^^fl f)at man 



Um für bad l^ietin tor!ontmenbe integral auf utSgficibfl ^bequeme Seife 

ben ®err]& ju finbeu, Bemetfe man, baß -j-c^ = — -j-dx b. B. 

aa aar 

— ^dx = rfV - 9pVcfp — QpVdjf ^dV-^Cidp-^ C^djf 

tft. ^araw^ folgt burd^ Integration 

rdW 
C13) -j^^^ = \^ - V. - 0,(27^ - pj - CaCp. - pj 

iRo4> ®uBfJitution blefeö SBertl^^ in bie Dorangel^enbe gomief für rfü 
nserben fi4) je^t unter ^eranjiel^ung ber avi^ ben @(eid^ungen ber ©ränj« 
curöen ab^uleitenben Sebingungen 81 J©i = 0^ i^SQz = u. f. w. 
ol^ne bie geringfJe @c&wierig!eit gcrabe »ie in III) bei (7) gefc^^el^en ifl, 
bie »erlangten Sejiimmungöglei^jungen für f ^ a unb bie öier Sntegra«^ 
tionöconfianten C^^ C^, C3, C4 auffleHen lagen, ea burfte jebo«^ le^r^ 
xtiöi^ti feiU; menn wir a\x6;^ gegenwärtig bie clxi ben ©ranjen @tatt finbenben 
SSer^altniffe gerabeju (anftatt bie ßoefflcienten öon ^6)y^, (i)}/^ ^^- i^ 
entwicfeln) bur4> JReci^nung mit ben SSariationen SS, da, dy^, iy^, 
d«^, iz^ ju entbeden fud^en. 3« Wefer ^hfx^t f)abtn wir ben obigen 
Sludbrutf für dV (unter Suiki)\m^ t>on C^^)) unfjugeftaiten in 
rfü = (V^ -C,p^- C2 PP^f - (V5 - C,i?5 - C, jipja 
-^C,6y^ + C.äz^^ C.dy,-^ C,äz, 

©efeen »ir bie fflertl^e , -j-, , [j^L; \-^]. an bie 

y/^ZZ^dx' yj^^a^da^^' yj^^a^ds^^ 

©tefle t)on V^ C|, C2; fo erl^alten wir ganj einfach 
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0rrabc tote in beut t>üi^rge]^m Qctf^iek bei (10) uub untcc bcn» 
felben Sorbt^altcn folgt ^icraud 

Son biffen beibrn @(etc^ungen fagt aber bie erflcrt au^, baf bte gefucbte 
(S^Hotbe im fpunftc B normal auf btr @ran{€un>e L2 fle^e, bte {uoette 
®lti^unQ bagegcn forbert, ba§ bte an bte GpHoibe im fünfte B ju 
eonßntirenbe 3!angente auc^ perfenbihtidr auf ber im fünfte A an bie 
^ringcuroe L| gu legeuben Xangente flel^e. SBenn alfo bie in A^ B an 
bie beiben ©rinjcun^en }u jie^enben S^angenien in einet 6bene ligen, 
»ie in §. 60 oorau^gefe^t tooxitn, fo müßten fie paiaUtl laufen. 



®el^en mir nnn, inbem mir an 9lr. II) be# t)or. $• mieber an^ 
fnfi})fen, ju bem gaDe iiber, bag bte beiben in V eutl^altenen »aritrenben 
J^unctionen burc^ tint 9ebingungdglei(i^uitg mit einanber ))erbunben ftnb. 
@o mie ber im )>origen $aragra))l^en bel^anbelte gall bem in S* ^^ I) 
bel^anbetten tnt^pxa^, fo fi^Iiegt fi(^ bte je^t )>or2une^menbe Unterfuc^ung 
an S. 45 III) resp. §. 47 an. 

I) @d fei gegeben eine tniU^t ®Ui^nnQ 
(1) €Kx, y, ä) = 

SBie \^on am ßlngange bed t)or. S- bemerft morben, finben mir ben 

aufibruö für cTÜ = V^c^J — V^Ja + j ^d^\dx gegenmärtig babur^ ba§ 

mir in bem Slggregate, mel^eö ben linfen 2;i^eil ber @l (1) auf @. 197 
bilbet, ftatt d" überall (rf) fd&retben unb noc^ bie I)ijfereMj V^JJ — V^rfa^ 

l^injufügen. SBerben ber Äurge megcn bie betben an& J^^S^\dx entfprin^ 
genben Sntegrale burt^i J^j{ß)y<^ ««b J'3Bt^d)zdx oorgejlellt, mobei alfo 

fein foH, fo bejtanb bie in §• 45 III) erllfirte SCbIcitung ber fogenannten 
<!^au))tglei(^ung für ba^ 9Rajcimum ober SDlinimum oon U barin, ba$ 
man au& ber (Summe 



-«•-•- 



• • • 



• • • 
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bic Variation (cf)» bur^ ^ß)y Dermittclfi bet [Relation 

' (2) 9y0((r)y + 9z0(rf)» = O 

eltmttttrtc, unb l^icrauf ben Soefpcienten Don (J)^ flleli^ SJluII fefete, ndmlie^ 

3By.8.0— SBx.8y0 = O 
S)icfcö war bic ©leid^ung (5) in §. 45. (Seöenwärttg folgt nun j»ar, 
inbem »ir au(^ x afö öartirenbc ®r5{ie bcl^anbeln mu^tn, arx^ (1) junä^ji 

9x0<^i2? + dyöcfy + 9,0 Ja = 
?Hlein wenn toxi bie ou5 bcr ^Differentiation öon == entf)3ringenbe 
©leid^ung 

9x0 + 9y0tP;+ 920.p = 
mit — dx mufti^jliciren unb gur J)or]^ergel^enben abbiren , fo erl^altcn mit 
fofort bie Sebingungögleid^urrg (2). golgli(|> xm^ avii^ bie ^aui)tglci(3^ung 
mit ber ft^on etwäl^nten ®f» (5) beö §. 45 ibentifcfe fein. 

.Unter SBeglagung ber l^ier befpro(i^enen , üom Swtegratjeic^en nicfct 
befreit gemefenen Seftanbtl^etle t)on rfü IJjaben »ir aWbann 

(3) rfü = V^ rfl - V„ ia + Nj (rf)y^ ^ N,' ( J)y„ + P^ ((f)^5 - 

wobei N^ 5R^ P^ ^/ . . ♦ bie befannte, auf ©• 197 angegebene Q3ebeu* 
tung fiaben. 

II) 3lü^mtn wir iefct an, bie ab^ängigfeit jtoif(^en y unb « fei 
burc^ bie Differentialgleichung 

(4) 0(^/y, P; ?,... Ä; P; 1|,...) = 

gegeben. 3)a jtd^ in biefem galle mittelfl ber ®Ieidj)ung (J)0 = b. 1^. 

(5) 9y0(rf)y + 9p0(<r);>H h 9.0(tf)» + 9^®(<^)P + • • = ö 

bie Variation (rf)Ä nebji il^ren 2)ifferentiaIquotientcn (tf)P, ((J)fl;... tm 
Slllgettieinen ni(|>t burti^ (ß^y auöbrilden liefl, fo würbe bei ber in §. 47 
erflärten* Slbleitung ber ^aui)tglei(|ung ber Äunjigriff angewenbet, ba^ 
man ba^ ^robuH A0 ju V ober, xoa^ baffelbe ifi, bie mit Xdx tfiulti^ 
l)Hcirte Sebingungöglett^ung (5) gu J(d)^dx unter bem 3ntegral5ei(i&en 
abbirte, unb bann na^ ber befannten auf bem i)artienen Sntegriren be*' 
rul^enben S^ranSformation Don JX{S)^ -{- J^{i)&)dx , wobei wieber jwei 
Sntegrale Don ber gorm J^^{S)ydx, JSBz^i^zdx ium SSorft^ein lamen, 
bie unbeftimmte Function X ber SSebingung 2Bi = unterwarf, worauf 
wegen ber aSiUffi^rli^feit Don ß^y an^ Sy = fein mußte. Die S5e^ 
beutung Don Sßy, S, in biefem ^alle ifi auf Seite 221 nac^gufel^en. 
Da nun auf unferm iejigen @tattb})untte mit y unb » in juglei^ x 
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tatiircn foQ, fo mitb man iit gtage txf^tUn, ob ^iet bie Sebttigungl» 
g(. (5) ne^ richtig fei? Unmittelbar folgt nimU6^ aud (4) bie Sebingung 
cr0 = Ob. ^. 

+ 8,0 Ja + 8<>® <^f + • >• • i 
SÖenn man aber }um Itnfen 3!l^et(e biefer ©Uid^nn^ baa S(ggregat 

»10 + 8y0i> + 9p0.? + • • + 8.0.p + 9^0.? + 



• • 



^ 1 

mlä)t9 fo öiel ale j-dQ, alfo ibeittlfcb ?lull x% nad^bcm man: baffelbe 

mit — ix multi})licirt l^at, no^ l^injufußt j fo etgiebt fic^ augenf^cinli^ 

(6) (<r)0=*:O 

Da l^iermit bie tltn aufßeworfene gragc bejul^t ifl, fo fle^t man, baf 
au(^ gegentoärtig gerabe toie in aUtn Dorl^ergel^enben g&neit bie foge^ 
nannten J&au})tflIei^Mn9en biefetten finb wie frul^er, ala bie Variation ber 
3nbe})enbenten glet^ 9JüIl angenommen würbe. 

fHa^ SÖegta^ung ber beiben Sntegralc J^^id)ydx, Jflßt^d^zdx 
^at man jefet »ieber für rfü tintn Sluöbrucf J)on berfelben Jorm »ie 
Dorl^in bei (3), barin bebeuten aber N, 5«, P, ^J, ... bie in 
8. 47 II) (®. 222) angegebenen ©rößen. 

III) aJucfflc^tli^^ be^ SJerfal^ren^ xpie biefe gormeln für dXJ gum 
^ßmit ber ©ranjbefUmmungen mit ben fonf^ notfi öorliegenben Sebin* 
gnng^glei^ungen Q^ = 0, ©2 = k. in Serbinbuug ju bringen finb^ 
bebarf eö nnnmel^r nac^ allem 93or]^crgel^enben ferner »eiteren erlauterung. 
SÖir werben fofort in ben folgenben jwei 5Paragrap]^en bie ^nwenbnng 
auf bie entfpred^enben 9lufgaben bed §. 46 resp. g. 49 geigen. 



@rfle 9lufgabe: 9Ran fragt nacb ber Sage ber fArgeßen Sinie 
AB^ wel(|)e ^^ auf ber gegebenen gW#e 0(ar^ y, «) = entweber 
gwif^en gwei auf tlm biefer %l&^t liegenben ©ränjcurüen L^, Lg ober 
du^ öon einem feften anfangaj)unlt A nad^ ber ®rÄniCwrj)e L^ gleiten lapt. 

IDie in S* ^6 gefunbene «!^au:))tg(ei(^ng mar 

(1) 9.0d| — 8y0dt = o. ober au^ ^z®^^ — 8y0d^ = O 

IDie Sefriebigmtg biefet @(ei(fmng borau^gef eftt , ergiebt fi^ bann na^ 
ber Sformel (3) be« \>ox. g. 
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5Cii« ®l. (2) bea S)or. §. folgt ober 

>y0(*)yL+[az®(<^)»]« = o 



^^^ [dY&^i)y\ + [9.© c<y)Ä]t == 

Unb »cnn wir bie j»el @lct(3^unöett , welche ju 0=0 no(i& l^lnjutretcn 
mfi^en, batnlt bic ieibcn ©tfittäcuröcn L^, L2 öolllommen tcftimmt 
feien, bur^ 
' (3) GiC«, y«, «J = e^Cf , y^, «p = 

)>0):{lenen , fo fliegen l^ietau^bie Sielationen 

3nbem »ir jefet für bie t)ier Sebittöungöflleit^ungett (2) unb, (4) m^ 
ber aSeil^e bie öler unbefHtnmtett SKultipHfatoren Aj, Ag^ 8^^ 82 antüenbeu 
unb bie $robu!te jum obiflen 8lu3btu(fe für rfü abbiren, swlefet aber bie 
fe^^a. mit ben ©ränjöariationen Jf, äa, ^S^y^ Je. behafteten ©lieber 

einjeln glei^ fMi feten, erl^alten wir baö ©9ftem ber ©ronjflleid^uugen : 

Oll.- V©.- 8, gl).*,.. = 

Snfofem alfo bie ®ränjpun!te A, B beibe al« t^arürenb gebac^t »erben 
foBen, vx^txi bie fe^« in jparentl^efen gcf(|toßenen ßoeffletenten glei(^ 
3?tttt fein. ®nr^ eHtntnatton ber ^oetoren ^^ ^2, «i, 82 entf»)rin8ew! 



\ 
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f^ltxaue jmei (Sld^vm^tn, an^ meieren in UitxUnhun^ mit (3) bie Betben 
in baö Stttegtal bcr ®h (1) cittttetenben gonftantm Ci, C2 nebfi f iinb 
a ju bcjHmmen flnb. SÖaa bie a^i ®xi^tn y^, y^, p^, p^, ä^, %, 

P|; Va^^^^ffif f^ würben jie, »enn »ir bi« butciji Snteflration öon (1) 
gu erl^altenfce ©lett^ung aUgemein but^ /(a?, y^ «^ C^; C2) = j>Dr* 
fteHen, burd^ bie oc^t ©leic^ungen 

in ?^ «^ Ci; C2 au^gubrfiden fein. 

Um bie 9ie(ä^nunflen jU Jjereinfac^en, obwol^t bie ©pmmetrie babur^ 
gefijirt mirb, fann mon bie (Sleid^ungen bet beiben @rin}curs?en L^ unb 
L2 unttt bet gorm 

ei=Äa-Xi(«) = e2 = Ä^-Z2a) = 

))orandfe^en. Sll^bann ifi 

unb unfere fe(f)ö ©rdnjgfeiciiunaen gewinnen bie einfachere ®e|ialt 

S(it« ber erpen ®nn)|)e folgt 

wa3 fic^, wenn wir bie Stennet fortf*affen unb bie {Relation dy&.p-i- 
di&.lf = — dx© berüdjiclitiflen unb augerbem jur Slblurgung bie paüitUtn 
Sifferentialquotienten öon m^ ^^ y, » ober öielmel^r il^re fflert^e 
am fünfte B burt^i X, Y, Z Jejeitinen, in 

(7) r - (Z + Zx2myp^ + I^/2'(?)4»5 = ^ 

gufammenjiel^t. SRa^i Belannten JRefleln ber anal^tift^en ©eometrie flnbet 
man für bie ©oflnuö ber brei Steiflung^inW^ unter welcher bie in B aix 
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feie ®rin2curt)e L2 ju conjiruirenbe Zaw^tnU gegen bie Sootbinatenaten 
flfitelgt ifl, ba btefe ®erobe ^otoof^l in ber tangfrenben ©Jene ber %lä^t 
= b. f). in ber eiene 

aI6 au(^ in bet @bene 

liegt, ol^ne SKul^e bie Sluöbrudfe 

r X + ZX2XS) yx'2(^ 

D' D ' D 

rotibtx D bte SBottjel <iXi9t ber Duabratfumme ber brei burc^ D bt^ibiiten 
®rö§en Jjorjtellt. ^nbererfeitö »erben bie 6ojinu« ber SBinfel, welcä^e bie 
in B ^Xi bie Derlongte SDttnimimi^curt^e 2^ ix^txi^t S^angente xsCxi ben 
5(jcen iilbet, Befanntli(ä^ bur(^ 

i-^J^^v: U-i5~v" w~r 

• * ff 

ongegeben. ??ejeid^nen wir biefe brei SBinfet burdj) l, m, n unb bie 

unmittelbar t)or]^er gebacfjten burcJ^ X, [i, v, \ti wirb bie gcfunbene ®Iei* 

(^ung (7), foJalb man fie burtf) i>.V| biöibirt, ganj einerfei mit 

Cos X Cos l -\- Cos jM Cos m -}- Cos r Cos n = 

»oroMö gu f(|)liegen ift, bafi bie erwäl^nten jwei S^angenten per^ 
t>enbi!ulär auf einanber ftel^en. 

3n berfelben ®eife »firbe man auö ber gweitcn ©ruppe ber oBigen 
®rei4>wngen (6), inbem m^n nur a, x^, — X^, — ?i bal^in gu fefeen 
l^at, wo in ber etcn burcfegcfül^rten 8?ec|?nung ^, X2f ^; ^2 ftanb, tint 
öon A| unb 8^ befreite ©leid^ung l^erleiten, welche au^fagt, ba§ bie ge* 
fu({)te 9Rinimumdcur})e auc^ mit ber ©rinjcuiDe L^ fid^ unter redeten 
SQ3in!eIn ftfineiben miige. SQBenn bagegen ber 2lnfangö<)unft A feft ge^ 
geben ifl, fo fallen bie jweite, J)ierte unb fec^jle ®lei(f)ung in (5) alfo 
au^ bie {weite ®tu)})}e in (6) ganj weg unb ed ibleibt bie vorige SBt^ 
bingung (7) allein ju erfüllen uWg, reicht aBer in SSerbinbung mit (3) 
jur Sejiimmung t>on C^, C2 unb J gerabe auö. 

J&otte ea bloö ber gefifteUung biefer gageöerl^dltniffe ieburft, fo 
würbe man gerabe wie in §. 62 lY) bur^) ben ®ebraud^ ber gemifc^ten 
SSariationen no^ leichter gum ßiele gelangt fein« S)tnn ber urf)>rung{i(|ie 
Slu^brud für SV t^erwanbelt ßd^ bann in 
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[Y-^P- 9Jl>]j dj - [V - Np - Sflp]„ itt ) 

ms P(^ witteljl bet SBert^e »cn V, N, SR in 

gufammcMjiel^t ffletl nun au(^ blcfer auöbrud für rfü gteic^ fflxiU »erben 
mit9 unb metl bte babet gu beoba(|)tenben ^ebtngungdgteicbHngen (2) unb 
(4) nur gielationen einerfcilö gttJtf4;en rff ^ Jy^; rfÄ^; onbererfeiW gmifc^en 

<^«; ^y«/ <^^o H^fwU; ol^ne bog l^ferbur^) bte brcl ©lieber ber erjien 
®xuppt jtt benen ber anberen (Sxnppt in irgenb eine Slbl^ingtgfeit ge^ 
bracht würben ;* fo mn^ fowol^I ber SDtinnenbud aU ber @ubtral^enbud 
für ^^ gleicb SluH fein, — furg eö öerl^ält jld^ l^ier genau wie in §. 62 
öon @I. (10) an. 






§* 63. 

3n>eite Slufgabe: 3Ran t)er(angt für ba^ in §. 49 aufgelöjle 
^roHem ber ©radjjiftoc^rone int »iberflel^enben üRittel bie ©ränjbefiim^ 
ntungen, totnn in ber t^ertifaten (Sbene, tDorin bie Bewegung Dotaudgefe^t 
werben i9, i^oti ©ranjcurt^en L^, L2 gegeiben fittb. 

S)ie ©leicf^ungen biefec beiben @rän}curt?en mA^tn wie in ber 
analoflen aufgäbe be« §. 60 inxä) 

ß = SPCa?) rj = x(^) 

öorgefleHt werben. — SBir l&aben Jefet, ba y unb v bie gefuc^ten Functionen 
t)on a? jinb, gcmag §. 63 II) auöjuge^cn öon ber allgemeinen gorntel 

rfü = V5 J? r- V, Sa + N^ ( J)?/^ - N, (rf)y„ + 91^ (cr)t;^ ~ 9i, ( J)t;, 

worin N = 9p(V + X&), dl = 8^(V + A0) ift. £a in ber Dorlieaenben 
Aufgabe (f. Seite 237) 

ip, fo ftnben wir unmittelbar 

Bufolge unferer ^au))tglel(|ung (5) auf ®. 237 bep^t aber ber Studbrud 
für N ben conjianten 2Dertl^ Cij bal^er ifl 



(Sap. V. — 319 — S- 65- 

3i(»9ibetß (efiel^tn nun bie jwei ^ebingungsglei^ungen' 

(2) «fe2 = (<J)y| - (z'(?) -Pf)iS = 

geniet l^oBm wit,- infofern v„ = lXa, ß) al9 fttgtben »orau^iufefeen Ijl 
(«Bgt. §. 49 III) 

«»«« = 5^ «»« + ^ <»/» = (^ + ^P.) «^« + ^ («^)y. 

unb borauS entf^jrhigt, weil Sv„ jugleidj) mit p« <^a + ((^)t?„ Ibcnttfc^ {ji 
gwtfc^en rfa^ (<^)ya/ (<^)^'a f^J^fl^ibe SRelotfon: 

C3) ^03 = (?«-£"- fßP") *« - |'<'^)y- + C«^)^« = 

Snbcm wir nun bic brei Sebingung^fllci^ungeu (1) bi^ (8) mit mibe* 
ptmmten %attoxtn ii, %, ?3 multtpltcirt ju rfü = l^tnjufiigen unb 
bonn bie 6oefflctfnt<n ber ©ranjöariationen einjcin glei^ 3lull fefccn, 
flelanöen »ir gu bem ©^flente folgenber Oränjglci^ungcn: 

(8) ~[At^]„ + «3 = 
S)ie ©Ici^ung [^t;]^ = 0^ mlä)t ju ba: f<*on früher (§. 49 III) be* 
fprcc^enen gotberung X^ = fubrt, H^aben wir f)itx weggclageu. — Situ 
mitteljl ber (Slimination \>t>n % w«^ ^^^^ ©ubjiitution be« SQBertl^d 

— = — v/l +-P|; wcI4>cr wegen A^ = auö ber f(|)on erwfii^nten ^aupt^ 

gl. (5) be^ 8. 49 folgt unb woburcfi Vg = Ci( — |-P|) wirb, ermatten 

wir aua (4) nnb (6) fofort 

(Ö) 1+:P|X'(I) = 

S)iefe @(el^ung (ipt erlennen^ bafi bie gefüllte (^ux\>t im fünfte B fen(# 
reclft auf ber ®r&n}curt)e L^ {teilen mu§e. 



(5) -- V„ ^ ?,(y'(«) - /> J + ?3(Pa - S'- §/>«) == ^ 



8. 65. — 320 — 6ap. V. 

C 1 C 

SBeflen X^ = (Ca + -^)- = b. ]^. jp^ = — -1 fanu man fitrigenö flatt 

(9) ouc^ f^reibcn 

(10) C2-Cix'(^) = 

S)ut(f) @Hminatton t>on ?i unb 83 auö (5) (7) (8) finbct man 

SQtnn man itio^, um junac^fi bcn 5)ifferettttaIquot{enten p ^Itxau^ fort* 
juf^ajfen, auö bcr am anfange t>Qn §. 49 aufflefieHten SebingimgS* 
gletc^uttfl © = bcn SBert^ 

iü|) = A» — = A^ - ^i^C») y/rpy 

i^etieil^olt unb tetüdp^tigt, bo^ jufolge b« fc^on cten geitoH^ten .©au|)t» 
gltt($ung (5) btffetben !patagca)>]^tn 



A«p = ;i^-^-C,H+^^^ 



olfo 

tft, fo fielet man, ba§ bie öorige ©leld^ung einerlei tft mit 

1 c 

ober enbltc^, »enn noc^ für l unb v^ bie SBerti^e -(Cg + — )^ r(a; ß) 
fubflituirt »erben, 

(10 c,-c„-«.)-(c+a)«^«(f+|^w)-o 

^m6) bie ieiben ©rangglcic^ungen (9) (ober (10)) unb (11) unb bie 
ieiben ©lelc^ungen ^^« = ^(0?); y-^ = x{M) tu SJerbinbung mit ber ft^on 

C 

erwäi^nten, in §. 49 mit (13) numerirten Sebingung gX^ = C2 -j — ^ = 

^ ■ P'c 

unb enblic^ mit bem gegebenen SBertl^e v^ = r(a, ß) = r(^a, yj würben 
bie fec{;5 Untefonnteit, namli4) I; « unb bie »icr in y=/(^x). Ä = f(ar) 
Hxmlttn Sniegration^conflanten ju icftimmen fein. — ^tnn »ir nun 
i^ier, gerabe wie in §. 60 II) tei bcr Sra(|^ifto(3^rone im leeren 3?aume, 
iuijörberfl bie SSorau^fefeung in Setrac^t jiel^en, boß v^ einen untJcrSnber^ 
Heiden SQtxt^ befi^en foOe, glei^)>iel waa bie @oorbinaten be^ gefugten 



Qap. V. — 321 — S, 66. 

SMfatiQipmttä A f(ht mS^tn; fo finb in ber gattjen »orangej^enben 9t((^« 

nung blc S)ijfcrettHarqttotienten ^ iinb ^ *elbe glcic^ Stott^ unfcre Sc^ 

biufliitifldfll. (3), nfimH(f> rf©3 = 0^ jiel^t ^^ iufammen in j>„da + (<^)^a 
= cJt;^ = wnb ftatt (11) erflteW jl^ btc einfa^e «elotton 

• C2 — Cjg)'(a) = 
SDte 93ctgIei(f)Mttfl bwfelbeit mit (10) jeigt bafi in biefcm gaDe ?>'(«)= x'(?) 
fein b. 1^. baf bie beiben in A unb B an bie ©rdnicutDen gejogenen 
3!angenten ^^araüel mit einanber laufen mufen. S)a§ uberbied in bem 
f pecieHen golle , »enn ^?„ = fein foH , auä) p^ glel(^ dlnü fei ^ b. 1^. 
ba§ bie on bie Srac^iftocf^rone gu jiel^enbe 2:angente in A (ot^tec^t 
fielen mfi§e, l^aben wir beteitd in $. 49 III) nac^gemiefen. 

SSurbe bagcgen Dcrianflt, bap v^ mit bem ^punfte A oariirenb etwa 
»ie in §. 60 IV) gteicf) betienigen ©efd^winbigfeit fei, ml^t ber be^ 
tt>egli^e Stiitpti erlangt ll^aben märbe, fobalb er ^on tintm feften fünfte 
C im leeren ?Waume auf irgenb einer untergelegten S3al&n CA gefallen 
wfire; fo würbe , wenn wir bie gegebene abfciffe bed fünfte« C burt^ 
x=:c beieic^nen, 

^a = v/2sr(a - c) 
fdn, a)ie Olei^ung (11) giebt jefet 

wa« p(^ na^ ©ubfHtution bea fflertl^g öon v^ fofort in 

rebucirt unb mit ®I. (18) in §• 60 ibentifd^ wirb. 3n bem einen wie 
in bem anbem galle finb alfo bie ©rinjbeßimmungen für bie $rac(|(fto(|frone 
im wiberfiel^enben SRirtet biefelben wie im leeren Staume. 



§. 66. 

93ad bie Beantwortung ber na^ Seßimmung ber gefugten SRajci^ 
mumö^ ober 2Rinimum3curöe fo wie ber ©rfinjwertl^e J, a nt>^ ilbrig. 
Weibenben grage anltlan%t, ob man wirüit^ elnSWarimum oon JJ =J*\dx 
obtr ein äßinimum ober feinet \>on beiben gefunben l^abe^ fo lann man 
biefe Unterfu(f)ung au^ f)itt auf ben {weiten SSartation^quotienten grftnben, 
mn^ inbeflen auf etwaiS mfil^famere {Hemmungen gefaxt fein. 

21 



j. 66. — 322 — Zq9' V. 

Wan Ihibrf Oll« <HJ = V|*J — V.*a+ I (*)Ydir bnc^ m^^ 

maltgc« fBarihtn iiiib mit Slüdfi^t baranf, ha% bic Soriatum be0 regten 
3ittrgral6 jit ^^^fl^ berfelbcit eben btiut^tcii %9itmt\ f o «id ott 

ift, ffir if^ nmntttdbar bot SbtAnttf 

etf^t man ^imn nun bm Sitxtif dY = ^Sx-\-^S^Y nnb btotbtft bie 

^anit @Id4ung burdf^ bie imtiit $oten} bed £if cicntiott be« Sariotion^ 
arguntmM, fo l^at man bie allgemeine gonnel 

j^ü= V5<r2f+[g]^irj2+2rcir)V]^irf 

SSetMen wir unter r triebet , wie in S« 9, einen fel^r menig t>9n !Ruir 
i>etf(^iebenen Sert^ »on t^ «nb muttij>Iiciten öotftel^enbe ©leic^ung mit 
^T^, fo giebt bei lefete «eftanbt^eil JcSy^^dx • ^t^ , ben »ir au^ but^ 
(**)^ü*|t2 öorflenen Knuten (g. 10), biejenige aenberung öon ü an, 
welche entf^el^t wenn man ben in Y tnt^alttntn Functionen s>on x bie 
reinen ^Variationen 

iuf(^reibt ] bie Summe ber bem legten Sefianbt^eile )>orange^enben ®iiebei 
bagegen lel^rt, wie Diel no($ ju jeufr Senberung t)on U ^injuinffigen \% 
wenn man au(|i bie 3nbe))enbente x unb ba« IDifferential dx old eine 
mit t t)erinberli(^e Ord^e bel^anbelt b. l|f. ffir x überall ben bur«^ bie 
gormel (6) in %. 54 bargebotenen SBertl^ ^infef^t 

ytt^mtn wir nun ben etnfaf^flen gatt äu, bap in Y aufer x unb 
y nur I? = ^ entl^atten iji , fo wirb 

unb na^ ber gormel (2) in %. 38 



Cöjj; V. — 323 — j. 67. 



/ 



(cfyvtir ^ [ö?pV((f^)y3]|^a<+ f^p^V((r^)y((f^)P]^ 



Sic bciben ©lieber [N(tf^)V]{. [N((f)V]«. wrin N = dpV ifl, flnb in 
ber citirten ^ormel ou^ ben bott angegebenen @rtinben (®. 156) weggc 
la^en werben, aber in ben unferer je^igen Setra^ftnng gu 0runbe litf 
genben ©rfinggletc^unflen (®. 294) ifi »eber N^ no(|f N^ gleid^ Slttll 

t)orau4(jufeten. — 3m ©oitjen wirb alfo je^t 

+ [SpVlg (J^) V^ + te Jp V]^ ((Tjyl + [8jp VJ^ (J )^^ 
C2) — bettfelben fieben @(iebem mit a flatt S 

S)ad (e^te integral, morin SB mie fräl^er (in §. 37 unb anbenofirtd) 
ben erfien S^l^eil ber «l^an^tglei^ung , atfo im gegenmSrtigen ^aSe bie 

a)ifferen§ 8y^"~^^pV bebeutet;, fann nad^ ben {Regeln be^ 8. 38 

n)eiter bel^anbelt merben. 

ebenfo Knnten'wir au^ für bie ^iUt, bog no^ ?/ ^^..- i« V 
tntl^Äten »dren, ober bafi bari« einige ber ©räßen S, «; y$^ • . • expKcit 
))orIommen foHten, bie betreffenben Formeln leicht bilben. S)iefelben merben 
über freili^^, menn man fie in t^aOiger ^Ogemeinl^eit l^er)uftellen fuc^t, 
feiler umfangrei^, »dljirenb jie im concreten galle, je na^ ber ^t^a^tru 
f)tit ber Function Y^ me^r ober weniger einfach) fl^^ geflalten fSnnen. 



Um nun bie ^nmenbnng^btefer allgemeinen gormein einigermaßen 
{u erläutern, wollen wir {U ber in %. 59 III) bel^anbelten 9(ufgabe: 



i,bie luriePe 8inie \>om gegebenen ipunft A "^ __ "I na^ ber dntot 

L2BB1 [7] = x(ar)l iu sieben« 
jurfitffe^ren. 

e« war in biefer JCufgabe V = v^(t-|-p2) unb wir l^atten für 

21 * , 



f. 67. — 324 — 9ap. V. 

bie geftu^tt Sink bie 01ci<^s 

nttt im btri 9({H«intims^le{^imgat 

CiÄ + Cj — /? =0 

ffit Ci, Cj, J flffmtbni: 3i»Jtb«rp ^im »b bol^« in bie %vm4 (2) 
b(< vor. f. bie fßtti^ einiuffi^tcn 

SBfitw folfit, »«{' dfTV = dj;V = 0, 8|;V= i — - ift, na« 

f. 38 m) fAt I ((r)S((r)}r<22; bct Sluabtud 

L dxj (t_j-C|^t dir 
bcbeutet, «»b a, = <^, «' = !ffc^ i,i. off,„b« i|l c« ««. 

ffiti gcf^artet w = ^ ottjnnel^men , unter jw eine ielleJigc ©onflatttc t)er* 
jlel&enb. ©abel »trb w' = alfo 

wnb mit fftii^^t auf (%„ = a ffnitn xolx 

3ttflki# ctittnem wir, baf bie im anfleföl^rtot §. 38 UI) »or^^Itene 
«fblnjuttfl, bog 9^,V.m2 ittttet^ali be« StttejtationiiBtttwiH« ni^ »m« 
enb«^ »etbe, l)itt «ffi« i^ SBit erl^antn bo^er, ba Ja = 0, <r»« = 0, 



S<M>. V. *— 326 — j. 67. 

S)a bad om (Snbe biefed Studbntdd fiel^fnbe Sittegtal iebnifaSfd rlnen 
pofitibeK SBettl^ lefi(>t, fo bmmt cd nur auf bad Sor)ei(^en an, mel^ed 
bie ®uinme ber fibriflm ©lieber erl^oilten mirb* IDobti mA§eit tdt iebo^ 
auf bie auß ber Otei^ung ber ®tinicm\>t IS^eti^i^ge^enben Stdationen 
j»if#cn iS\ ^S, (ßiSi, (*)V| 8iüJt|l*t ne^cti. 

Und ^^ = x'(?)/7 J + • • folgt nun (J. 18 11/ J. 49 FT) attfcr 

(3) (Ty^ = ;^( J) J^f 

iuni^ß bie »eitere Sebingting 

(4) ^i - jdX^^V + X'ir)^^^ 

SBeil aber in unferer ^U^tn gormel för J'^u nur reine aJariationequo* 
tienten Mrlommen, fo fnbfHtwirett wir bie ©eft^e' 

(TV =i?<r% 4- (jyy + 2((r)P(r^a? + jcTo?* i 

(8. 58 ®I. (5)) »obnr^ ^ä), »eil fleflenwartifl p=^Ci, j = nnb 
infolge (1) x'(J) = — g" *P# ^^^ borangel^enben Sebingungdglei^ungen 
(3) nnb (4) in 

»moanbeln. S)ie erfle biefer SAingnngdgleii^ungen würbe nm pi iu 
xox%vx fein, um in (2) bie eine ber ©rdnjboriationen i^, (iyy^ iut^ 

bie anbere au^iubrüden, (ann aber, ba suf&Dig ava (2) bie @r0fe (S^yy^ 

%[ini an^efaOen ifl, biedmal ni^t gebrau(|it meinen. S)ie @l (6) ba^ 
gegen bient una ba)» bte 93ari(itiimdquotienten )meiiet Orbnung,/ ndm« 
lic^ S'^S unb ((r)V5 ieibe jugleic^ au& (2) fwtjuftftoffe». -3« WtJfem 

Qtotdt brausen »ir nur bie ®l. (6) mit einem Factor i ju mul^lU 
cire»; bad $robuIt ju (2) }u abbiren unb für i benfelben SBert^ anju« 
nel^n, totU^ biefer ![Rulti|)lifator bei Qntmitfelung ber ®rAn)glei(^ungen 
in f. 59 er^lten ^atte. (Sd \>ttf)&lt ^ in biefer $e)tel^ung l^ter gerabe 



J. «7. 



— 386 



Ca}). T. 



fo wie in beut analogen gaDe be« $. 43 IV). 3n bet 3:^at, ^Qen »ii 
fletobe wie in $. 59 III) bie ®Ieic^n(j y^ — x(?) = but^ 

»or, fo finb bie ©leii^nngen (3) unb (4) gleii^iebottenb mit 



da^j^Srfv. =0 






de 



<^$ 



d'a 



^a 



^«^?+^'^^i+T?'^^^.2i^^^'^y. 



+ •• = 



alfo »irb (ht\ bem Ueietgange {u ben teinm SSatiation^quoticntm) ®kU 
(|)ung (6) fo Diel att 

ober unter 'Rnmenbuttg bet in §. 59 be{ (3) fepöefleHteti Seiei^nung 
einerlei mit 

SBiib aber biefe ©leic^ung, naci^bem fie nH bem fräßet bemt^ten % 
(obet 82) muItii)Hclrt »otben, ju d'^ü cbbirt, fo erlitt 

dQi 



<f»J ben ßoefflrienten 



^5 + «^ dj 



(<r)V{ ben aoeffldenten [8,V]5+«2^ 

unb bied waten getabe bie litden S^i^eiie unfetet ®tdnig(e{<|ungcn (7) 
unb (8) in %. 59. — 3u %\^vai StgebniS wii^ mwx offenbat cmi^ in 
folgen Rillen gelangen , wenn mel^rete ^Sebingnng^glei^ungen 0i = 0, 
02 = 0, . . . JU betä^il^tigen finb. 

3n unfetet »otliegenben Stufgabe befaf nun »etmSge @I. (10) in 
S. 59 « (obet 82) ben ffiett^ 

- ^* 

unb wenn wit bie mit biefet 3a^( mnIU})Ucitte @(ei($nng (6) jn (2) 
i^in}ttf&gen, fo etl^aften wit 



<r2ü = 



:Z"(I)«J'J» + ^ 



wobei J bad 3ntegtal «ot^eKen mdge, tttX^ti ben (e|(tett Qc^anb^f 
fcei 0otmel (2) bilbet. 



fUnl). I. 
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S* 68. 



«u^ vorflel^ettbcm ffiertl^e Don cT'^ü itej^en »it bcn @d^lu§ , baß • 
unfere «ufWfunft jut)erWf Ift tin gJKnimum föi: ü = AB fle!{efert ^dbe, 
wenn ba« ^wbuft C^./'Cf) einen pofltiüen fflert^ erl^ait. — flennen 
wir bieieniflc Seite ber glgurenetene, noc^ 'welker bte })oRttoen y xoa^^tn, 

bic oJete, fo Hnnen toix fagen, d^l^ »efl^e tlntn '^*^'^"^^" 

5 — « 



SBerti^ le nacl^bem ber @¥in))>unft A \y = ß] 



tiefer 
Mi^tr 



negattoen 
aU B Iy = i?] 



Hegt, x"(J) a5er fei eine 



poftttoe 
negat{t>e 



®r((§e ie na^bem ble ©rdnicun^e L2 



im fßunfte B i^re Sont^eritit na^ 



unten 
o(en 



feiert, ©le gorberunj; bofi 



C| nrib x"(J) einerlei SSorjel^en l^aben foHen, f)at alfo ble geometrlfcä^e 
Sebeutunj, bag ber Soßen L2BB1 bem fgunlte A feine ßonöejcltät 
julel^renmüfle. 3{l blefe Seblngung ni(|)t erfüllt, fo fann man fld^ 
nl4;t öon einem SKInlmum ber Sinle AB fiberjengt l^alten. 3« ber Z^at 
tourbe man ouf ber (Snri^e Ls^ wenn f!e na(|i A l^ln ll^re @oncat?ltftt 
»eribete. In ber 5Ra^barf(^aft i^on B folc^e fpunfte Bj Äunel^men fännen, 
baf ABt<AB wäre} wenlajiena In allen ben gätten Hegt ble a»5g!l(^felt 
l^iert^on Hat ))or $(ugen, wenn bad t^on A auf ble genannte @urt)e ge^ 
faste fper))enblfel AB grSper Ift aU ber bemfelben fßunfte B jugel^örlge 
itrummungdl^alime^er. 



5um ötttten^ oterten und fünftzn eaptfet. 

Ueier getpife anbete Setcat^tnngdtoetfett^ auf 

ttel^e malt mait^mat bte ^efltntmuttg bti ^a%U 

mttm ober ältttttmnm bon /v<£r gegcöitbet |ai 

§. 68. 

eoioü man tmi^t, bog Ut Qilbung' eincd ißatiationtfquoUenten 
immer auf eine obet einige IDiffetentiationen flinauS liuft, bie.nut na^ 
(efonbern ®efl^tö)>unfien au0iufüi^{en finb, fo witb man el l&eflreifi«^ 



S. 68. — 828 — 8Jn^. L 

^ flnben, ba$ e{n{c(tie i^on bttt Slufgoben, mit beriit met^obifi^n Se^ttbluttg 
toix un& in bot brei ^ox^^t^tnhtn Sapitdn befif^afttgt l^abett, au^ b(o^ 
but^ einen i^erßinbigen @ebtond^ ber 3)ifferent{a(re(^nung^ o^ne anbete 
^ul^ßmiM, anfgeld^ »erben ffnnen unb f(|ion in Alteren ätittn, aldbalb 
nacb (Srftnbung be^ Sn^niteflmalcaDuI^ , aufgeßß morben finb, mie mir 
bereite in ber Slnnterfung 2^ S. 8 angejetgt l^aben. Siefe (Srf^einnng 
»irb nton fi(^ um fo leidster erRiren, menn man bie Ueberlegung ^ixuu^ 
treten l&^t, bap bie (Sinful^mng eined ntatn ®^mbolß, toit d ober (3), 
ben }u @runbe liegenben unb leitenben 3been gegenüber ni^iS SBefent^ 
li^ed fei, ba§ fiberbie^ au^ ben IDifferentialglei^unget», ))on mef^ iit 
Seftimmung beö ^ajAmrm ober ÜRinimum be0 ^ntegratö J^cbi: ab« 
l^ingt, bie wiHful^rli^^en Functionen dy, Ss, k. gin^i^ l^erau^f allen« 
(Sine genauere 9la(|Moeifung ||ierüber bürfte inbeffen manchem unferer 
Sefer miHtommen fein. 

SIU eine ©runblage; morauf bie gebadeten, t>on ben gegenmfirtig 
benu^ten Sletl^oben mel^r ober meniger abtoei(|enbei| S(ufldfungen ft(^ 
ft&litn, glauben wir mit Stecht ben ®ebanlen ju begei^nen, bap man, ft(^, 
mnn eine (Surt^e AMM'NB {mtfc^en ^mei ^rSttiorbinateu HA, KB einen 
gegebenen, t)on ber @ef}alt ber @urt)e abhängigen ^u^brud in einem 
Sßarimum ober SRinimum macf^en foll, gunS^^ft aU ßitl oorfe^t bie Se^ 
f(|)affenll^eit eined unenbli^^üeinen Oogend BIN biefer (Sur^e fo )u 
beftimmen, bap in IBeiiel^ung auf bie unenblii^ naH^e an einanbec gerüdten 
©rdnjorbinaten PM, ON biefelbe (5igenf(|iaft be^ üJlajrimumd 
ober SDtinimumd erfädt mirb, me(^e bem ganjen Sogen AHNE 
in SejieH^ung auf bie ©rfiniorbtnaten HA, KB gufommen foD. S>tnn 
inbem man bann no^ einen ober^ einige auf ber @ur)?e gtoif^ien M unb 
N gelegene fünfte M', ÄJ", .. in bie S3etra(f>tung l^ereinjiel^t , alfo bie 
unenbli^i Heine ©trecfe PQi tu {toei ober brei k, %f)tiU ier(egt, mirb. m(i|t 
fiatt einer oariircnben SurDe blod eine an€ mel^reren gerablinigen ©täden 
(Qogenbifferentialten) beflel^enbe gebro^ene Sinie ju untecfu^fen ^f>tni 
unb man gelangt auf biefe Steife ju ein^,3{elatipn inp»if<^n ben in Se^ 
tra^tung ju jiel^enben 2)ifferentiaHen dx^ dy, d}y, da,^.. manc^maf, 
ie na6) I8ef(|iaffenl[;eit ber Slufgabe, mit fo ütl Sequemli^Ieit a(d man 
nur »finf(|)en tann. 6^ »irb nm fo mel^r gerechtfertigt fein in einige 
5Detat(d l^ieruber cingugel^en; a\^ ed fl(f) ni^it blo0 um ein bebeutenbea 
l^ifiorifclied 3»ntereffe babei l^anbelt, foubern ba axiä) neuerbingd mieber ein 
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A^nli<|cd SSetfal^ren in 3lnmcnbtfrtg getraut »otben ifi. *) Stemmen mix 

^un&^fl eined ber einfac^ften {foperiiiietitf<^cn $ro(Ieme i^or : 

unitx allen gfelc^Iangen SutDe.n AB blejenlge (u beflimmen, 

buT^^ »el(^e ü= I \dx ju einem STOajtimum ober SDliuimum 

gemad^t toitb, menn 

V — F(y) 
gegeben ifl. 

©efeftt in Fig. 21 »Ate AMNB bie t>errangte ßuröe y=f{x) 

unb ff/ii'/? {üeOte ba0 SBac^öt^um bec Function F(/(2;)) )>ot, fo ba§ bet 

g(a4^enraum aHK/9 ben äBert^ )>on U angiebt SBenn W MM', M'M'', 

M"N btei unmittelbar auf einanber folgenbe @Iem(;nte ber gefüllten 6ur))e 

finb, wobei ber $unlt M beliebig angenonuneU; m^rbeU; fo vm% w^ ber 

unenbli^ Heine S^l^eil )>on U; »el^er in)if4»en ben i^rbinaten ^^, Qv 

eingef(|^Io§en i{t, ein ÜRajtimum beiiebg^m. SRinimum fein in Serglei^ 

mit allen $Id(|)en yiS^v, bei benen bie @rin{))un(te ^, v fix beibebalten 

mürben, aber bie gmifd^en P^ie unb Qr (tegenben Orbinaten mmdge ber 

SSariationen ))on j^ geänberte SBertbe erl^ieUen. S)enn gefegt, ed l^anbele 

ftc^ um ein ÜR^rimum unb man Knnte smifd^en M unb N eine (Surt)e 

UTirjN audfinbig ma^en, meiere gleiche Sänge mit MM'M^N befSge, 

buri^b n>el(f^e aber, inbem man i^re Orbinaten ber 9ere(|inung t>on Y = F(y) 

{u ®runbe legte , bem entf))re<^enben g(ä(|ientbeil /tiPQr ein größerer Sn^r 

]^a(t al9 t)orl^er }>erf(bafft mürbe; fo mürbe au^ bad ber ganten @ur)>e 

AMflTiTsNB entfpie^enbe U grjl^er M baa gur (Sur))e AMM'M^'NB ge^ 

Ib^rtge audfaHen^ biefe le^tere VimXt alfo, ber SSorau^fe^ung miberf)>re(benb, 

leine 9)laj(tmumdcurt)e fein. S)iefer ®(blu§ berul^t; mie vxwi fielet, barauf^ 

bap bie burc^ aHP/t unb /9KQi/ DorgefieOten SSeftanbtl^eile )>on U unge«' 

inberte Sßert^e bebalten, fo lange vx^n bie Sogen AM unb BN nicbt 

toariirt, unb er finbet über]^au))t bann ®tatt, menn Y unter ber aOge« 

meinen gorm 

Y = Fr;r V ^ ^ 1 
v-j*ia?, y, ^. ^2^--J 

^e^t. (Sr mürbe nur bann nicbt mel^r juIA^ig fein, menn xa^^ bur(b bie 
92atur ber Slufgabe gejmungen mire auc^ biejenigen Orbinaten ber Suroe 

*) Schellbach Probleme der VtirUtionir/ in Crello's Journ. Bd« XLI- 
p. 993. 9Ran mtrb darunter outb einige neue unb mit grofer Steganj aufgelölle 
Xuf^aben flnben. 
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cTjEir/?; toel^e au^txf)atb bed Snteil^aHd Mfi^v liegen/ Bei bem Ueber^ 

gang ))on bet (^uv^t HH'M^'N pix ffla^haxamt MriT2N aU t>axiixtn\>t 

©rößett gii benfen, wenn olfo j. S/tt)ie in S. 50 außer x, y unb ben 

£)ifferenHaIquotlenten t)on y in V fettfl.not^ ein Sntegwl eingef^Ioßen 

mSre, beffen Setrag )>on ber ©eftalt bed ganzen Sagend AMM'H"NB 

abl^ Angig wäre. 

SBenn mir nun 
OP =:r„ PM =y„ 

OP' =x^ -f- da?n = x^x P'M' = yn + ^V^ == ^n+i 

OP" = ar,+i -f dr,+i = a?,^^.^ P"M" = yn+i -j- ^^iH-i = y»-h» 

OO = ar^f 2 + ^D+2 = iTii+s • ON = yiH-a + ^yji-h2 = yn-h» 

ferner Mj»' = efe„, M'M"=d*,Hhi/ M"N = ef5„+2 feften; fo ^at bie §u 
einem aßarimum ober STOinimum ju ntad&enbc 5W*e u = ji*POv ben 3n]^alt 
i[F(yn) + F(yH-i)]^n + i[F(y„+x) + F(y„+2)]eirn+i 

+ i[F(y»+2) + F(y„+8)]dar„+, 
ober xotxcx »ir din = rf^n+i = dirn+2 eonjiant = da? annehmen, 
(1) u = [iF(yo) + F(y„^i) + FOy^-a) + iFCyo^s)]^ 

IDa l^ierin yn+i unb yn+2 bie fl(f> um bie terfc^jminbenben ©rögen Jyn+i 
resp. Jyn+8 Anbernben Variablen {!nb, fo gelangt maft; bamit ii ein 
SRajcimum (ober aßinimum) »erbe, jur Sebingungdgleid!)ung 

(2) F'(y„+i)(ry„+i + F(y„+2Vyn+2 = 
allein gtoifd^en rfyn+i unb rfyn+s befielet no^ eine Bejlimmtr 
{Relation; welche aud ber Sebingung , 

folgt , nämHcfi ;t-^ Jyn+i + -j-— iy^% = 0, S)a 

ayn+i ayB+« 

*ii = \r((yiH-l — yn)^ + (^0+1 — ^n)^) 
dSj^X = \r((yn+2 — yn+l)^ + (^n+1 — ^n+l)*) 
dSj^^i = V^((yn+3 — yii+2)^ + (^n+S — ^114-2)^) 

i^f fo erl^alten »ir 

dS V„+i — yn yn+2 — yn+l ^yn dyr^x 

I ' ' ■ ■ ■ » ^— — —————— ^ ^3S mimmm^ >mm^ • 

d.yn-f-i dsn dSn^i ds^ dSn-^l 

dS _ yp+i — yn+i _ yn-h8 "- yii+2 _ dyj^i _ dy^tj-t 
alfo mup fein 
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<!^{etaud in SJetünbung mit (2) ergieit {14^ nun 

¥Xyn+l)LdSn^l dSnJ F'(yn+2)Ltfon+a efon + lJ 

ober einfai^er 

1 . rdri __ 1 ^ r^i 

Statt F^(yn+i) in bcnt erflen S^^rile birfet ©leiclittng tonnten wir und 
erlauben F'CyO ju fubftltuiren/ »eil ber ttnterf4)ieb F'(y„+i) — F'(yn) 
= F"(yn)rfya ein Unenbli4i^neined gegen F'Cyn) ifl; ««b ou« bemfefben 
©runbe lieben »tr im jweiten Sl^eife F'(yn+i) jiott F'(yn+a) gefcl^rieben. 
5Da aber M [:i?n^ yj einen beliebigen Ißunft ber gefugten 6urt)e bejeicbnet, 
fo gilt ^orfte^be ©lei^ung für. alle fßunite b. 1^. bie Sifferentialgrope 



F'(y) d8 

mn^ Ungd ber t^erlangten @urt)e AMB einen conftanten 98ert]^ befi^en, 
fo baf toix, unter X eine unbefiimmte @onflante oerflel^enb unb beruct^ 
fi^tigenb ba$ d!a: = Const angenommen mürbe, 



(4) 



1 ^dy dx 



F'(y) ds X 

fe^en bfirfen. 3)iefea ifl genau bie ©leicbung , auf tot^t fc^on, 3 o 1^. 
S e rn u 11 i bie 9[ufISfung bei t)or(iegenben Slufgabe gegrünbet l^at. *) 
@r giebt ju il^rer «Verleitung für bie 0Iei4iung (3) einen IBeweid mittelfl 
geometrifc^er @onfhuctionen , {ur @ntn)i(felung ber ®l. (2) aber gebraucht 
er, oon bem ttnterf^iebe in ber SSeseid^nung abgefel^en, biefelben ®$lu{ie 
wie »ir fie l^ier t)orgefragen l^aben. 

Uebrigend* tonnten wir ben (SaRuI au^ na^ ber im SSorl^^ergel^enben 
fo oielfditig oon un9 angewenbeten äRet^obe ber unbeftimmten gactoren 
auf bie SIrt timi^itnt bafi wir bie beiben SDifferentialquotienten 

d(d8n -f dSn+i + ^11+2) jj c d(dsa -{- dSn+i -{- dSn+ii) 

dyn+i dyn^i 

mit einer unbeflimmten Sonßanten X multlpticirt (unb bur(^ dx biDibirt) 
gu ben ebenfaQd nacb yn+i unb yn+2 genommenen S)ifferentiaIquotienten 



*) Remarques siir les Igbperimetres in Acta Ernditor. Lips. ab anno 1718 
ober in Joh. Bernoulli Opera T. II p. 214. Qi ift biU, fo l^iel wir wifen, 
M genamiten großen Wtat^tmatifM (c^te TCbbanblung über fene 1fopertmetrif(ben 
^tobUmt, welcbe if^n unb feinen Sruber 3 acob SBernoulli fo otelfdUtg befc^afttgt/ 
Idbic au4 tn fo bebauerlt^e 3wif(tgffitrn oerwitfelt Ratten. 
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von a^ ndmli^ 

— = F'(y„^0 unb ^ = P'(y.^,) 
abbitten unb febe ®uinmc fär fid^ glti^ ShtQ fe(^ten. £)abttff^ eniße^t 

»^*-> - s-'fe = « 

»ad mit (4) glric^Bebeutmb i{t; unb matt l^at ie^t lei btefet Anleitung 
bn S)ifferentia(9(e{(|»itng ber fmgH^cn Sur))e »ebtr bad 3ei(|fn J* niM^ 
bad Sti^tvi d anjutoenbot nSt^ig gic^bt 

fficnn F(y) = y fein foD, fo baf Ji^Jydx ifi, fp et^ÄIt man 

all ©ifferentialfllei^ung ber (Snrjje. •) ®le ^immt genau fiberein mit 
unferet @L (1) in 8* 40 unb ffil^rt, »ie mit mi^en, nad^ ber imiitn 
Integration gu bet ®Iei(^ung einel Ateifel mit bem Siabiud ±X. Um 
abet ffit eine beliebige .gotm DDit F(y) bie ^ntegtati^n aul}ufii^en, bcir 
merfe man, baf 

^ _ Ad^ — dyd^B _ d8^ — dy^ dPs 
da d^ d^ ds^' 

i^, »eil tt&mli^ unter bet ^iet gemalten Stnnal^me s>on d!sr = Consta 

aud iW-=a= ete* -f- ^' ^^^ 5)iffetentiation <Py.a»-^ — <f«{gt. SBir 

Unnen ballet au^ fi^teiben 

dy dx^^B dx dx 

da ^T dä^ dy da 

mttttft biefea legten SSettl^d s>et»anbelt fi$ ®(. (i) in 

dx 

alfo ittlegtitt i^ + F(y) = C 

®eW man l^ietin »iebet ^(dx^ -\- dy^y ßt da unb quabtitt, fo la^en 
fk^ Jbie IBatiablen abfonbem, unb man gelangt gu bet oon 8etnottQ{ 
ottfgefteQten @Iei(^ng 



^) iBgU bie dtittf Xb^anblung oon 64^Hba4 p. 297.* 
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» 

%üt F(y) = Tty^ l^ot man bie in S* 53 II) gebaute ÄufflaBe Dot fI4> ; 
ittbem man C=nB, Jl = 7rC fetjt, Dewanbelt fl^ (6) te bie bort 
angeful^Tte ^lei^ung bet ela^if^en (SutDr 

Um bcn ®egcnßanb no^ but^ ein {»eited Seifpiel aufjuHJren, 
»A^Ien mit bie geobdtifii^e Sinie anf einet {RotationdoBet^ 
f I A (|^ e. äBenn H einen Belieibigen fpunit bet 6tttt>e, q> feine t^on einem 
et^en.SDletibian an fieii^Ue Singe, r ben Stabind bed fßataMIreifed 
Ibebentet, fo l^eftel^t, »ie mit in S. 46 untet II) nnb III) gefe^en l^aben, 
üld aUgemeined etfted 3ntegtal bet S)iffetentia(9(ei$ung bet ftagli^en 
€nt)>e bie 01ei(finng 

<to 
^iefe ©lei^ung, mel^e eBenfaU« \S^m 30]^. SetnouIIi (1728) ge* 
funben ^t % jebo(|^ mit tl^eilmeifet <!^ä(fe t>on geomettif^en Sonßtucttonen, 
bie bem l^eutigen ®ef(|>made menig {ufagen mAtben, fc^eint (Slaitaut, 
wel^^et {i(^ futje ^Ai batnoc^ mit bemfelben 0egenßanbe lefd^Aftigte**), 
}ueTJt mittel^ einet ^(nalpfe l^etgeleitet )u l^aben, bie nntet ben )>otl^in 
fefigel^attenen @rf{i4itd))unft f&Qt. 9Bit (Snnen, inbem mit unfete obige 
Qejei^nung mSglid^fl beijube^alten fuc^en, bie ®a^e etma in folgenbet 
aßeife batfleOen. (S0 metbe bet ))om ipole E (Fig. 15) getecfinete SRetl^ 
iianbogen M ^nbepenbente angenommen nnb but^ x ))otgeßeIIt, fo bafi mit 

feten. gnt ben fpnnft M fei EM = arn, fetnet bie öom etjlen SKetibian 
an geiil^rte (geogt.) Sänge = y^, bet 8labiw« be« but* M lanfenben 
tparaDelfteifea r^, enbli* MM' = &„. S)iefetten Seiten, mit ben Snbice« 
n-^i, n4-2 j>etfel&en, bejiel&en mit auf bie fpunfte M', M". ^oxox 
l^aben mit 

Mh Ä= [rdtp\j, = Vniipn + i — SPn) M'h' = rn+i(5Pa+, — jpn^.,) 

«IfO *n = V^[^2 -|_ r;(5Pn+l — SPiO^l 

<fon+l = >r[^^ + ^i+l(SPn+2 — 5Pii+l)^J 

S)ie gtage ift ie^t: mo mup, inbem man f^^ M unb H'^ a(^ ieteitd ge^r 



*) Opera t, IV p. 121. 

**> Meoi. de rActtd. des Sciences de Paris ^ 1733. 
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futtbctt uttb pjcirt beult, bcr gwift^cn beibett Kcgenbc unb auf htm ^axaütU 
hctfe pM'h' no^ öcrfci^ieibare fpunft M' angenommen werben b. ^. tolt 
flro§ mn^ yn+i fein, bamltbie ©nmme S ^= dSn -{- dsj^i ein ÜJlttilmum 
n)erbe? Unb um bie jur IBeautmortung bienlic^e ©(eici^uns ju :bilben, 
trou^t mon nur beu waä) y^^j-i fleuommeueu S)tffereuttoIquot{eutm j>ott 
S glei* 9lun ju fefeen. , 
SBir erljalteu 

^ie ifetlangte ©(e^ong i{l alfo 

rf.r»^=0 r'$B = Con8t. 

ds ds 



%. 69. 

3n SSetreff be^ in ber augefül^rten a^anblung bou ©c^ellSac^ 
angcwenbeteu Serfal^reuS xm^ jebod^ uoci^ temetit »etben, bof man nad^ 
ber abpt^t be« SSerfaffer«, »al^renb mau fi(^ ber gactoren X fo ]6ebtettt, 
wie »ir e^ Id J&erleituug ber @Iei(3^ungeu (5) \m bor. %. getl^an l^abeu, 
bod^ uic|)t mel^r c^m bie ifolirte öetröd^tung eine« uneublici^ fleiuen l^dle« 
üon \} — jydx gefeRelt fein foD. aWan Imi ndmXxS^ bie gefuc^tc 
6urbe AB gleid^ aufanga in i^rer JEotalitar al« ein ^ol^gon awffapen, 
lauu beu unjä^Iigen edjjuulten entf<)te4ienb bie aifciffenajce in unettbKc^ 
biete ©töde t)on )>erf(|iminbenber ®r£fie ^erlegen, fo bafi 

HK = dx^ -]- cfci + • • • -^dxj^ -f" dxj^j^i -f- efen+a -}-••.• 
ifl, unb nun alle Orbinaten eut»eber mit einfd^Iup ber Beibeu dujetpeu 
HA unb KB; ober, wenn biefe gegeben jinb, bie gwifd^eu liegenbeu 
fammtli(|i aW unbelauutr ®r5peu aufe^eu , ml^t fo ju befJimmen feien, 
baß ü ein SDlarimum ober eiu SKinimum »erbe. 3u biefem 3n>e(fe 
m\x^ man, b« ü jc^t einen bon biefe» uuiäl^Hgen unb beliebig öoriirenben 
Orbinaten abl^angigen auöbrucf, eine aud unenblici^ i>iefen ©ummanben 
beflel^enbe ©umme borjlettt, na<^ beu {Regeln ber ©iffereutialre^uung ieben 
eiujeluen ber i\\ ©ejiel^ung auf eine beliebige jener Orbinateu genommenen 
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partiellen S){fferent{alqtti)t{enten gleid^ dlnU fe^en. ^an tofirbe auf biefe 
SOeife unjäl^Üg ^ItU ®Ui(S)nnitn txt^altm, Jbie jebod^ aSe einerfei gorm 
l^aBen nnb f{(^ IM iux<S) bie ®x&^t ber 3nbice9 an or nnb y untere 
f (Reiben, fo ba^ fid) oud einer, ). S. ber|enigen, »elii^e aud bem na$ 
t/n flenommenen SDifferentialquotienten entfpringt, bie ädrigen bilben la^tn. 
©e^örte aler bie Slufgabe ju ben im t^orl^ergel^enben fAnften Qapittl Be- 
^anbelten, ju beren 9luf{$funa wir nn9 ber gentifc^ten iBariatio|ten f>t^ 

bienten, fo ^tte man au^ no^ ^0 = ''^/ ^1 =^o+*^o/ ^2=^1+^0 
n. f. tt). ald gefud^te ®to$en anjafel^en, alfo an^ bie ))artiellen S)iffe^ 
rentialquotienten Don U nac^ Xq, x^,... x^, Xn^i,... einjeln gleid^ 
9luZ {u fe^en. 3»nfofern febod^ jmif^^en ben Üenberungen ber ju It» 
ßimmenben ©rdpen Sebingungdgfei^^ungen S)on ber gorm 

0(^0/ yO/ ^if Vif*** ^n, Vn, x^i, ..0 = 

gu erfüllen f!nb, wie ed Bei ber im vorigen $ar<^gra|>l^en erllirten Sluf^ 
Ufung ber ifo))erimetrif(i^en fßroBIeme vermöge ber @Iei(^ung 

<foo -}- &! -f- <fe2 -[-••• + ^n -{- d^n+l -]-•••= Const« 

ber %cXi xoaif wirb man ben nad^ ^n ober x^ genommenen S)ifferentta(^ 
quotienten Don mit einem unBefiimmten gactor X multi))(ic{ren , bad 
fprobnft iu bem ixai^ berfetben 93ariaB(en genommenen ))art{ellen ^iffei» 
rentialquotienten Don U abbiren unb biefe ®Vimmt gleich 9^uQ fe^en, mie 
n)ir ed im Dor. S* bei Sluffieüung ber ®Iei(i^ungen (5) erläutert l^^aben. 
SDire no^ eine {weite Sebingungdglei^ung 

0i(^o; y^if ^o Vif — ^B/ yii7 ^n+i/ yH-i^ — ) = o 

ober att4> eine 6Io3 auf bie ©rinicoorbinaten x^^^^a, ^0^=1/^, 
[^Jo =Pa^ . . . f = ^«; y| = ym, jp^ = [£]^, . . • bejfigüc^e, etwa 
Cwie in 8. 59 II) 



öfii. ,f yi— yp t„ y-n — y»B^A _n 

e^^^o, yo. ^;TrF^. ^ ym. j^^^_J-o 

)u erfuDen; fo würbe man für bie l^ierau^ abguleitenben paxtitUtn S^iffe^ 
rentialquotienten einen {weiten SDIu{ti)>Iifator anwenben u. f. w. — ®^lit^f 
li^ erinnern wir xigA, bag wenn wir fo eben mel^rmaU fagten, ed foOe 
ü resp. na(^ y^ ober Xn paxtitU bifferentiirt werben, biefed in ber 
SQBeif e ju Derjiel^en ift, ba§ man Dor allen SDingen baö Sntegral ü = J^dx 
aU bie ^nmmt ber unjäl^Iigen, blod o; unb 2^ entl^aUenben unb fi^ bur4^ 
ben fuccefflo wac^fenben 3nber n Don einanber unterfcteibenben eien;ente 
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baTficfle, ba( man alfo }. 8. »enn in Y bei 3){ffcrentiaIqttotient ^ 
tottommt, f4t blefen fttccefilt> Mc SiäAe 

Vi—yo y%—y\ y» — y>-i y»^i — y. 



/••• 



fe^e, votibd unter ber S(nna^me eined conflanten dx bie ißenner dOe 

einanber glei^ oetben ; baf man femer ffir ^ unter ber ffonal^me eined 

conftanten dx fucceffit) fe^e 

y2 — 2yi+yo ya — 2y2 + yi y. — 2y.-.i + y._. 



• • • . I _ . ■ . • • • 



cte« ' dx^ ^ dx^ 

baf mafi femer an bie ©teSe i>on (b fucceffit) biejentgen 9(u9brü(fe für 
^0' ^i}'^* ^nf dsn+i,... einfette, beren toit und bereite im S)ortgen 
$aragra))$en beblent l^abm; — u. f. w. 

(Sbenfo i{} bei ifoperimetrif^en ^Problemen mit jebem integrale 
J^Wdx ju öerf al^ren, totl^t^ einen unöerJnberlicbm ffiertl^ be^olten f oll ; 
erft na^ biefer ttmgeflaltung i{l man gu einer Sebingungdgleid^ung i>i)n 
ber Dorl^in oorandgefej^ten go^^ 

flelangt. 

Sei ber 9nn)enbnng be^ S?erfal^rend befielet in ben l^ler angebenteten 
t>or(5ufigen Transformationen, bie freili^ unter ttmilinben rec^t befcbn^er^ 
Ii(b erfc^eintn mSgen, bad erfte ^au^t'^gef^ift. Uebrigend gelangt man, 
fobalb man baffelbe allgemetn burcbiufu^ren i>erfuc^t, auf bie nSmlt(^en 
£)ifferentialglei(^ungeu, n>el<^e xoix aM bie fogenannten f,«^au))tg(ei(^ungen^ 
in @a)>. III unb IV fennen gelernt l^aben. ^t^^mtn wir j. 9. an^* im 
gegebenen Y unb W feien auper x unb y tm^^ bie 3)iffermtiaIquotienten 

t)orftellt unb a?! — ätq = afj — a?i = = da? eon^ant be^anbelt, bie 

Summe Ü = J^dx + XjWdx na^ ber erlWrtm »egel umgejlttltet, 
nimli^ babur^ baf man in 

Y + AW = F(a?; y, ;?, ?) 
bie oben angegebenen, mit »aci^fenben Sttbic^S oerfel^enen ^luÄrude ein* 
febte; fo bat man eine ®ummt s>on ungil^Iigen Elementen )>or ^^, )>on 
benen einige unmittelbar auf einanber fofgenbe burc^ 
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-LFf« y..-! — y..-« y. — 2y.-i 4- y.H-A . 

4.pr« , y» -y-» y..+i-2y, +yn-xv , 

+ 'l^-^' dx ' dx^ )^ 

_Lpr« yn-i — y» yn-i - Zy^-i + y. "v. 



• • • • 



übet in furgcw Sejeic^nunfl bur^ 

F(w — 2)^4? -f F(7i — 1)^ + ¥(n)dx 

attgebeutet »etben fSnnen. ÜWon fielet, bog yn auger btefen brei ©Hebern 

in ber ganjen Summe Ü nirgenb^ ijorfommt. Snbem man bal^er ben 

nai^ tfn genommenen SDiffer entiafquotienten beö gangen aggregat^ bflbet, 

na^ au^gefulfrter ^Differentiation oter unter bem gunctionögei^en F in 

du ijPv 

©ebanfen »ieber ■j^=P^ wtb j^=zq^ an bie ©teile t)on 

dx dx^ 

eittfejjt, erl^alt man 

SlBeitt 8pF(n) — 8pF(n — 1) ifl offenbar glei^iBebeutenb mit d8pF(n — 1), 

ferner 

8^(n) — 28,F(n — 1) + 8qFCn — 2) 

= [8,F(n) - 8,F(/z- 1)] - [8,F(n- l)- 8^(n- 2)] 

= d8,iF(w — 1) — d8,F(7i — 2) 

= d2a,F(w — 2) 

d!b 

S)al^er iji ber für ^r— gefunbene «uöbrud fo tjiel ate 

(ö^FCn) - 4^9»FCn - D + ^d2a,F(n- 2))rfa; 

3)ie «n bm gttndiott«jfi^«tt 8yF, 8pF^ 8JF ^oftenbtn Sltomnente n, 
n — 1, n — 2, bi« mit ou(^ al8 3nbict« an [8,FJ; [d,F], [d,Fl j^Ätten 
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w^tnitn ftamm, icigni an, bo§ man \m x inhct cifkcm bei gmonitirti 
brri gmtctteROi bm Skitl^ ir., in bcr iweitrn ;r»_i = :r. — dx, in bcr 
brittm ;r.^ = ;r. — 2<2r^ nnb ffir j^ jcbfdmal bie {ug^nge Ordinate 
rinfrim foflc. Sa l^ierna^ bcr Untcrfcbirb {»ifi^ drF(n— 1) mtb 

J)pF(n) ritt Unrnblict^fieincö in Segtr^ung onf d^(n), namltc^ -S^dj? 

i^, fo fann man ftaü bcr einen btefer bciben @rojen ancb bie anbete, b. h. 
d^{n) an^aü dSfV(n — 1) ncl^nieu. Ite^IetAen t>eif(^n?tnbet ber Untere 
f^eb S»if4fm iPd^(n — 2) tmb (P»^(fO. SBeil nun ber in Vqte^img ottf 
y» genommene ITiffermtialqncKent )>on Ü gtetA 9ht0 gefegt werben mu%, 
bie babnnir entflcj^enbe Stffmntiargleid^nng aber für jd)en 93ert^ 9en n 
b. ^. ffir leben $nnft ber (Surt»e ^tUtn foll (inbem mir ^ier wn ben an 
ben ©rättg^junften A, B bnrt^ ©rduggleiinngen ©^ = ic. ht^ 
bingten Slcbtftcationen abfeilen); fo ^aben mir enblic^ 

®egen ¥ix, y, p, q) = \ -f- XW ifl bie« mit ber in g. «9 entmitfelten 
01. (5) wirflic^ tbentifcb. 



Soit ben 9$artattonen ber gitnctioneit bon itBti 

3!nbe^eHbexten. 

aef»nH*e Setrai^Uttgen, »ie fle in ben t>or^erge]M>«tt GapiWn in 
©rtieff ber »oriirenben guiwttone« i)Ott einer eingtgen, mit x begei^nrten 
3nbevenbenten bur^geffil^rt morben ßnb, la^n flc^ and^ fiber bie gwu» 
etionens)on mel^reren {nbe))enbenten Variablen anfleOen. SBir 
woHen titt« jebo^; um ni^t allju com})Iicirtc gormein aufjJeHen gu milfen, 
»el^e f<|He§Ii(ä& bo^ faum eine pxatli^^t anmenbung flnben mürben, auf 
' bie S8ora««fefcung öon gm ei 3nbe})ettbenten a?, y bef^rdnfen. 

I) e« fei olfö » =fix, yy bie in ben Supanb be« fflariiren« gn 
»erfefccnbe Function. SBie a«<^ immer fix, y) befc^offen fein mag, mon 
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fann fii^ bie Dorilel^enbe Oleid^ung bm4i eine auf ein rec^toinOised Soot« 
binaienf^fhm belogene gliche ^eranfc^auli^en ; fo ba§ s bie pt ben SU» 
fctf^en a, y (jelSfJrifle Drbinate öorfiellt. 81m« biefeni @ruttbe weiben »ir 
im golgenben und ll^&nfta bed SludbntdPd r^Danirenbe ^(dc^e" flatt ,,)>ariirenbe 
Function'' bebtenen^ ^ t>on r^n&^ftanliegenben 9?a(!^bar9d<^en'< ceben. 
©lei^nngen für biefe 9{a^barf{ä(ben lagen ftci^ nad^ ben in %, 2 ge* 
^ebenen Slnbentttn^en burc^ ßinful^rung eine« SSariationdargumentd t anf 
un)AffIiqe %tten bilben. Sei ^{x, y, t) ein folcber $[udbntä, xot^tt 
fut t = fi(^ auf /(a:, y) rebudrt, fo mutbe 

wobei ß(a?; y) eine willful^rlt^e gunctton bebeutet, bie Variation öon s 
angeben, infofern bie Snbepcnbenten x, y »S^rcnb bic[er aenberUng öon 
z il^ren urfprünglicijen SÖertl^ ungeanbert beibel^alten foHeu, b. 1^. »it 
»erben ben burcb bie gormel (1) angebeuteten 3«"?^^^ ^oä « in allen 
folgen aufgaben, mit bereu Statur e« fl(^ »erträgt rfar = 0, rfy = an»' 
junel^men, glei* rfs fe^en (§. 2); biefelbe @röge »irb bagcgen bie reine 
gSariation üon z genannt unb bur4^ (ß)Z bejei(f)net werben^ fo oft e« 
ndtl^ig erf(^eint bei ber Serec^nung ber (gemif^ten) äSariatton 3% aui^ 
ouf bie aenberungen ix, 6y JRürfjicbt jn nei^men (§. 56). SJad erflere 
wirb ©tatt flnben, wenn j. ©. tjier ©ränjebenen x = a,x^=^, y=^ß, 
y = r], n&mli^ ein jur (Shtnt XZ, ein anbered jur @bene XZ ))araSeIe0 
$aar, gegeben pnb unb »enn tint ®töge ü^ »el(be »on bem gwifcfien 
biefen ©ranjebeuen eingef4^Io§enen ©tücfe ber gefugten glücke abl^angt, 

j. ©. ba0 lDopi)elintegraI 1 \v[x,y,%,^, j-)dydx ein aRari* 

xmvx ober 2Rinimum »erben foH. ©ne Aufgabe ber anberen art bagegen 
»irb man Dor {i(^ l^aben, »enn bie ©roge U oon bem burii^ eine ge^ 
f^Iofene 6uröe ABCD begrdnjtcn ©tüde ber gefugten gliche abl^dngt 
unb »enn babei biefe ©rdnjcuröe nicbt felbjJ, fonbern ctma nur eine 
fcumme gldcl^e 0{Xj y, «) = gegeben iji, »orauf pe Hegen foff. Sit 
biefem gaUe i^ mit ber geftt((ften gldc^e gugleid^ a\x^ bie ©rdugcurt^e 
ABCD att Dariirenb anjufel^en, fo bap fie continuirlic^ ' in bie unenblic^ 
wenig gednberten, auf ber gldc^^e 0=0 gelegenen ?la^barcurs>en kfi^CJi^ , 
A2B2C2D2;... überge)^t. fflir ftetlen «nö l^ierbei . J?or , bafi bem ipunfte 
A ber 5pun!t A^ entfi)re^e, bem fünfte B ber ^nft B^ u. f. ». ol^ne 
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ia^ bie nähere SeiMtninttng eine« ©efe^c« nif^iq ts>&xt, no^ tDel^^em 
man ju iebem ^mKt bcr gWd^c ABCDH ... ben e)itf|)red^cttbett ^hrnlt 
ber gld^c AiB,C,DiMt . . . ju finben l^aBe, »orfiber ^ä) ganj äl^nliic 
SSetta^tunflen »fitben oniieDcn lofen »le am anfaitfle htß fünften (SovitcM. 
fflenn nun «, /9, y bie goorbinaten be« ^untte^ A finb, fo »erben bie 
gootbinaten öon A^ bur^ a-{-da, ß-^-^ß, y + cTy angegeben ; babei 
ijt eine jebe ber bwi SJariatlonen da, 8ß, dy ol« q?robuft einer ' xoxl^ 
lül^rliti^en ©tö^e in baö S)ifferential beö SSariattongorgumente ju benfen, 
fo ieboc^; baß bie Sebtngungögleid^ung 

9x0rfa + »y&8ß + 8,0 rfy = 

erfüllt »itb, fobalb man barin a, ß, y an bte ©teile t>on x, y, z \t%i. 
aber au^ bie ßocrbinatcn jebe^ anbern, ni*t in ber ©rinjcuröe gelegenen 
^unlteö ber in Unterfwd^ung fiel^enben %\&ä^t fmb bei biefer Betrachtung 
aW glei^ieitig öaiiirenbe ®rö§en anjufe^en, fo bag wir, mm x, y^ % 
.bie (Soorbinaten eined beliebigen fpunft« M ber urfprüngli^en ^a*e 
ABCDM Pub unb wenn M^ ber entf^)re(|)enbe 5Punft auf ber jjarürenben 
gW(|e ifl, bie (Soorbiuöten t>on Mi burd^ X'\-Sx, y-\-iy, z-\~dz 
DorjujteHen l^aben. S^^^Wcn biefen SSariationen dx, dy, dz ftnbet um 
mittelbar gar leine Stelation Statt, biefelBen UnntM bei bem gortf(^reiten 
t)om fpunfte M ju anbern fünften ber gWcbe'ABCD na* einem U* 
liebigen ©efcfce ^^ finbem, alfo ate unb ejti mm te (mit di multi)>ncirte) 
Functionen ber beiben 3nbei)enbenten x, y aufgefaßt »erben; 
wenn wir feboc^ bie reine Variation (d)» in ben 6aBul l^ereinjiel^ctt , fo 
gelangen »ir burd^ biefelben ©cf>Ifige/ bie in bem anatofien {Jalle beö 
S. 56 angewenbei worben, ju einer wichtigen gormcl, wefd^e dz burc^ 
dx, dy, {d)% au0brutft. 

aiua z— W{x, y, t) folgt' nämlici^, »enn man t in t-^-dt unb 
gleichseitig x in x-j-dx, y In y-\-dy übergel^en W§t, 

alfo, wenn mon l^ierin t = ma^t unb berutffid^tigt, baß <li(x, y, 0) 
=/(^^ y) bie für z urf^jtungliti^ gebaute Function Don x unb y fein 

d^ dO 
foD; baß alfo — unb — für t = gleid^bebcutenb mit ben |)artieDeu 

35ifferentialquotienten j- unb ^%oerben, . 
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(2) <f.-(<r>« + |<r.+|<ry 

^aUi PeW (i)X, uietemplmmenb tnft «nferm oWgcn fl(ar, i/)dt, ba« 
^wbttlt bc3 gactor^ dt in eine unBefittnmte gimcHon ber beiben Snbe^ 
^jenbcnten x^ y »or, xotM^t fo lange, ote nfti^t ouö bet Statur ber aufi^ 
gaJe etoa elnjefne naivere Sefd^rSnfungen l)tx\>^x^if)txi , flängßd^ »ittffil^r* 

II) fflir »erben hn gulgenbcn bte i^arttellen ©ifferenHarquottenten- 

5)on Ä gttt erflen unb jwelten Otbnunö öftere, fo lange feine SJetwec^felunft 

%yx (eforgen iß, bur(^ bie Bei i^nlid^en 9ie(^nungen }u bemfelkn 3n>ede 

I^Äuflg angewenbeten öut^jiaben p, q, r, s, t tejeic^nen, fo bap 

,«^ dz dz (Pz ' d^z d^z 

(3) ^^=P ^,^i ';JZ2=^ ZTZZ^^ :o = ^ 



dx dy ^ dx"^ dxdy dy 

fein foll. ^tmx nun, inbem man bie glätte z=f(x, y) in ben 3u^ 
{lanb bed iBatÜTend t>erfe^t^ aber bie SBertl^e Don :r unb y ungeinbert 
14ft, bie Orbinote « ixt 

ubergeH fo »<* öW*i«*ttg j? ln/>4-((f);?; q in J+ccJ)?, r in r'\-(i)r, 
n. f. tt). übergel^en. ^oibti ijl offenbar 

35ehn man »iirbe g. S. ben SQBert^ öon (S)p baburt^ flnben, ba§ vxaM 
ben na^ a? genommenen S)ifferentialquoticntcn öon ^{x, y, t) na(^ t 

biffeientilrte unb bann t = mad^te, -— ben ffiertl^ oon -^— aber ba* 

burc^, bafi xaan eben biefelben {wei ^Differentiationen in umgetel^rter ^olge 
auöfiU^rte, »ag auf bie' Sefc(;affen|ieit beö JRefuItata feinen (Sinflug aud-t 
iibt. Diefelbe ©c^Iu^folge lägt ji^ offenbar in ©etreff ber übrigen M 
(4) jufammengefieOten @(ei(i^ungen mieberl^olen. 

III) 3n benjenigen 6ntwicfclungcu , bei benen feine Slenberungen 
be« SBertl^d ber 3nbepenbenten in Setrat^t fommen, fo baj im Verläufe 
ber ganjen aied^nung dx=^0, dy = gebat^t »erben barf, fJnnln »ir 
griperer Sequemlic^feit »egen in ben t)or{}el^enben ©leiii^ungen (4) fiatt 
(d) baö einfa^^ere Qti^tn i fefeen, ol^ne barauö er»a(|fenbe S^nngen 
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U^or^m {u tnüfen. S)ann tj} a(fo 

(5) <rp = <r^ = ^ <»3 = ^ 6r = ^ «. f.m. 

ffienn bagegcn bie SSoriationen dx, iy in CetroAt flejoflen werben mä§en, 
bann pnbet man bfe ^luftrötfe filr dp, 6q, rfr, . . . auf folgenbe SB^ife. 
5)a b{e ©leid^ung (2) ju golgis il^m ^erleihinfl göltig Weiit, ()(et(^t>iel 
»o3 ffii: eine gunctfmi t)on x unb j^ man unter » benfen mag unb ba 
jp ebenfalls eine Junction »on a: unb y ip, fo giett un« bie genannte 
gormel fogleic^ 

SBir Wnnen blefe ^«''fiwritt öu^ in folgenber ©efiaft fd^retben: 

(Sans auf gleiche 9Betfe flnbet man 

^'^''^dx'^ ~ dx'^ + dx^^"" ^dxHy^^ 
_ d^g _ d^iß)Z . cPg > . ^g 

dy^ dy^ ' cZartfy^ ' dy^ ^ 

u. f. ». 

IV) SBenn nun ü ein gegebener, bie SariaMen x, y, z, p, q, 
r,. .. entl^altenber Stuöbiud ift , »orln z eine Doriirenbe gunction ber 
3nbe^)enbenten x, y ijorfieHt, wdl^renb p, q, r,... bie eben feflgefe$tc 
Sebeutung l^aben foHen, fo bepelzt für bie Variation öon ü bie formet 
(8) rfü = öxücfg + 8püd!p + ^^dq + 9,U(rr + . . 

SÖir l^aben l^icrbei x unb j^ aU ®rößen bel^anbelt, weltbe bei bem 
Uebergange öon ber glä^je z =/(ar, y) jur öariirenben 9ia4^barflä(^ 
ungefinberte S3Bert|>e bel^atten, fo baf äz bie reine Variation öon b be^ 
beutet unb bie oben mit (5) numerirten gormein für 3p, dq,,.. ®uN 
tigleit l[^aben* SKugten wir bagegcn au(| ben beiben 3nbe^>enbenten x, y 
SSoriationen juf^veiben, fo ^ürbe ju bem «vorigen 9Cudbmtf fiir iJS noc^ 
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ba4 9inooi 

diu ix + 9,ü iy 
l^ujttSHfügeH fein, gftf dx, Sp. 6q, ir,.. ^at vxoxi bann fcie bei (2) 
C6) unb (7) entwidelten ÜutbiAtfe einiufe^m, uatb wirb babnrc^ et^alien 
iTÜ = d,ü («»)« + d,ü (rftf) + 8,ü (<r)3 + d,ü (rf )r -f- . . 

t>oi^iifleSen ift. S)if J^erin Dorfomutenbe ®Nf§t ((f)U^ n4mU(^ bie reine 
Satiatton t)ou U^ ifl mit bet unmittelbar t)or]^r bei (8^) bere<^neten 
ibeni{f<b, infofern unter ber bort gemacf^ten Soraudfe^ung bad O)>eration^ 
teic^en i mit bem gedemoärtiQ gebrauci^ten (d^ einerlei ®lnn i^at. ^gL 
att<|^ §. 57 I). 



®o n»ie nun im {weiten Kapitel, in %. 8 unb ben Aufgaben bed 
g. 12 föfl« »tnn U = F(ar, y, P; ?,...) flefleben war unb y fo be* 
f^immt werben fönte, bag U ein äJlaxtmum ober SDlinimum würbe, bie 
»ebinflung <fT = ju ben eingefneu ©leicbungen Oyll = 0, a,ü = 0, 
84|Us=b K. fäl^rte, fo bafi ba$ 3$erfalbren fein anbered war, a(d wettn 
man bie SBertl^e ber ))on einanber unabhängig t)ariirenben 
fCrgumente y, Tß, ?;... iu bcfttmmen l^dtte, welche fuv einen ^tf^^fi^t^v^ 
äSert^ t)ou or bem 9ludbrudFe U ben größten ober Ueinfien SQBertl^ ^er« 
f4^afften; ebenfo wiib mau nun m^ uerfa^ren, xovxxi ein ^udbrud ))on 
bet gorm 

ü = FCx, y, z, ^, -^, ^^,...)^¥(.x,y, z, p, q, r,...) 

öorliegt unb bieienifle gunction z=f{x, y) gefucbt werben foH, burc^ 
wel^e, bei beliebig angenommenen SQertl^en )>on x unb y, U ein SRaxi^ 
vxMVX ober SDtinimum werbe. SRan wirb nämli^ bie Sebingung iH = 0, 
topiti iV ben $(u^rud (8) bed 9or. $. bebeutet ^ burcf» bad gi^it^Seitige 
@tattfinben ber ©(eii^nngen 
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(1) e.ü = o öpü = o e,ü = o Sfü = o 

ju iefriebigen ^abtn. S)tnn In Setteff ber Unatl^ingigtett bet 9iaüa^ 
Ketten is, ip, iq,... fagett jlc^ l^icr di^nHiij^c Seha4)tunöen attpeUen, 
n)ie in S* 13« ®i> ^<^b man {i(i^ ;. S. bat>on, baf j;^ unb S'q atd 
jmei in gat feiner (efiintmten SSegiel^ung ju etnanber flel^enbe Functionen 
t)on 07 unb y ju benfen finb; fel^i: Itxi^i butcff bie 9Cnnal^me 

(Tä = a)(;j?, y) + V'C^) + y(y) +' C 
ül^erjeugen; offenbar ftnbet fid^ aldbann 

in S'p =z ~ == -^^^il^ J^xpXx) Wne ©put öon ber gunc^on 9 

unb in ibetben feine ®pux \>en C, alfo t^ermag man aud bem SBettl^e, 
ml^tn ä'p fAr Beflimmte Sßertl^e t>en or unb y annimmt, gau) Vin^ gar 
leinen ®^Iu§ auf ben jugel^frigen SBertl^ Don S'q ju maci^en^ unb man 
Mt iuglei^, bag wenn rf^p unb S'q teibe gegeben »Ären, ber SBertl^ 
t)Ott (f'js wegen ber wiOfäl^rli^en Sonftanten C immer no<^ unbeflimmt bliebe. 
S8ir l)Oiitn l^ier ^oraudgef e^t , ba{i bad SSaritren ber Functionen 
^} Pf Sj**' ^w^^ '^'we 9Je6enbcbingungen befc^ran» fei. ^tnn btefe 
!SBoraudfe^ung nid^t t^oHfommen erfüllt ift, entweber weil Sef^r&nfungen 
i[>on ber in S* 1 6 (ef))rod^enen 3lrt in, bie ^Cufgalbe aufgenommen finb, 
ober weil wie in §. 18 II) eine ober mel^rere Sebingungen oon ber gorm 

0(a?, y, Ä, p, q, r, . . .) = Const. 
{u beolba^ten finb, fo wirb man bie ©leid^ungen, in wel(|e bie Sebin« 
gungögleid^ung cT ü = alöbann gu jertlg^eilen iji , genau auf biefe(6e 
Seife lilben^ wie ed in ben eben angeful^rten $aragra)))^en fräl^ec ge^ 
f^el^en ifi. S)er wefentlid^e ttnterfd^ieb flnbet nur ©tatt, bap man e^ 
in ben Unterfud^ungen bed gegenwärtigen (SapittU mit pattitlltn 
^Differentialgleichungen ju tl^un l^aben wirb, in beren allgemeine 
Sntegrale alfo, je na^ ®ef(^affenl^eit be« %aU&, ganj wiHIü^rlic^e gun* 
ctionen öerweit fein fSnncn. ■— 5)ie« äßcö werben wir fofort an einer 
f)}eciellen 9lufgabe erliutem. 



«lufgaie: (Sine gläcjie »on ber (Sigenfcf^aft ju iejiimmen, ba§ 
loenn man in einem beliebig auf ilj^r angenommenen gJunJte H bie 
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tan^tenbe (SBrne confhuirt, weld^e auf ben ixtl Sootbinatenaxen OX, 
OY, OZ bie ©hide OA, OB, OC a^^ntiitn mSge, bte Ouabratfutnme 

ÖÄ2 + ÖB24-ÖC2 

ein SDltnimum »erbe, nimli^ Hrinet oW »enn man bitr^ benfeiten $unft 
eine anbete $IAd^e gelten lafien »oOte. 

3n ben legten SBoxten mirb eine ISebingung angefügt/ totl^t ber 
in §. 16 II) allgemein U^pxeifytntn nnb but^ bad Seifpiel in $. 17 
ctWnterten ganj analog iji unb nnß nitf)iqt, S"z = gu fefren, »d^renb 
toxi untet <f'2> nnb cf*? Beliebige (Functionen )>on or unb y ju benfen l^aben. 

S::ie im fünfte M [a?, y, «] conjhuirte 8eriH^rung3ebene, beren 
©lei^ung (elannt(i4i 

(1) K^'-^) + <z(y'-y)-(»'-«) = o 

tft , fc^neibet bie «xe OX [y' = , «' = 0] in einem fpunfte , beut ber 

2/(7 S 

fflcrtl^ (;?.' — ar) = ^ juge^art. SDal^et ifl 

(Sbenfo flnbet man 

OB = -(a?jp + yq — x) 0C = — (^xp + yg _ ») 

bemna^ l^abcn toxi für bie gu einem Minimum ju mac^enbe 0r8ge bcn 
anabtutf ü = (i + ~+l)(a?p + y3~«)2 

^ietaud fliegt 

aWan Wnnte je^t bie Sebingung^glet^iungen 9pü = , 8qü = evjHit^ 
babnt^ (efriebigen, bafi man 

(2) arp + yj — Ä = 

fefete. 35ann rebudren jidji bie aBer% oon OA, OB, OC, fo wie ü 
felbp, ebenfalls auf fflnU. Die ©leit^ung (1) aber wirb 

px* -\-qy* — «' == 
nnb {eigt an, baf bie einem beliebigen fßunit H. guge^idrige IBerä^rungd^ 
ebene butd^ ben 8(nfang^))untt ber Soorbinaten gelten mä^e^ mobnr^ bie 
Qt^n^tt SIAd^e aU eine JtegelfU^e ^arafteri^rt mirb; bie jl^ren 
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®(^eite.( im (Eoorbinatenutft^ntng l^at, im Ueirtgrit; fo lange 
nic^t no^ anbemeite Oebingunom in bii Slufgaibe aufgenommen merbrit, 
ganj unBeflimmt Bleibt S)iefe9 {Hmmt bamit iufammen, bafi bad aD# 
gemeine integral ber .@L (2) , toel^ed man nac^ bec befannten SRetl^obe 
leicht finben wirb, nimlic^ 

eine »iHhil^rnc^e Function ip in ficf^ enteilt. — S)a D feiner negati)>en 
3Btxt^t fd^ig ifl, fo mu§ U = aüerbingd für ein üDlinimum geltnt. 

3»eitettd aber tonn man ben Sebingunjeh a,ü = 0, QJD=0 
Dermittelfl bea ©^ßemd ber beiben ©lei^iungen 

®enfl9e gu leipen fueben. 6^ folgt l^ierau« xp^ = yg^, nnb »enn man 
mittelfi biefer Sietation an^ (S) ober (4) ben 3)ifferentia(quotienten q 
eliminirt, fo flnbet man 

xp^'{-z = b. ^. 



1 d» 



hux0^ (Elimination oon p aber 

yq^ -|- » = b. I^, 



^»dx ^^ 



i dz 1_^ 

Sie Integration biefer Ulkten ©lei^ungen giebt 

iBil = — a?i + 5p(y) «« = V<^) — y» 

alfo muf fein 

sl = C — a?» — y ^ 
morin C eine u^illfAl^rlid^e (Sonftante anzeigt 3 ober aucb 

a:» -f- y' + Ä^ = a' 
S)ie bur4» biefe (SUl^un^ t^orge^eDte glä^e ifl eine gef4i(o§ene , mit 
einem im Urf|>rung ber (Soorbinaten befinbli(f;en 9Jlttte())un(t , unb befielet 
an^ a(^t breiedigen iapptn, mel(be bie t>on ben (Soorbinatenebenen ge« 
bilbeten Dctanten {uf^Iiepen; bem 3Ritte())unIte i^re 6oni>ejritat {ufel^renb. 
2)ie brei ^jrenftüde OA^ OB^ OC erl^alten, megen 

zi zi . I i ' 

|)= j 5 = — _ xp-^yq — z = -aU* 

Oji yt 
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bfc 84nflcn OA = a*x^y OB^a'y*; 0C = a*«*5 Uten Owabrat* 

fum'me a^Qx^ + y' + «*) = a^ ' 

ifl. 60 tcflfet alfo jefet ü bcn confJanten fficrt^ a^, gfelc^Diel wo man 

ben $unlt M angenommen ^at SEßenn man bagegen 

p-h-FP^ — ^ + FP 9 + Fq^-^+Fq 

x^ ys 

an bie ®teDe Don p nnb q (bei ungeftnbertem or^ y^ js) einfe^t unb bie 
^nimidetungen 

112 3 x^ üf x^ 

CP+/T)^ P^ P^ ' P^ Ä* »^^ ' gV^ 

benu^t; fo ftnbet man 

I 

= a« + 3 ^ (ai(a?Vp* + y Vs') — (.^FP + VFq)^) 



s t 



= a« 4- 3aJ (— f- (^*^P - y^FQ)^ + ^^FP^ + y W) 
3)iefe le^te gorme( geigt, ia$ f^V iebenfaDa eine pci^tbt ®rage i% 



e« erübrigt «n^ jefet no^ bie SSatiation *ü ffir bie gdUe jn tnU 
xoidtln, mm ü ba« Sntegral eine« Don ben befben 3nbe»)enbenten 
X nnb y abl^ingigen 5)ifferentiotawÄ>ru(f0 ijl, nnb il^re Slnwenbnng gnr 
©efHmmnng be3 aWaximnmd ober 5Kinimnmö einel folt^n SntegtaW jn 
erläntern. 60 fei alfo in bem Do<)pefintegraIe 

Vfiye?.r 

worin p^ bie ©ringen a nnb J auf bie Snbepenbente x, nnb bie @rättg# 
wertl^e /? unb i? auf y bejiel^en; 

V = F(ar, y, z, p, q, r, 8, if,...) 
eint gegebene S^tnctton ^an x^ y^ z unb ben partiellen S^ifferentialquo^r 



JffJ/ 
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^ . ds ds dhs ^P» . cPs , ^ ^ 

tientm ^=p, ^ = j, ^=r, 5-^ = ^,-'^=^ k. 3nbem 

»ir junfi^ß )>orau9fe(^fn, ba$ ed nic^t nSt^ig fei, au^ btn 3i<bt)>cnbenten 
X, y Variationen iniuf^rriben, inbem wir alfo unter 8% bte reine 
Variation {%. 70 I) \^t\jvx, l^aben mir ben ffieril^ 

(TV = ».VcTä + dpVcTi? + 8,Vcr?+ ötVcTr + ».V(r«+»tV<rv+ 
in S\S=. JJS^dydx dngnfet^en. ©aburi^ erjiebt fl<^ 



• • 



• • 






dy* 

S)a e^ und in ben folgenben fßaragra))^en barauf antommen »trb, bel^ufd 
"ber Sefiintntung bed SRarintum ober ÜRinimum t)on U bie Vebingung 
SV=-0 IM iefriebigen, unb ba wir cm^ ben in §. 23 I) audeinanber 
flefe^ten @rfinben auc^ ^ier ben üorflefefcten ^xotd (im aUgemeinen) nic^t 
ttsoa bur0 bie annal^me (fTi=0 gu errelcten l^offen burfen, fo merben 
wir \z%i fu4>en, mittelfl jjartietter Sntegrationen bie gormel (1) fo vlvx^ 
gujejialten, bog fi(^ unter bem boypelten 3ntegra(gei(^en fein EifferenttoU 
quotient i)on rf«, fonbem nur S'z felbfl üorflnbet. 5)abei legen »ir 
riidfi^tlic^ ber 3integratioridgrftn;en bie Soraudfe^ung ju @runbe, ba§ 
wenn bie erfie Snteflration nac^ y audgefiil^rt wirb, tj unb ß flegeiene 
Functionen »on ar, etwa 

ober au(|f geflebene Eonpanten feien. — ßnt SttKrjung miitn ubrigend 
im Serlaufe ber 8ie<^nung bie ^jartiellen ©ifferentialquotienten j>on V na(| 
P, q, r,... bur(|f bie entf))re4^enben ^ßui^^aUn bed gropen Sn)>^abetd 
öorgePettt »erben, fo bag 

. P = 8,V = Ö,V R = 8,V S = d.V T = 9tV 
fdn fott. 

I) SBenn wir nun, um bie S^randforniation mit bem S)o))))e(integTaIe 

I l^^Zf^y^ anzufangen, bie erfle Sntcgration wirfK^ auaf ulkten, 
in Seriitfji^tigung, baß -^-rfy in Sejtel^ung • auf y baö ooflpdnbifle 
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ITiffeTential s>on (Ts i% ba$ d(fo, inbem man (ei btr na(^ 2^ oii^iufäl^^ 
reitben Integration o; aU tint Sonfiante Be'^anbett, 

ß J ß 

mitb; fo et^alten »ir o^ne ffieirere« 

^' aJ ß V av ß 



+ f r8,WÄl, <te - J JÖiVcTä]^ dir 



ICabei wirb burc^ ^ = -^ ongegetßt, ba^ j»at baö in 9,V tnt^alttnt 

X als ccnflant bei ber ^Differentiation bel^anbelt »erben, anbererfeitS aber 

ni^t etn)a bloS na^ bem er)>Itcit t)or)^anbenen j^ bifferentiirt merben folle 

(in »efttem galle »ir 8y,V gef(^rieben l^aben wfirben), fonbern bap anc^ 
oicf baö \\\ Zy Pf ff, . . . implicirte y ju ad^ten fei. 

gerner iji 

y <? J g _ p dS'z _ d.Pä'» d? 
^ dx dx dx dx 

jtnb l^ier jlnb bie SJijferentiafquotienten ^ nnb ' fo* jn öerfleben, 

ba^ $n>ar y ate conf^ant $n be^anbeln fei; bagegen ni^t blod nai^ bem 
cT<>Iicit öorlommenben , fontern ancf) na(| bem in «, j»^ g, r,... im^ 
^licirten :r %u bifferentiiren fei. IDiefelbe Srinnerung gift auä^ für bie 
folgenben entwidelnngen. — S)aa -jweite Sntegral im jweiten a;i^eöe ber 
@lei4^«nfl (C) iji iebo^) no^ nic^t l^inreic^enb tranöformirt, benn e« lägt 
fi^'auf einfache Sntegrafe rebuclren. T)a nämlic^ bei ber Onabratur 

Jdx 
ß 
man bie nai) x auSjitfubrenbe Differentiation awä^ na^ ^vorausgegangener 

Sntegration ijornel^men, b, ^. on bie ©teile ieneS Sntegrafs ben ©iffe* 



dy bie SSariable x ft(^ wie Ant Sonfiante Derl^ält, fo bürfte 
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^iß 



wutialquotientcn j- j rS'zdy fefecn, meun i; «nb ß conftaut »Ären. Sn* 

fcfern wir aber, grßgcm ^Hlöcmctn^ett wegen ^ 7j=lj^^(x), ß=zx^Qx^ 
ald Functionen t)cn ^ miffagen, l^aben tott naä) bem befaunten $el^rfa(^ 
nber bie Dlfferenttalqnotlenten bcr beftimmten Snteflrale 



/r'^^=/¥*+i^^').s-<^^'>j 



i|P«y 



^teran« folgt, wenn wir am Sutegrafgeit^en bie fict? sjon felbfJ J)erflel^ettben 
©^änjen ß amb iy einfh^eilcn weglagen, 

ß« iji biefe^ eine ibentifclje Olcic^nng, bie m^ bei ben folgenben 8lc(^* 
nnngen fel^r nu6(i(^e 3)ienpe leiftcn wirb. — SBir l^aben ben öorfld^enben 

' dt/ jefet tttit dx gu multi^jficircn , «nb innerl^alb 

ber ©rftnjen a? =ia bi§ a? = f ju integriren, nm baö 3?e[ultat in CC) 
|U fubftitniren. 2luf biefe SBeife ergiebt jlt^ 

+ J P/«^y-J Pj\dy 

Ha 

3n IBetreff be« jweifen iinb britten ©Hebea auf ber reci^tcn ©efte biefn 
®lti<l^wn§ ifl üiellei^^t bie (grinnernng ni^it ftberjlfl^ig, bag biefelben giu 
famtnen geitomtnen nnt in, anberet Sci^retbart bad jwifd^en ben ©rfingen 

ir = « bia a: = ? genommene Sntegraf öon ^ j ^ä'zdt/ bar^efleU; b. 1^. 




einerlei mit 



[jW^l - ijW^i 



finb. S)tnn nm ben SKinuenbu^ biefec S)i|ferenj ju bilben , mnf matt, 
fobalb baö unbefHmmte Sntegral JPf'sdy beregnet worben, f an hit 
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@teOe M bflrin t>orrominenben x ff(jm unb fj^^^^Xzi^h /^5 = Xi(?) 
aU ^MU^tation^stänitn \>on y anwenben. S)a aber bei ber ita^^ y {sM^ 
guftii^renbeu Stttegration bie iQariable x bie 9ioIIe einer ^m^mitxi fpielt^ 
fo ifl ed erlaubt fc^on gfeic^ anfangt in Pi'» ben SBert^ ^ für or ein^ 
{ufiil^rett. 6benfo Detl^ilt ed fi(^ mit bem ©ubtral^enbud ; unb fomit ge^ 
langt man gu ber in (3) benuftten %i>xm. 

II) Schreiten »ir nun fort gu ben brei @(iebem Don (f'U, welcbe 
bie IDifferentialquotienten {»eiter Orbnnng ))on i'z entl^alten. Qunä^^ ift 

c?y2" dy dy dy dy dy '^ dy'^ 

«if J T:^ ''y = T^ - ^ j» + J ^«^wy 

®iub biefed oHgemeine Sntegral innerhalb ber ©rJnjen y=^ß, y = tj 

genommen, aldbann mit dx multiplicirt unb na^ or integrirt^ fo entftefft 

ff 






dx 



dx 



gemer ift 



d.S^ ^... dS?? d.fd» 



ad^S's_ dy dSdJ'g_ ^-dy dar <PS 

dxdy dx dx dy dx dy ' dxdy 

.^dS-z 

@el^t man ]^r gur beftimmten Integration jn^ififien ben ©rinjen y = ß 
bid y = ri Aber unb bemerlt, ba§ ber f(|on in I) gebraut^ten gormel 
ju golge 

CdS— * /«^ 






= -(,s..w-/|^^)-[sf]J+[sfXf 
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ifi ; f etbiU man , wtm mtm jc(^ mit dx miMpUdtt tmb twn ^ = a 
Iiiö x = S intefltitt, 




-JtfH*+/[fH* 



enbli^»; um ben i/on R = a^V oW^finglflen S3e|lanbtll^eil j>on cTÜ ju 
trandfotmiren ; gelten wir oud S)on 

-AT» , dR 

d!a?2 dx dx * dx'^ 

(Sd folgt l^teraud 
9 





*^ L dxLdx^L dxAadx 



ß 
dl 



-i/i^-^+[g.«],i-[f.o 



SBitb biefed mit dx multi))licirt unb innetl^al^b bet t^orgefc^rieBenen ©rdnjen 
integrirt, fo entfielt 
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ICa {id^ jcbod^ unter bcn (tiben le^en Sntegrafjeii^en bn na<^ x %t* 
nontmene Sifferentialquotimt s^on S^z Dorfinbet, itil^renb bie angejetgtc 
Integration ebenfaOd in Sejielyung auf x audgefäl^rt werben foD, fo 
bärfen mir jene gmei Sntegralien nodSi nit^t für ]^inrei(|ienb rebucirt er^ 
ndren. £!enn yxxa ben )>prgef elften ^x^ti. jn erreichen, welcfier barin be^el^f 
bie iDiferentialquotienten ^dl^erer Orbnung Den S"z fo Diel a(^ nur immer 
mt^gticb auf S)ifferentia(quotienten niebrigerer Drbnung iuru(f)uful^ren, batf 
mwi unter einem ^ntegraljei^ien, burc^ mel(|>e^ eine ^ad^ x au^^ufäl^renbe 

3ntegration angejeigt wirb, feinen ber I)ifferentiaIquotienten --^, -t-t-' 

QfX aXCLy 

-^-^ , ac. fonbern nur -^^ -^-^, . . , jlel^eu lapen, unb umgehi^rt; unter 

einem J , [bur^ meld^ed eine nac^ y au^jufMl^renbe Snlegration angegeigt 
u>irb^ barf fc^Iieglicf» fein xxai^ eben biefer SSariaBIen genommener S)i{fe^ 
rentialquotient Don öz vfitSfi Dorfommen« £ie iw bem erflen ber genannten 

jwei Sntegrale entl^altene OrSße [-j^]^ bebeutet nun bie|enige gunction 

Dott X, tod^t au^ bem oHgemeinin ?Cu)8brurfe für 8,J'ä entfpringt^ fo* 
iaib man für y bie gunctiou X2(^) «iwfefet. 5)enft mein fld^ aber biefe 
®nbßitution fär y g(ei<^ an^ngd in cTjs gemacht unb bann bie 2)iffe^ 
rentiation na^l 2? au^geful^rt; fo l^at man offenbar bie ibentif^ie ®(ei(^ung 

'~dx ^dx^'i'^^dy^n'dx 
^aia\\& folgt 



^^'^dx^dx^i~ '^dx dx V dySrj^dx^ 

-i(«.S^'.)-EC.S)^',-B.Ö'[f)' 

a(fo 

S)ur(^ Sertauf(|ung Don rj mit /? erl^ilt man l^ierau^ iuglei^ bie Um^ 
fonnung be^ letzten in (©) Dorfommenben SntegraW. 3m @angen 
wirb bal^er 

23 
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(6) I [^^äyä.= ( f 'g«r«^^ 

aJ ß J aJ ß 

ßt ^ ß. 

((&l+^K+«.(S)'[f%> 

III) 8(«f bem l^ier tetrctenen SBcge Wnnte tnon nun, {nbem man 
ijorauafcfete , baß In V m<i) noti^ 3)tfferettttaIquotictttctt ber britten Dtbi' 

ttUttg, alö ^, ^^; K. öorl^anbrn »aren, weiter fortfc^mteit- 3m 

^xnlMt auf bie tnSglt^er SBelfe ju tnac^enben Stufeanwenbungen bürfen 
»ir jeboi]^ tet beti in Setra(f)tung flejogctten ©liebem ftej^cn Mefbeit, ed 
»ürbe faft f^on l^ingmid^t l^aben, tu bem audbrude (1) Wog bie brei 
erflen ©Heber 

i9oraud}ufe6en. 

gül^rt man nun bie Bei (2) Wa (6) entoicfeften auÄrude in (1) 
ein, fo erfliebt fi4) für rfü ein Slflflregat »on ber jorm 
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(7) 






worin 
(8) 



^' cte c?y "^ cte2 '^dxdt/ "^ c^y2 

ifl, «nb »oritt, wie man ol^ne SKüöe finbcn wirb, ^^, ^^ je auö brei 
©liebem, |l^; ^^ je au^ fec^a ©liebem , unb f^, f^ »tebet je au« 
btei ©liebem iefte^en. SQßtr bfitfen unö bie SBeitlaufigf eit , otte btefe 
©lieber l^ier no^maU t)olipänbig jwfamniettjupellen, um fo mtf)t erfparen, 
al« ble fragliche ^omtel in il^rer S^otalitit attiumenben voo^l niemad 
ttöt^ig fein »irb. 

gilt bett einfa^iem %aU, btf^ i? unb /? c o n ji a n t fein fotten, J^at man 

^ = 0, ^ = unb i?5 = ^^ = 1?, i?^ = /y„ = /? ju fefeen. ^aiti mirb 

^__p dR dS^ ^. ddrV dQ,Y 
^ dx dy ^"^ dx dy 

^ dx dy ^ dx dy 

SBenn bagegcn r] unb /? jwai: gunctionen öon a: flnb, aber in V 
Wo6 Ä unb bie 5!)ijferent{alquottenten erfier Drbnung, jp unb q, j)or* 
fommen, fo pnbet xaan 

(10) + ( [8pVj/«fdy -. [9pV]„(rVy 



J ([8,V],-[ö,Vj,§)j*A-f 



\6%Ax 



23* 
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Sei ber 8efHmmun(t bi6 9Rajrittmm^ ober Wlinlmxm^ bed Z)opptU 
Snteflrafö \i=^ JJ^dxdy fomtnt e^ nun barauf on, bog ber im öor. 
§. eittwWelte «udbruc! (7) beiflö». (10) flleic^ 5»«« »erbe. J&terju ifl erforberfii^ 
bap, wofern ttt(f)t jwif^eit beit breijel^tt «nie^iinmten ©rjgen J'«, cTst^y, 

*^"'^' ["^Jf^y'/ ^^^ß'a ^t\fiVi\im SRelationen in ber Aufgabe 

fetbfi auöbrürflitä^ fcfiflefe^'t njerbett, alle bretjell^tt ©Heber elnjefn öer^r 
fc^winben, bap olfo enttoeber bie betreffenbe SSartation ober, 
xotnn biefe »illföl^rlicf) fein fofl, il^r Soeffictent gleich 
SWuH fei. e« Wtt ft(ä& l^rerfiber eine Sl^ttlic^e 8etra(^tim0 onfteDen, 
mte fte ixt %. 19 unb %. 24 öollflfinbifl bur^geful^rt »urbe. aWan l^at 
nur, »öl^renb bie Se»ei«fu^rung in §. 1^4 an ^»ei 2;i^eilen ic^onb^ 
fleöenwärtig brei Xi^eile )u unterf<^eiben. 3its>iSrberfl nämrtc^ ia§t fi(^ 
auc^ ]&icr bur(|> i^affenbe »nnal&men üoh anfanga mU^mmUxi (unb in 
i^nreic^enber «njal^f Doraud^feftten) gonflanten in ä's iewirfen, bö§ aVit 
in (7) ootlomwenben Stttegralc^ ober au4 nur tl^re Summe, gfeic^ D^uff 
werbe, baß aber bie @rö§en ä'z^,^, i'z^,^, g'z^^^, ä^Za,ß, »el^e tii 
ben s>om 3nieflra{gei(^en befreiten ©Hebern Dorfommen, Jeliebigt SBcrt^e 
erl^atten. 2)ann folgt, gerabe wie früher, bag b(e ßoefflcientcn eben biefer 
©röpcn einjeln glei^j Slutt fein müfien. Snbem alfo biefe ©lieber ieftt 
au0 ber SetracJ^tung gänslic^ l^eraugfaHen, fann man jweitend ffir S^z 
eine foI*e «nnal^me ma^tn, ba§ ba« jwifd^en ben befiimmtcn ©rinjcn 
auögebcl^nte 2)oweHnte8raI JJmS'zdydx tjerfc^winbct, wd^renb gfeic^.- 
jeitig bie unter ben ai^i einfachen 3ntegraliei(|en fle^enbcn Variationen 
6z^n^ jÄff.y, K. afö ganj beHebige unb oon einanber unabj^ängige 
Functionen gebadet werben biirfen. ©ei biefcm ©ad^oerl^clttniö , welcfied 
wir fogfei^ no^i naiver na^juweifen beabfi^tigen , wirb mon bann au^ 
bemfelben ©runbe, xotli^ti in §. 25 ju ber einen »ebingungSgl. (6) 
(®. 92) unb in 8. 45 ju ben ixozi Sebingung^greid^ngen (2) (@. 197) 
geführt l^at, ben ©c^Iup ma^tn, bap bie ac^t Sebingung3glei(^ungett 

Ix^^rf^Äx,^ = |lx./jrf'Äi,^== 
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eifflBt merben ntüfen. ^inn^ Bleibt »en <f U nur bet einji^ St^ 
{tttitbt^dl JJVM'zdydx torig j unb »eil bltfer nun ou(^ für jebe anbete, 
mit bec Statut bet 9[uf|<tie ni^^t unDertrfigli^^e tBef(t^affen]^eit tM>n ^s 
Derfd^minben mvi^, fo »irb man brittend auf bie Sebtngung 

ffl = 
fleffil^rt. 

Um fic^ tJOtt bet im jweiten 2;i^eife biefe« SJewelfe« audgefpro^cne« 
Qel^au)>tttng t)o1Iftfinb{g ju überieugen, r^t\jxat man fut i"z &(oa bte 
fDfgenbe Function ani 

+ (^ - «)'(y - ßriHy - i?x)^(f,(^, y) + (^ -^ f). /2(y)) 
+ (^ - my - ßxny - i?x)Hf2(^, y) + (.x - «). /,(y)) 
+ (^ - «Ä^ - ?)^ (y - ßiWii^, y) + (y- vOFzC^n 

+ (^ - a)2(a: - ?)» (y - i?.)2(f4(^, y) + (y - ft)F,(a:)) 
worin wir but(^ /?x, i?i bie gegebenen gunctioneu Xt(a?); XaC^) *>«>J^8^^ 
fleOt l^aben, unb »orin fo, fi, (2, fs, U f«> »'^ /o /a; ^i; ^2 «ocf^ 
beliebige Functionen bebeuten f ollen ^ bie jebo^ inneri^alb it^ 3ntegra^ 
üondinteriKiIld ni^t bi^ontinuirlit^ unb fix bie ®xhx^$xtf)t o: =: a, 
x = S, y = ßl, y = v^ »«^w SHulI nodj^ uneublic^ »erben. ©^ fommt 

iefct, »ie man auf ber ©teile flnbet, fo nur in JJ^i'zdydx, nit^t 
in einem ber ilbrigen aäi^i ^t^egrale i»or, unb I4$t ji4f fo »A^Cen, ba$ 
bad befagte S)o))))enntegraI 3lvXi »erbe, glei^^^itt »ad f&r Sert^^e bie 
fibrigen a4;t integrale erl^alten. J^emer Eommt bie gunctlon Fi(ß) iii 

0~L^ obef in (einem ber übrigen SSoriatloniquotientcn Dor, fo bag 

man, migen bie SBeril^e ber übrigen {leben integrale nun SKuJI ober »ad 
Immer für enblic^e ®rö§en fein, bem legten integrale öermittelfl Derr 
fif^iebenec flnnal^mett für F^(s) |ebcn beliebigen SBert^ i>erf d^afen fann 
(»orüud eben fß==0 folgt, inbem man auf bie dne ober anbere ?Ut 

bewirft, ba§ bie ®nmmt ber übrigen ®e|tanbtl^eile s>on äV dlnU fei). 
«man baffelbe, »ad l^ier oon F,(a?) in ©ejiel^uttg auf [-j-]^ gefagt 
»orben, ^(t aber mä) ber Steil^e i>on ben Functionen F^^, Ji, $1 in 
«qie^Hn« a«f We ©IJeb« [|^]^, [r^]^, [r^]^. ffl«« 
cnbli^ bie ieftt nod^ übrig gebliebenen, t)on (r;s^,y, (T'^a^y, <f'i^^, (fs^ 
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oW^anfliflen Sntegtale anielongt, fo fommt bie Function f^ offenBöt in 
S'Zß, (An xA^i in ben brei crfigenanntett ®r«§en öor; be^l^alj tfl 
J§iß6'zJlx Ol« t)Ott ben uBrtgeit brci Sntegralten but4>au3 imabl^dngtfl 
anjufcl^m , worauf #/'«^ = ^^9*- Mnb genau baffcttc , waa l^icr 
öon f4 m Segiel^unfl öuf ^^rf«^ flcfagt {fi, flitt na^ bet »ei^e tjori 
fg, fa, fi Jn ©ejie^ung auf §,^ä\, 5«*^««; |/ä|. — 

3){e aKgctnctne ©efdj)ajfcnll^e{t bcr gcfud^ten Function z=f(ix, y) 
lernt man bettina(|> bur(^ Sel^anblung ber ©feiti^ung 28 = fcnnen, 
xotM^t beöl^alb We J&au|)tglei(3^ung genannt »irb; fie ifl im aUgc* 
meinen eine ^jartieüe SDifferentialgtetd^ung t>on ber jwetten ober öon ber 
üierten Orbnung , je na<i^bem in V nur bie 2)ifferentiafqubttenten p unb 
q, ober au(|> r, s, t öorfommen. 3)ie übrigen Oleld^ungen bagegen, 
nämüii^ bie in (1) gufammengefiellten fo mie bie folgenben: 

"(2) [s,-R,g]|cf'«„| = o [s,-R,gL<rv.=o ^ 

m 

finb bie ®rfinjglei(|>ungen. Snfofem bie erfteren nid^t t\xooi bobut^ 
befriebigt »erben, bag ber Statur ber 8lufgabe gemäß (f^Ä^^y = 0, cTÄ^^y = 

u. f. ». %}x fcfeen ift, finb fle jur Sejtimmung ber \n> f(jxij y) öermebtcit 
wittWI^rHd^en Functionen gu benu^en. diejenigen Don ben ®Ici(^ungen 
(2) bagegen, »cl^e ni(3^t gfcit^fallö »egen ber aW JJactoren ber Hnfen 
Jtl^eifc öorfommenben Variationen »cgfaDcn, liefern bann nod^ gewife 
^Relationen jttjif(3^en ben eingetretenen Sntegrationöconjianten. 

5)ie gorm einer tt)iIIffi^)rH(^en Function, bie in ber ®{ei(f>ung einer 
gefugten gW^e tjorfommt, ifi fiberl^au^jt baburdj) ju beflimmen, bafi eine 
©uröe gegeben wirb, burd^ welche bie gtäi^e l^inbur^ge^en foHe. ®o 

würbe bie ®Iei(f>ung — = t/^ ( ^) , »elc^e »ir ate erfie Sluflöfuttg ber in 

§. 72 bel^anbelten SCufgabe gcfunben l^atten, fofort eine beftimmte gorm 
gewonnen l^aben, XQtnn eine guröe aK Saflö (ßonbuctrir) öorgefti^rieben 
gewefen wäre; lang« welker ft^) bie @rieugungdlinie ber ftegelfl&d^e \^xU 
bewegen mü§te. gür ben ^(MA wirb aber eine (Sur^e burd^ bad Spflem 
gweier ®lei(ä^ungen gwif(^en x, y, z gegeben, bal^er ift jur Seftimmung 
ber fragli(|)en wiDfül^rKd^en Function ein @)^ftem gweier fold^er ®lf{^ 
c^ungen ^inreid^enb, 9'lel^men wir nun g, S. an, bag in V auf er x, y, z 
b(o6 p unb q i9or{ommen , fo xm^ ben i>ier ®rdnggleid^ungen 
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(3) ^ ^.:' 

©enflge fleleijlct »erben (§. 73 ®I. (10)), »fil^renb ba« aUgcmrine Sntefltal 
ber <!^au))tglet4>ung, menn baffelbe üitxffaupi in enblici^er $orm ju finben 
ij^, imi wiütnf)xUä)t Functionen ^, tff entl^alten fann. SOenn nun üUx 
bie Segrfiniungeu bet gefüllten %\iä)t gar ni^i^ in ber Slufgabe feflge« 
fe^t ifi, tt)enn a(fo namentlich aucf» ni^t geforbert wirb, ba$ aOe Darii^ 
tenben %\a^tn burc^ eine unb biefelbe, in ber ©r&njebene x = a (resp. 
^ = ^) Hegenbe , itbrigend ))ielle{c^t unbefannte @urt)e ge^en foQen ; fo 
mu{i erftenS [9pVja;y = fein, »orau« in SSerbinbung mit x — a, 
iDfil^renb y ))ariabel Wilt, bie $orm einer im allgemeinen 3^ntegra( 
«=/(^; y) Dorfommenben »illfu^rti^en gunction Don y, etwa yCy), 
{i(|^ wirb ermitteln Xoi^tn. @benfo Unnte bie anbere miOfu^rlic^e Function, 
faDd fie nur x entl^ielte, alfo tl)(ß!), cM bem @9fteme 

befiimmt werben.' 5Dte beiben anbrren aud (3)' flte^enben 8ebingungd« 
glei(|fungen wären aldbann in 9tüdft4>t auf bie gormbeftimmung ber ge^ 
bacl^ten ixoü wiDfui^rli^en ^^unctionen öberp^ig unb warben, fadd fie 
nic^t mit ben eben bet>ro(^enen ganj ibentif^ auffielen, nur ba$u bienen, 
gewife 9te(ationen gwif^^en ben in bie Formeln eingetretenen unbeftimmten 
(Sonfianten fejijufteDen, »ermittelji beten bie fraglidj)e Sbentitfit betbeige* 
ful^rt wirb. 98urbe bierbei ein SBiberfprud^ entbecft, fo mn^it man bie 
3lu{l6fung fär unm5g(i(|^ erüliren, fo lange nid^t' bie ©rdnjbebtngungen 
abflednbert werben. — SWein fo einfa(3^ öerbält ftdb bie ©ad^e nur feiten. 
3tt ber Siegel werben in bem Sntegrai ber @f. SB = wiafu^rlid^e 
Functionen ))orfommen, beren 9(rgumente oM x, y, z jufammengefe^te 

auebrüde fmb, etwa tp{-), (f(y — ax) u. bgl. ^tnn nun iyi 8pV 

unb 8qV bie ^ifferentialquotienten p unb q no^ öorfommen , fo mufi 
man il^ie SBert^e aud ber aOgemeinen Integralgleichung bur^ )>artieDe$ 
Sifferentiiren herleiten. Saburci^ weiben aber an6^ bie Derioirten y'.unb 
%f)* in.öpV, 8qV eingeful^rt; unb unter folc^en Umjiönben wirb.ee nic^t 
aOein nötl^ig bei ber IBeftimmung ))on tp unb tp bie obigen ©lei^ungen 
aOe J)ier ju Statine ju gießen, fonbern e« tinntn f«3^ il^rer SlujlSfung, ba 
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fk ein Spflem ^n Siffecenttalgleii^uiisen in Setic^mtg anf bie 
ttttbelannten ^nnctionen g>, tp tilitn, im&Ber{lelg(i^e @(^»tettg(rUen ettt« 
flegenfteOen. Slnberd ^etl^Kt t9 ft(| bageflen, »enn man bie 9lufgabe in 
bem Sinne faßt, bap bie @rinii>atiaUonen ^s^^y, ^«a,jy <^^/9> '^i// 
ff (bft ÜtnQ fein foDen. ffiirb }. 9. eine in ber ebene at = ^ Itegenbr 
6tttt>e gefieben, bm^ »el^e bie %l&^t gelten foQ^ fo ift ds^,j für jeben 

93ert]^ von y glei^ iRnH; alfo fM bie er^ bet Orfinigfeic^ungen (3) 
l^inweg; u. bgl. nt. 

ttebrigend Detbient fjütx f^on bemettt )u werben, »ad bnrcb fpAtete 
fS^ai^inn^tn (§.' 79 nnb 8. 80) nod^ genauer nat^gewiefen »erben »irb^ 
ba§ bie^ einem gegebenen Y enif))re4!enbe «l^anptgleii^mtg immer bie n&m^ 
(t^e bleibt, glet(^t»iel toaß für 8ebingungeit rndfic^tU^ berSegrdn- 
jungdlinien ber gefüllten %l&^t in bie $(ufgabe aufgenommen 
»erben. 



3ur (Sriiuterung. biefer allgemeinen Seigren biene nn^ iun&cbß ein 
gan; einfac^ea Setfpiel; nn »ett^em ftd^ für ))erf(^tebene ^iOe bie ©rAn)' 
befKmmungen burt^fffll^ren la^en*): man fragt na^ bem Stinimmn Don 

^= ff G+-l+^(£)'>'^ 

J aJ ß 

xotUi ß, rj fo mie a, ^ aU gegebene Sonftanten angefe^en »erben foDen. 
HIß <g)aii))tg(ei(]^nng erH^Stt man l^ier 

1 ^ ^= 1 - ^^^+^£^ = 2y ^ = 
dx dx dx 

35ie erfie Sntegration liefert p = ^(y), »orin g> wlUt&^tU^ Ift j »nb 
bur^ noci^maliged ^ntegriren ergtebt ^^ 

(2) s = j?y(y) + t//(y) 

I) SDenn nun xM^^üx^ ber IBegrfinjungen bed i»if$en ben t>ier Sbenen 
x = a, x = S, y — ß> y = V Kegenben gl&<^enfiu(l« gat feine nd^ere 
eebingung gemadf^t »Arbe, fo rebucirte fii!^, »eil dqY ol^nel^in gfei^ 9htl 



*) Straueh Var.-Calc. T« II p« 979. 
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ift, ia^ Im Dot. 8« mit (3) nutnerirte ®|^ftem auf bte {toei ®rini« 
glet<|ungen: 

Stit^ (2) folgt nun 

S){e 8tf(|Kiffen]^dt t>on ;> ifi |{er infofem \t^x flän^g, al6 auf n 9) felBfl 
nicfit no<^ eine S)eriS)ation ]9on 9 ober ^ barin Dorfommt, fo ba§ bie 
im t>or. S. enodl^nie ®4^»ieriflle{t niif^t oBmaltet. 3)urd^ ®u(ßitution 
iened SBertl^d oon p i^erwanbeln {ic^ bie ©(eic^ttgen (3) in 

(4) f + 2yy(y) =0 b. ^. 5p(y) = ^1 

(5) a + 2y5PÖ0 = O b. ^. 5P(y) = _g 

8(Qein bie gorm \>on g>iy) ift, wie xmix fieion^ etfieli^t; eine anbete fftt 
^s=^ att für x^=^a. «l^Atte man eine 9^^^^^ l&eib.et Variablen 
^/ y }u iefUmmen, ml^ »oi^el^enben Qtfbingungen Genüge teijlete, 

bann »ftrbe mwi freiH(|> — — bafflr wc^0:imtxi\ ba aber jpCy) »on x 

galt) frei fein foE, fo enti^altcn tn>r{le]|^be Sebingungdglei^ungen tintn 
Sßibetfyru^^ in fid^. 5Die Slufgaie I4$t ial^tt, »ofern fle ni(|^ engeren 
8ef #r&nf»ngw ni^»i^rfe)t wirb ; f efate f[u|lifuttg ju« 

II) Slt^mtn ttrfr jcil^t an^ ed fei in ber ®rdn|ebene ^ =« a eine Surt^e 

Ä ^ fi(y) 
gegeben, burd^ welche fowol^I bie gefugte glfid^e aU aUt mit il^r in Sßtx^ 

glei^ung {U )ie]^enben, t>ariirenben 9la^barfl&(i^en gelten foHen« 88ei( 

atebann *?«,, 9ltttt ifi, fo ijl bie ®r«njglei(f>ung [ÖpVj^ #*«„=« t>on 

felbfi erffiQt; unb bie }meite ber @W(^ungen (3) f&Qt l^inweg, an i^rt 

@teae tritt^ aber 

(fl) sa,j = «yCy) + V'Cy) = ACy) 

Semer giebt bie erfle ber ®(ei^ngen (3), gerabe wie ))orl^in, 

(7) j+^yy(y)=^o 

®egeniodrtig finb 9 unb ^ buriff (6) >unb (7) i^oatommen ibe^mmt. 
aRan er^It 



olfo befinitiD 



y(y) = -|; V'(y)=fi(y)+0 
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iß ; f ttbUi man , totm man jct^t mit dx mttiti))({dtt unb )»on or == a 
bid a: = J tntegritt, 




/rfH<*^+/[f'-.L* 



(gnbli^; um ben i>on R = 9rV obl^fingigen Seftanbt^fil i)on SV ju 
trandformiTcn , gelten wir au^ ))on 

dfc' dir dz dx'* 

(SS folflt l^ierau« 

P J ß 






dx I 

J ^ 

SBtib btefe^ mit dx multipltcirt unb innerl^alb bet )>orgef(|friebenen ©tAnjen 
intefltirt; fo entfielt 
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Sa fidS^ icbod^ untet bcn (riben Ui^tn ^ttqxalitl^tn bet nat^ o? qt* 
nommene Sifferentiafquotient t)on (f's i>orf{nbet, ivil^renb bie attgeicigtr 
Integration ebenfaOd in Seiiel^ung auf or audgefäl^rt werben foD, fo 
bitrfen mir jene jwei Sntegralien no(( ni^t für l^inreici^enb rebucirt er^r 
flftren. Senn nm ben )>orgef e(^ten ßtotd ju errei<^en, welker barin Befielet 
bie iDiferentialquotienten ^fl^erer Crbming s^en S'z fo \>id aü nur immer 
moglicb auf S)iffere»tiaIquotienten niebrigerer Orbnung {urutf^ufAl^ren, barf 
man unter einem 3utegral)ei^en, burc^ »etc^ed eine na4^ x aud^uful^renbe 

3ntegiation angejeigt mirb, feinen ber S)lfferentiaIquotienten •^—^ 'T'T'' 

-T-y ^ K. f onbem nur -j- , -rj- , . . . flehen lapen, unb umgef e^rt, unter 

einem J , .burt^f »eW^e« eine nac^ y audjttffil^renbe Sntegration angegeigt 

wirb, barf f<|ftie$Ii(|> fein na^ eBen biefer 93ariaBten genommener S)iffe^ 

rentialquotient Don 6 z mel^t Dorfommen. Sie in bem erften ber genannten 

fdS^z-i 
gwei Sutegrafe entl^altene ®r8ge [-^J^ Bebeutet nun biejenige Function 

t)on X, mel^^e m^ bem aOgemeincn Sludbrutfe fär d.(f« entfpringt, fo.« 
Balb man für y bie gunctiou xaC^) einfe^t Sentt maw flcff aber biefe 
®ubßituftion fär y g(ei<^ anfüngd in Js gemalt unb bann bie Siffe^ 
rentiotion na^^ x audgefu^rt^ fo l^at man offenbar bie ibentif(|ie ©lei^fung 

Saraud folgt 

^'''dx^dx^'i^ '^dx dx l'^dyh^dx^ 

alfo 

Sur^ ^ertaufc^ung Don 17 mit /? erl^ilt man l^ieraud {Ugleic^ bie Um^ 
formung bed leisten in (0) i^orfommenben ^ntegrald. 3m @anien 
wirb bal^er 

23 
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m 




ffe'-«^].* 



>-+«.^'tf],> 



III) Sluf brm ^ier Betretenen SBege Hnnte mm nun, inbem man 
öorou^fejjte , bof in V ouc^ noc^ S5i|ferenttoIqwotienten bei btttten £)rb* 

nnng, ol« ^, ^2^' ^^- ^*>'^^<^"^^'^ »Ären, weitet foitf($reitett- 3m 

^tnbliäe auf bie niSglic^et Sßetfe gu ma^enben !nutan»enbungen burfen 
tüit iebo$ bei ben in Setrac^ftung geiogenen ©liebem fti^n bleiben, ed 
würbe faft fc^on hingereicht l^aben, in bem fludbrutfe (1) bto^ bie brei 
erjiett ©lieber 

t^oraudgufe^en. 

gfi^rt man nun bie bei (2) bi« (6) entmidelten audbrude in (1) 
ein, fo ergiebt [i^ für SV ein Aggregat »on ber jorm 

r^ r^ r '*^ 1 

i • I >9 ' 'I 

•Vi 






-/W-j;.[f]^^ 



C7) L '*" "A 
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(7) 



dy 
'^V^ «_ . rc 1» ^V 



I. 
I. 



^/»&^ 






»onn 



tfi, unb worin, toie man ol^ne üJZAfie ftnbrn wirb, ^^^ ^„ je and brei 
OliebeW; |l^; |l^ je au« fc(^« ©Hebern , unb $tj, §^ »iebet je am 
brei ®(iebem »eftej^en. SBit burfen und bie SBeitl&ufigfeit , aUt biefe 
©lieber l^ier noi^maW t)0DfWnbig jufammeniuftellen, um fo mel^r erfparen, 
ald bie fragliche ^ormel in i^rer S^otalitAt anjuwenben voi>f)t niemals 
n^tl^ig fein mirb. 

gftr ben einfachem %aU, baf ij unb /? e o n fl a n t fein fotteU; l^at man 

^ = 0, ^ = unb r]^ = 7]^==r], ß^==^ß^ = ß ju feften. ^abtx wirb 

' dx dy ^ dx dy 

^ ^ dx dy ^* (ia? dy 

SBenn bagegen 17 unb ß {»ar Functionen Don x finb; aber in Y 
Ho9 s unb bie S)ifferentiaIquotienten er per Orbnung, p unb ^^ Dor^ 
fommen, fo finbet man 

J ttJ ß 
(10) + [ [8,VJ/Vy - f [9»V]„(r«.rfy 



J 08,vj,-[a,vi,§)«r»A-| 
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Sei bct Seßimtttuiut M IRaxbmmi oker SUniimtind bed ^cpptl^ 
SntegraM JJ = J^J^^dxdy Hmmt t^ ntm baraitf an, baf ber im «or. 
$. enhvidelte 9(uabnut (7) beigd». (10) gbiclf 9lnU oobe. ^iergu iß ccfbtberfic^ 
bap, tocfent nt^t {»ifc^ett bm ixriit1)n unlt^mmtm ®iiitn S^z, (Ts^^y, 

(fsa/y, hr~]f,yj ^^ßfa M^^^bcrc Stelotionctt in ber Httfgabe 

jettfl auÄrii(!It4> fcpflefctt werben, oHe breljel^n ©Heber eingefn »er* 
f(|itt7tnben, bafi alfo entoeber bie betreffenbe Sariatton ober, 
wenn biefe wiU!fil^r(idE» fein fotl, i^r Soeffictent gleicf) 
92nn fei. (S9 M§t f{^ l^teruber eine i^nlic^e 8etra4)tung anfteHen, 
wie fte in %. 19 uitb %. 24 DoDfiinbig burc^gefü^rt würbe. Wtan }^ai 
nur, wjl^renb bie IBeweidfuJ^ruttfl in S- ^ au0 i^i 3:^et(en ießanb, 
gegenwirttg brei 3;i^eHe }u unterfi^eiben. 3tti>drberß nSmRi^ fa$t fi(| 
au(^ ^ier bur^ ^affenbe Slnna^aten t>on anfangt un^ßitnmtot (unb in 
l^inrei^enber ^nyx^ »oraudgefetten) (Sonfianten in cTs ibewirfen, ba$ aEe 
in (7) »otfommenben ^ntegrale^ ober au^ nur i^re ©umme^ g(et(^ Stall 
wnbe, ba^ aber bie ©röjen J'«^;^, S^^^, ß, S'^attj, S'Za,ß, wt\«^ 'm 
Den Dorn ^ntegratgeic^en befreiten Oliebem \>tftUvxmvx, beliebige 98ert^e 
erl^alten. 5)onn forgt, gerabe wie frfil^er, ba^ bie goeffleienten eben biefer 
®r8pen etngeln glet^ ?lutt fein mu^en. 3nbem olfo blefe ©Heber iefct 
am^ ber Betrachtung gfinglicl^ ^erau^faOen, fann mm jweitend für fz 
eine folcbe »nnal^me ma^ta, ba§ baö jwtf^en ben befHmmtcn ©rdnjen 
auögebel^nte ^tp^AMtixaX JJ^S'zdydx »erfc^winbet, wal^renb gfeic^^ 
jeitig bie unter ben ai^t einfachen Sntegraljeic^en ftd^enben Variationen 
S^^^n^ ^^^a,y9 ^^- ^^^ Ö^^i beliebige unb oon einailber unabhängige 
Functionen gebaut werben bürfen. S3ei btefem ©ac^oerpltntö , wefc^e^ 
wir fogtel(^ no6^ n&f)tt nac^juweifen beabfi^tigen, wirb man bann au^ 
bemfelben Orunbe, weither in i. 25 ju ber tintn «eblngungSgl. (6) 
(®. 92) unb in S. 45 ju ben jwei «ebingung^gfeiciNttgen (2) (@. 197) 
geführt f}at, ben @4>Iuß matf^tn, bap bie a^^t Seblnijungögleic^uttgett 



(1) 






Coy. VI. — 357 — 8. 74. 

eifüSt mtUn tnA^en. «^iet««^ Bktit oen <f'U nur btt einige Ot^ 
^aitbt^d( JJViä^ndydx äibng; mtb wet( bitfer nun ouc^ für jebe anbete, 
mit ber 9l(ttur bet Kufgiibe nu^t unbettrigd^e Sef4^a{fen^it iH)n J^s 
Dorfi^minben mn^, fo »irb man beutend anf bie Sebingung 

ffi = 

geführt. 

Um ft(|f Don ber im {»eiten 3:i^ei(e biefed Semeifed an^gefpro^^eufit 
9el^an))tttng i>oIIftSnb{g ju Aberjengen, ne^me raan \xct 6"z tiXQO, bie 
folgenbe Function aixx 

+ (^ - «)^(y - ß^i^iy - ri^i^iiiix, y) + C^ -- f). /2(y)) 

+ (^ - ?)'(y - ft)»(y - i?x)2(f2(^, y) + (^ - «)• /i(y)) 

+ (^ ~ a)2(a, - f )2 (y _ /9,)^(f3(a?, y) 4- (y - i?,)F2(:r)) 
+ (^ - a)2(:c - ^)2 (y - ijO^Cf^Cor, y) + (y - /?x)Fi(a?)) 
morin »ir bnt(^ j9x^ i;. bie gegebenen gunetioneu Xt(ar); x^C^) ^^^0<^ 
fleDt ^aben, nnb »oiin fo, fj, fj, fg, U fo »^^ /o /a/ -^i; ^2 "«>4> 
beliebige Functionen bebeuten foHen^ bie jeboc^ inneil^alb bei ^ntegm^ 
üondintertHiIU ni^t bidcontinuirlii^ unb \ix bie ®rin)»eiEt]^ x = a, 
X = ^, y = ß^, y = V^ wtber 3lnU no(^ uneublid^ »erben. 61 lommt 

iefet, »ie man auf ber Stelle flnbet, f^ mx in JJ^i'zdydx, nic^t 
in einem ber übrigen ti^i ^nte^i^Ale »or^ unb VS^i fi4^ fo toasten ; ba( 
bad befagte S)o))))enntfgraI FluD merbe, ^Iei^s>ie( mal f&r Sertl^e bie 
übrigen ai^i integrale erl^alten. gemer bmmt bie guitction i^i(ar) tu 

0~~L^ ober in (einem ber äbrigen aSariation^uoüetttcn twr, fo ba$ 

man, mSgen bie SOertl^e ber übrigen fieben integrale nun 9tujl ober xoa^ 
immer für enbliti^e ©rSgen fein, bem legten Sntegrale Dermittelp: J>er.- 
fcf^iebener UnnaH^men für F^is) j|eben beliebigen SBert^ Derfcbafen (amt 
(morüua eben $ß = folgt; inbem man auf bie eine ober anbere ?Ut 

be»ii{t; ba§ bie Summe ber übrigen Seflaubtl^eile «>on J D 9lna fei). 
0fBait baffette, »a« ]{>ier »on J\(af) in ©ejiel^ung auf [-^J^ gefagt 
»orben^ gilt aber nad^ ber Sieil^e i»on ben (Functionen F2, /^ ^2 ^^^ 
9.ii^m auf We ®HA« [|^]^, [r^]^, [r^]^. SB«« 
enbR4^ bie ie^t no# übrig gebliebenen; i^on i'&^ny ^'««;7> ^^»»19 ^'^ß 
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ai^ättgCgctt 3ntefltoIc anttlMit, fo fpmmt Wc gunctlott f^ offcniat in 
S'Za, aber nit^t in ben brei erpöenannttn ©rjfcn öor; bed^alb tjl 

J§iß^Zodx aH t)on ben übrigen brei SntegroHen bur^au« unabl^finfllg 

anjufel^ett; worauf f^^^ß = ^ \^H^* Wnb qenan boffclbe, wa« ^ict 

»on f4 in »egiel^ung auf Jl^tfÄ^ flcfagt ifl, gilt na^ ber »ti^c öon 

fa, fa, fi In Cejle^nng auf Ji/«^; |„<r*Ä«; 5|rf^«;. — 

aMe attgemetne Cef4)affenll^eit ber gefudjjten guncHon z=:/(x, y) 
lernt man bemna(|f burc^ Sel^anblung ber ®(e{(^ung S = fennen, 
vot^t bedl^alb bie $au))tgle{(f)ung genannt wirb^ fie ift im SHIge^ 
meinen eine {partielle £)ifferent{alg(eid^ung t)on ber {meiten ober )>on ber 
vierten Orbnung ; je na(|bem in Y nur bie 2)ifferent{arquötienten p unb 
q, ober anii r, 8, t Dorfommen. 3)ie übrigen ®(ei(^ungen bagegen, 
nimlic^ bie in (1) gufammengejteDten fo »ie bie folgenben: 

« 

Pnb bie@ranjgfei(f>ungen. 3nfofem bie erfteren ni^t ^a babur^ 
befriebigt werben, baß ber SWatur ber aufgäbe gemä^ S'z^n — 0; (f ««,, =0 
u. f. ». ju fefeen if^, finb fle jur ©eflimmung ber 'vxf(x, y) Dermebten 
»iDful^riid^en Functionen }u benu^en. diejenigen t>on ben @(et(^ungen 
(2) bagegen, »eld^e nici^t gfeicfifall« wegen ber M gactoren ber linfen 
Jtl^eifc t>or!ommenbcn SJariationen »egfaücn, liefern bann noc^f gcwiße 
aielotionen j»if(i^en ben eingetretenen Swtegrationöconftanten. 

Sie Form einer toiHMbrlicIfen Function, bie in ber @(ei<^ung einer 
gefud^ten glAd^e t?ot!ommt, ifl itberl^au))t babur(^ gu beftimmen, ba§ eine 
duroe gegeben »Irb, burc^ »elt^e bie ^h6^t l^inbur^gel^en foUc. @o 

»urbe bie 0lei(|)ung — = t^ ( ^) , »el^^e »Ir att erfle aujWfung ber in 

X OS 

8. 72 be^anbelten Aufgabe gefunben l^atten, fofort eine bejHmmte ^oxm 
gewonnen l^aben, wenn eine (Suröe ate Safl« (ßonbuctrlr) öorgef einrieben 
gewefen wAre^ langd xotXö^ti ftc^ bie (Srieugungdlinie ber j(egelfld(^e fortr 
bewegen mu§te. %ui ben 6atfut wirb aber tint @urDe burd^ bad @pftem 
gweler ©lelc^ungen jwlfdjjen x, y, z gegeben, bal^cr Ift jur SSefHmmung 
ber fragliij^en wlQfäl^rllc^en F^t^^^icn ^(^ @9jiem gweler folcffer ®Iel^ 
4)ungen Ijiinrel^^enb. ^üjxatn wir nun j. 9. Wi,^ ba§ in Y auper ^r^ y, s 
blo6 TP unb 9 i^orfommen , fo wx% ben t)ter ©rinigteld^ungen 
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©enüfle flrieipet nxrben (§. 73 ®l (10)), mfi^renb ba« aUgemrinc 3nteflrcil 
bet «!&ait:ptglei4)ung, menn baffelbe äber^au^t in enb!t(|fer S*'^^ i^ i^nitn 
i% irt>ti v>{tn&1)xli^t Functionen g>, xff enthalten fann. ^twx nun uBet 
bie Segräniungeu bet gefu(^ten 9(i<^e gar nic^M in ber 9(ufgabe fefigeir 
fc^t ift, »enn a(fo namentlich auc^ ni^^t geforbert »itb, bag aOe Darii^ 
tenbrn gldci^en bur^) eine unb biefelbe, in bet ®rdn)ebene o? = a (resp. 
a? = I) liegenbe , ubriöend öiellci^lt unbelannte (5uwe flcl^en fetten ; fo 
wuf erftenS [9pVja;y = fein, »otau« in SJcrbinbung mit x = a, 
voh^itni y variabel b(eibt, bie gcrm einer im attgemeinen integral 
z=zf{x, y) üorfommenben wittfu^rfic^en gunction Don y, etwa y(y), 
{{4^ »irb ermitteln lagen, ßbenfo Unnte bie anbere »iOfu^rlic^e Function; 
faHa fie nur x entl^ielte, alfo \})ix), cM bem ®9fieme 

befiimmt »erben.' Sie beiben anbrren aud (3) fltegenben ^ebingungd« 
glei^ungen toiren atebann in Sitidfic^t auf bie gormbeftimmung ber ge« 
ballten gtoei »iOful^rlic^en Functionen äberfltlgig unb »firben, fattd fie 
ni(|)t mxi ben eben be)>)ro(|enen ganj ibentif^ auffielen, nur baju bienen, 
gemife Sielationen s^if^^en ben in bie Fonne(n eingetretenen unbeflimmten 
6onjianten fejlgufleDen; »ermittetfi beten bie fraglidjie Sbentitfit bcrteige* 
fä^rt mirb. SBärbe bierbei ein 3Qiberf))ru(^ entbecft, fo mu^it man bie 
$lufI5fung für unmögli^ erfliren, fo lange nid^f bie ©r&njbebingungen 
abgednbert werben. — attein fo einfa^ öerl^ait fi^ bie ©ad^e nur feiten. 
3n ber Siegel werben in bem Sntegral ber @I. SB = wittfuirlit^e 
gunctionen üorfommen, bereu Argumente oM x, y, z iufammengefcfete 

au«brutf e jinb , etwa V' ( - ) ^ y(y — 0^) u. bgl. SBenn nun in 8pV 

unb öqV bie Sifferentialguotieuten p unb q nocä^ öorfommen, fo mufi 
man il^te 3Bert^e ara ber attgemeinen ^Integralgleichung burc^ )}artieSed 
5)lfferentliren Ig^erleiten. JDabur^i werben aber au^ bie SDeriöirten y ' . unb 
V'' ^« öpV, 8qV elngffül^rtj unb unter folgen UmjlSnben wirb e« ni^ 
allein not^ig bei ber Seftimmung i>on 9 unb xf) bie obigen ©leidu 
alle öler ju Katl^e ju gießen, fonbern e^ Wunen jl^ i^rer «ujW' 



lllttA^W 
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(k ein Softem ))9n Siffetentialgleitf^uttgen in 9ttit^tmq ovf bte 
uniflannten gnnctionen g>, tp UlUn, un&httj^diliä^t @(^mictig!ritm ent^ 
flegntfiellcn. Slnbcrd ml^iit ed fi^ bagegen, menn man bie SbifgoBc in 
bem ®inne fa^t, ba$ bie ©tdnjDatiaiionen iz^,y9 i^an^ ^^f^^ ^^>ß 
feßfl 92un fein foOen. SBirb }. 9. eine in bet ebene x=^ Btgoibf 
<luft)e gegeben, bnr«^ »e(^e bie ^ic^e gelten foO; fo ifl <^s^^y für )d)en 

ffiertl^ Don j^ gtei^ 9htK, olfo fUIt bie etfie ber Orftnigfei^ungen (3) 
l^tnweg; u. bgl. m. 

ttebrigend t>etbient l^er f(^on bentetft )u werben, »ad bnr(^ \paUxt 
CettÄ^tnngen (%! 79 nnb |. 80) noc^ genauer noiffgewiefen werben »irb, 
ba§ bie' einem gegebenen Y entf)>re$enbe «^anptgtei^mtg immer bie nam« 
WS^t bleibt, glet<^t>iel »ad ffir Cebingungen rActfii^tn^^ berSegrfin^ 
{ungdlinien ber gefüllten gid^e in bie 9lufgabe aufgenommen 
»erben. 



3ur (Srliutemng. biefer cXiitmAntn Seigren btene un^ junacbfl ein 
ganj einfa(^ed Seifpiel, an »eifern ^6^ ffir ))erf^tebene gSOe bte ©r&ni^ 
be^mmungen burt^ffil^ren lafen*): man fragt na(^ bem 9Rinimnm t>on 

»obei /}^ ri fo »ie <]f^ $ ald gegebene ßonflanten angefe^en »erben follen. 
$(U $an))tg(eid^nng erl^SIt man l^ier 

1 -. ^= 1 _ ^^£±^:P^ = 2y^ = 
dir <ir da? 

Die erfJe 3ttt<8'f<**'*'» '^f^^ P — 9^^f »«^^ä SP »iWfll^rli^ i^j unb 
burc^ ncd^maliged 3tttegrlren erglebt ji^^ 

(2) » = a?yCy) + t^y) 

I) SBenn nun rfidfl^tli^ ber ©egränjungen be0 j»if^en ben t)ier fSbtntti 
x = a, x = t, y = ßf y = V li^Ö^w'Jen glic^enfW* gÄt feine ndl^ere 
Cebingung gemad^t »firbe, fo rebucirte flci^, »eü 8,V ol^nel^in gfei^ giuB 



*; Strauch VAr.-Calc. T. II p« 079. 
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ift, ba« im Dov. %. mit (3) numtxMt ®9{lem auf bie jmei ®tAn}« 
glei<|ungen: 

Sltti (2) folgt nun 

2){e 8ef<^1feiil^dt dok p ift ^{er tnfofent fcfr flflit^fl, oM au^er 9 fettfl 
ttic^t no(^ eine £erit>at{pn Don 9 ober ^^ barin oottomnrt, fo bag bie 
im i>or. S. emAl^nte ®ii^»(erig(dt ni^t obmaltet. 3)ur(^ Subfiitution 
iene^ SBert^d ton j? t^enoanbeln ^^ bie ©(eic^ngen (3) in 

(4) ? + 2ysp(y)=0 b. ^. 5p(y) = ^l. 

(5) a + 2ySP(y) = b. ^. y(y) = _g 

SlQeitt bie gönn )>on jpCy) ift, »ie man fieian^ ^^t, eine anbere fftt 
ar = ^ aM fit ar = a. <^iite man eine guncHon Ibeibtt Variablen 
^/ y )« ^e^mmen, tod^fc tor^el^enben QeHngungen 0enfige (eiflete, 

bann »&be man frein(|> — — baf Ar annel^men 5 ba aber jKy) ^i'» ^ 

«y 

flan} frei fein foS, fo entl^alten t^rjlel^be 9ebingungdgIeU|fttngen einen 

SSibetfync^^ in fi^. S)le Slnfgabe Mft bo^er, »ofem fie nii^t engeren 

Sefd^rAnbtngm itntefMrfeti mirb; lehte 9uflifung )tt. 

ü) SRe^men te(r |4t an^ e« fei In ber ®rin|ebeKe x^^aünt üwsH 

gegeben^ bur(|> toAi^t fowol^I bie gefugte glSd^e att aQe mit i|r in Ser-^ 
glei(^ung ju )ie]^enben, t>ariirenben 9la^barf(i(i^en gelten follen. SBeif 
atebann (fe«,y SluB ifi; fo iji bie ©rinjgteii^ung [ÖpVJa <^'«a =■ ^ ^«^ä 
felbfl erfüllt; unb bie {»eite ber @Ici4^ungen (3) fftOt l^inweg, an i\jxt 
Stelle tritt^ aber 

(6) ««M = «y(y) + V<y) = A(y) 

gemer giebt bie erfle ber <S^(ei4lungen (3), gerabe mie ^^x^n, 

(7) J + 2ysP(y) = o 

®igeniodrtig finb 9 unb ^ burc|f (6) itnb (7) t)oOlommen iefHntmt. 
aitan erl^ilt 



alfo befiniti» 



9(y)=-|; v<y)=fi(y)+0 
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(8) . = f.(y)-^^ 

III) SRac^m mir enUi<^ bie Soraii9fe(^itnt , baf äuget ber eint 
aitgenommenen (Sutüe s = i^(y) au4^ noc^ in ber Siingebeite x=m ^ 
eine (!urt>e 

«=f2(y) 

gegeben fei; fo fiOt aui^ bie erfte ber glleic^ungen (3) tt>es, m i^re 
eteOe tritt aber 

(9) «^,T=fy(y) + ^)=f£(y) 

9lu9 (6) unb (9) erbalten mir 

35aber ijt je^t 

(10) (? - a> = (fi(y) - A(y)> + af,(y) - af^Cy)) 

bie 0(ei(^ung ber t^erlangten S^^^^^« 

IV) Um gu entf(|>elben, ob bie in (8) resp, (10) gefunbene 
gunetion s mirKic^ ein Slinimunt ))on U liefere, unterfuhren mir beit 
Sludbrud 

U -f /^ü = //(« + /^Ä + arCi? + /7?) + y(;? + /?'2?)2)^£te 

= ^ + J /C;^« + (^ + ^P)FPy<^dx + JJyf^p^dydx 
92un mirb nuan {icb gunA^^jl leicht übergeugen, ba§ in bem ie^t^tt S^rinome 
bad jmeite @Keb, me(4^ed in Sesiebung auf bie xoiWü^tlxö^vx Functionen 
/^s unb ß^p t>on ber erfien 3:)intenf{on iß, in goCge ber ttber bie @ran{en 
gemachten Sebingungen )>erf(rminbet. Senn mittel^ ^oxAtUtt Integration 
nad^ X erbilt man 

Jix + 2yp)rpdx = (a? + 2yp)rz — | ^J±^^f,%dx , 

alfo 

SS^f^^ + (^ + ^yp)Fp')dydx = /[(a: + 2y;>)/^Äk ^« ^ 

S)ie unter bem (e^ten bo)))>eIten Sntegraljei^^en Dorfommenbe Sifferenj ifl 
aber gemdg ber «l^au^tgleic^ung (1) ibentif(|) 9luQ. gerner i% menn mir 
unter s bie in II) befHmmte Function t)er{ieben, 

unb ba in biefem galle gugleid^ f^Han toegen ber in ber ebene x==::a 



+//(- 
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liegenbm ^hfingdtm gleid^ 9IttE fein foD, fo Detf^winbet t>on ber untet 
bem einfoc^en 3nteflrarjei(|ien Jeflnblic^cn ©ifferenj [(ar -|- 2y2?)^«]^_i_^ 
fome|iI ber ÜRinitenbitd a(d ber @utoal^enbud. ^tnn bagegen 2; a(a b(e 
in III) befitomtc gunction anflenownien »itb, fo ftnb bfe Dariirenbett 
%l&^tn, »egen ber j m e i gegebenen @rinicntt)en, an bie smei SSebingungcn 

getunben, »oburc^ bie eien ewäl^nte S)tfferenj eienfaHa gum 95etf(i^tt>(nben 
gelbrac^t mirb. 

J&ieniac^ ift alfo 



tinb btefe gormel lel^rt; ba§ »entgfien« in allen ben JJfiHen, »enn y in 
bem SntegrattonöinteröoHc <)ofitiö Meibt, b. ]&* »enn ß unb ?? <)ofltiö finb^ 
/^ü i)ofitit>e SBertl^e etl^afte. 



?lufgaBe. S)ie Irnmme glä*e jn BefHmmen, »el^e jmifcjen 
flegtienen Segrfinjnngen ben öeinflen Snl^alt l^at. 

I) Sa na<i& irfannten JRegeln ber anal^tif^en ©eometrie ber eofinu« 
be« ?ieigungö»infelö ö g»tf(^en ber einem beliebigen ^5unlte ber gläd&e 
Angehörigen Serul^rnngöcbene nnb ber gbene ^er XT bnr^ Cos ß 

= (i>^ + 5^+^)"* angegeben wirb, fo ip ber Snl^alt jebeö glfi^^en^ 
demente, bejfen ^Projeclion bm^ dxdy an^gebrilcft »irb, glei(^ 

SBir l^aben bal^er' V = sTiP^ + 2^+0 



worauf aW J&an))tglei(^nng — • , ^ + -j- • ,^^-=-i^= = 

folgte ober, fobalb man bie angejeigten Differentiationen audful^rt nnb ben 
flewelnf(^aftK4;ett S)iöifor (i>2 -f gr2 ^ 1)- 1 befeitigt, 
(1) («^ + 1> - 2;??« 4. (;>2 ^ 1)^ =^ 
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eaiii 0M bcr &^ »Ott bcr Stttamamt bei 9U4(K, eine f^ i»i4Hge 
<Bigmf^ft brr ()efm|rtat gldc^ {« fo^cm. aSan »ct| mtaOi^, bof Mc 
^^ttcfrr B|, fij bcr bdbat iö^afpfSiimmm^ßhri^ , mi#e rfaKOi ie^ 
ütUitu $niifle f inrr {nmmrit gU^ infimraicii wib bmii Sbcacn wcmal 
onf rinanbcr ^r^, bsr^ bte ffim}dit brr ipuibiolifi^fit OltU^nng 

angf geben »erben*), »mrln »ir )ttt Stbffiqnng Y anftaä ber Qn^elgrtfe 
vTCp^-j-f'^-O flcf<^tieben l^aben; ober anberg anggebriidt, bafi bte 

iwü ^ott^Hfrömninngen brr fßi^t, nSmli^ ik OnoUenten 57 i°^ o~/ 

bie fShtttiin ber 01d(^ung 

finb. S)a nun an nnferer gefui^en SRinirnnm^ßi^e ber Soefficiettt oon 

g oermtge (1) oerfc^winbet, fo finb Ri nnb Bj einanber glei^ aber mU 

gegengefe(^t ^ieraua i^, gemip ben in ber anafptif^en Geometrie fefl^ 
ge^eDten Siegeln über iaß Sioxid^tn ber iMimmung^l^albmef er, ber @<^(u$ 
{tt gießen, bop in jebem fßunfte ber gefuc^ten %l&^t, »enn 
ber tint J^aupt^^nitt inSegie^ung anf efne^oorbinaten* 
ebene eoncao Hegt, ber anbere nacfi berfelben @bene feine 
^en^txitit »enben mi^t, ba$ aber bie JtrfimninTtgen 
beiber glei^ grofi feien. (Sin «nberer Siudbmd ffir biefelbe ®gen>^ 
fcbaft ift: bie mittlere Krfintmnng ber gl&^^e fei in jlebem 
beliebigen ipunlteM glei^ 9luII, infofem man unter ber mittleren 
itrümmung bad aritl^metifi^e !D2itteI an^ ben beiben «l^au^^ffrummungen, 

namli^^ bie @xi^t 2(5" + «") ^^^P^^*- 2)iefe mittia» «rfimmung f onuat 

immer bemjenigen 9lormaIf(i^{tte ju, beffen ebene fi^ mit ben ebenen 
ber beiben .l^u)»tnormaIf(bnitte unter SBinfefo SN)n 45^ fc^neibet. S)entt 
fobaib man in ber bdannten @(eicbung 

5 "=5 <'»•«" +58'°"' 



*) Ottingd^aitfett $8$. SRaf^. Z^* 11 p. 130« BIoig;no Le^ont T. I 
p. 870. €ero9 Vno^it Oe^m* §• 379. 
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motin R3 beit JMiumttngl^Dbmefer eiltet UUAlqm bmcl M (tffei)ten 
ütormalf^niM unb a feine 9tdgung gegen bie (SBene bed etßen i^aupt^ 
normalfij^nitt« bebeutet; a=±45ö dfo Cosa = Sina = dbv^J an* 
nimmt ^ fo eid^t man 



R3 2VR,^^H,J 



S)a6 aber an ber ^^ettangten 97I{ntmumaf(S(be bie Summe Don ^ unb ^- 

xli Kg 

9?uII fei, folgt a«a (2). I)ie ht^aVo Statt pnbenbe «elation B3 =«: ± 00 

jeigt an, ba$ jeber bec {mei gebauten mittleren 9{ormalf(^iiitte entmebet 

gerablinig fei ober in M einen SSenbung^unlt befi^e. 9lud biefem 0runbe 

mu9 benn an^ bie ®lei(^ung einer @bene ber <l&au))tg(ei^ung (1) ®e« 

nüge lelften; in bet Zfytt, wegen r=«:0^ « = 0^ ^ = Derfd^winbet 

aldbann ber ünfe Z^tü ienet (Slei^ung. SRan »irb fid^ übrigen^ lei^t 

uberjeugen, ba§ Uint anbere bei)eIo)))>abIe 9I'(|l^/ <^^J>(^ ^^ Sbene, 

bie- fragli^e (Sigenfd^aft befi^t. 5Denn bejeicl^nen mir ben (infen Z^til 

ber ®L (1) {ur $[lhir{ung mieber bur^ SB unb erinnern und, baß an 

be)>eIo)>))abIen gidiben in jebem beliebigen fßunfte rt'-s8 = i{); fo 

fönnen mit no^ Selieben, je no^bem mir entmeber t ober r eKminiren, 

fär SB ben Sudbrud 

ober aut^ ben $(u0brud 

anmenben, unb l^ieraud erl^eüt, iaf bie Sebingung 933 = nü^t anberd 

erfttOt merben fann, M boburcl^, ba§ glei^jeitig 

r = 0, « = 0; ^ = alfo p^Comt^A, q = C(mst^B 

unb *;=Aa? + By-|-C 

fei. 

11) 93a9 nun bad aEgmeine Sntegiai biefet ®l. S8=»0 onbe^ 
langt, fo (ißt {i<^ baffelbe na^ ber folgenben Stet^ebe jiiben, bie bei 
allen benjenigen finedren ^Differentialgleichungen tmeiter Orbnung »on 
ber ^etm 
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(«) I \^^^y^-\ 1^''«^ 

dfx 




(Ts-R 



Vy +/ 



l-dx dx 



+ ((&£+-^>''+«'^)'[f],> 



dR ^ 

III) S(uf btm ^ier Betretenen Sßege Knnte man nun, inbem man 
tjoraudfefcte , baf in V flu<!^ nod^ 2)tffetentioIquotfenten ber britten Drb» 

nung, aW ^; w^27"^ ^^- *>">^^<»wben »4wn, weiter fortfc^reiten. 3m 

J^inWide auf ble mögli^er SBeife ju mat^enben 9lutantt)enbungen burfen 
»ir ieboi^ bei ben in Setrat^tuttg flejogenen @Iiebern flel^en bleiben, ed 
würbe fafl f(^on l^ingereic^t l^aben, in bem Su^brude (1) blod bie bret 
erjlen ©lieber 

//(9.V ä'z + apV rf> + 8qV i'q)dj/dx 
j)orauögwfeten. 

giil^rt tttan nun bie bei (2) bi« (6) entwidelten audbröde in (1) 
ein, fo ergiebt fi^ für äV ein Stgflregat \>t>n ber Jjorm 

cy^ü= n^mi'zdydx+ f lVVy+ I R|[^Lrfy 

-/W-fE.[t].* 

c7) r: ^ •^Ä. 
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getattflen. Slu« (5) fofflt aitt jp = — !?^ill^ j = ^""^ »orött« 

crpcf^tlid^ ijt, ba§ bie Slnwenbbartrit ber 2Ket^obe m^n öerfangt, »)ad 

toix f^itt t^oraudfe^en wollen atnb. »ad in unferm f))ectfDen Qetf)>ie(e bec 
gaO jetn »itb. 3nbem toix nun ben SBertl^ fär q in bie gefunbenen 
©ebinßwnödgleid^ungen (7) unb (8) einfe^en, l^aben »ir 

J&ietin fieHen /*, r^ 9«^»^ 9iiit*; 9mV, 9nV Slnöbriide in m nnh n \>ox, 
totl^t Dermjge (6) gegeben ftnb. S)a]^er ifl (9) unb (10) ein (Softem 
)>on gmei ))artienen S)iffetentia(0lei(^un8en erfter Drbnung für m unb n 
aU Functionen ber inbe))enbenten SJatiaMen x, p. UnD fobolb ed ^t* 
lungen mtttelfl Sntegrotion m unb w oW Functionen Don x unb y bar.- 
juftellen, fo Pub gunäd^fl ^^ v »egen (6) ebenfoH« Functionen öon x, y, 
unb bann »erben nad^ einfu^ruufl biefer SBertl^e ffir m, n^ ^, r bie 
beiben ©leit^ungen (5) aM erfle 3nteflrale bet urfprungfi^en ©leid^ung 
(3) anjufel^en fein. ^Vi^tiii ftnb je^t 

^..^ d% na — mv dz u — v 
(11) — =y = c — = q=r 

^^ dx m — n dy ^ m — n 

aW Functionen bet 3nbe})enbenten x unb y entroidelt ^dbti toixh 

-^ = ^ auffallen , »ad j»ar f dj>on bedl^att fein muß , »eil »ir oBen 

iti Um 5Different{iren ber Ofei^ungen (5) ^ = ^ = ä gefegt l^atten, 

»ad aber au^ leicht a posteriori na(^ge»iefen »erben lann. Und (11) 
fUeft n&mli<i^ 

dp i ^ dn ^, dfA dm dv^.nfi — mvAtn dn^ 

dy m — n^^dy'^ dy dy dy^'^Jm — ny^dy dy^ 

dq 1 fdfi dvK fi — V ^dm dn^ 

dx "" m-^irdä dx^ "~ (m — n)^W dx' 
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m — wLda? dy m — w* Ar """ dyJj 

uKb ba l^ift Me s^ei in JNomment gcfi^Iofenen Xritiom« wegett 

^ ~ 5^ ^ ^" ^ ^ "• ^* ^'^^ ^^* ^^" ^^'^ S^fieilett bcr ©let^ungen 

(9) unb (10) ibfttHfd^ Pub, fo folgt j^ — ^ = Ö- S)eitt9etnä§ ^Ben 
mit fi^ie^Iic^ 

SDiefe @I<i#un0 aif9 in SSetlinbung mit (7) liefert \>a9 gefugte 3nte^ 
gral öon (3). 

III) 3;n unfern o:6en )>o¥gefegten ^oQe ifl mm 

Slnjlatt ober IJ^ieraud jimSc^ft p unb q but(^ w^ w au^jnbtfccfen unb 
bann erjl p-^niq:=(i, p-\-nqr=:v oö Functionen öon m unb n 
bar^ufleOen , Knnen wir bie 9te(^nung babur^ ablfirsen^ ba§ »it birect 
P + ^?; -P + w? beflimmen. ©(^reiben »ir nämli^ bie beiben ®fd* 
(^unjen in folgenber gorui 

(m + n)}* -|- 2pq -}- m -}- n = 
2?2 — mnq'^ — mn -|- 1 = 
fo erl^alten wir, wenn wir bie erfle einmal mit m, ba^ anbere äRal'mtt 
n muUi)diciren unb bad fprobt^ iebe^nuil jur {weiten l^injufilgfn^ bie 
neuen ©letc^ungen 

(i>2 ^TW^j^ J^ 2mpq)-\-m? +1=0 
(^p2j^n^q2 -\^2npq) -fw« + t =0 

worauf f cf ort j? 4" ^2 ^== ± V ^ +7ä2y/— l,2? + «J=Tv/l +n^v^ — 1 
folgt. 9lan wirb leidet finben^ ba^ mtm man ber erßen S9Bur)e(grj|$e 
bad 83or{ei^en + ertl^eilt, bie anbere mit bem ißor^ei^en (— ) genommeR 
werben mu% unb umgelel^rt. ^tnn ba ^^ ba9 ißrobutt ber erflen SD^eile 
biefet beiben ®Iei(i^ungen , nAmlit^ 

bur^ ®ub{iitution ber Sertl^e ^m (m + n) unb mTi auf ben Xu^brucf 
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g ! ^ tebucirt, »eitler pofitio tji, fo tnug oud& ba^ ^rubuft ber jwcitfn 

Xl^eifc bet frflgli^en ©letAinigeu chicn i)opt{öctt SBertl^ tx^aUtn. SBft 
Knnen ballet ber folgenben äte^nung bie ätelotionen 

(13) p + mq = -{-y/ —i'-T^ = yr— 1 y/ l'-f y;^ = ^ 
2? -}- wj = — y — 1 — 7j2 :zz — yT — 1 y/l -|- n^=zv 

ju ©rimbe legen, wobei »fr im ®lnn belg^alt^n, ba§ \r — 1 na^ 8e* 
lieben mit bem Sorjeic^en + ober — genommen werben bürfe. Segen 

772 91 

Qj^fl = dnjW = 8mV = 9nV = 

fl V 

tebuciren fid^ jefet bie ©leid^ungen (9) unb (10) auf 

(— + ^^^^^)(9x^ + w8yW) = (- + -^^^^^)(dxW + 7728,n) = 

^/i m — W'' V ' 772 — 72^ ' • -^ 

hierin ift 

7/2 jlA — V 772^ -l" / ^^ — ^^ — i'*^ 71 jtl — -r 7224-r^ 77272 — jiw; 

/Li ""772— 72 "" fi(m-—n) ^ V m — ti r(772 — n) 

1 -f- 77272 -f- i^y ^^ 1 + ^^ + it^V 

f.i(jn — n) r(772 — 7t) 

S)ie ®r8§e l+^^ + i^^ ^^^^^ ö^^'^ w'4)^ ^**^ä flW* S'wö fem, weil 
in biefem gatte (1 + ^^)^ ^== M^^^ = 1 + 772^ -|- 72^ -f- 772^72^^ alfo 

rrfl J^n^ — 277272 Z= (772 — 72)^ uz (772 + W)^ — 477272 = 

fein mix^itf wäbrenb boc^ 

(772 + 72)2-477272 = J« ^(/^^ + D - __ 4(^^ + g^ + D 

olfo reell unb Don SWud »erfc^ieben fein rm^ , wofern 2> unb q reett fein 
feilen. lEeumac^ l^abe.n wir für 772 unb 72 bad ©pftem ber gwei ®lei* 

fl41 8i772 -f 729y772 = 

unb jugleic^ ift erfic^tlic^ geworben , bafi 7/2 unb n wegen (772 — 72.)2<;o 
jwar imaginär, aber nic|^t einanber gleich flnb. SBir werben biefe ©lei* 
^^ungen (14) jle^t integriren. ^a in ber einen bie SSariable 772^ xix ber 
onberen bie SSariable 72 ejcpficit i^orfommt, wäl^renb x unb y weber in 
ber einen noc^ in ber anberen explicit oorl^anben iji, fp batf mm l^bffen 
ji# bie Integration babur^ ju erlei(3^tem, ba^ man 7/2 unb 72 fetbfl ate 
bie 3nbei5enbenten , bagegen x unb 3^ oB gefudj^te gunetionen bel^anbelt. 

24 
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* 

^n biefer Sllfi^t erinnern wir axi gemige 3;ran9formationdformeln. Senn 
ttfimll^ Z eine gnnction t>oh a? unb y öorfhUt nnb 3r = ^/ 'd~^^^ 

gefeit »orben iß, unb »enn man in)ei nene aSarialfe nz^ n ä(^ ^nbe^ 
l^enbente einffll^ren »iD , »elt^e mit x unb y bnr^^ no4> n&l^er feftju* 
fefeenbe Sielationen berBnnben fein feilen, fo i^al man 

Denn man etl^ält ben ffiertl^ »on P iainvä), bag man nnter ber SSor^ 
audfe^ung, bag y conflant^b. ^. bafi dy=zO fei, bad Differential Don 
Z bur4; bad Differential ))on or bi)?ibirt. 6d ift alfo 

ber Diölbenbuö QmZdm + 8i»Zrf/i 

ber Diötfor ifi dm^ dm 4* 8«^? rf« 

bie Sebinflunj rfy = fliebt aber 8my c?m -j- a^y rfn = 
unb inbem man mittelft biefer Stelation in bem Duotienten ber beiben 
erfien 8tnome baa eine ber beiben Dtfferentialien dm, dn burc^ bad 
anbere auÄrfitft, fo finbet man fofort ben in (15) aufgehellten SDert^ 
t>on P. Die Sertaufcj^uuö J)on x unb y liefert aber ben ^uabrud für Q.. 
SBenn »ir nun bie %oxmcln (15) für tie Slnnabme Z = m anwenben^ 
»öbei 8mZ=l, 8iiZ = roitb, unb fotnn mir jur abfuriung 

8m^ 8ny — 8ii^ 8my = G 

fetjen, fo erl^alten mir 8xW = ^, 8yW = - ^. gurZ = nerftitbt 

|id? ebenfo 8,w = ~^, 8yn = ^- 3Ritte(jt biefer ffiert^c t>er* 

manbelt fic^ bad Softem (14) in 

(16) 8iiy — w8ii^ = 8niy — ^^8m^ — 

Differentiiit man bie erfte biefer ©leidbungen nac^ m, bie anbere not^ n 
unb fubtrabirt bann, fo entfielt 

(m — n)d^^x = b. ^ 8mn^ = 

affo mn^ Sma? frei öon n, d„x frei »on m fein, b. 1^. ed ift 

(17) X = <I>(7w) -f fP(n) 

TObei a>, » gmei minhij^rlif^e gunctionen oorfleHen. Die ®(ei(^imgen 
(16) geben l^iernad^ Qmy = ma>'(m), 8„y = n9J'(n) alfo 

(18) y = Jm <P*{rn)dm + Jn^*(n)dn 

Dur^ (17) unb (18) »irb baa allgemeine Sntegral be« ©pflem« (14) 
angegeben. 
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gfinet ifl nun; qmii ben Ul (11) aUffmdn ttrimiätUtti ^emth 

cÄ^^: — dy = -i- (mQ^(nüdm + n9'(n)dn) 

^ifTau6 fotgt bur(|^ Slbbitien 

d» = fA 4>'(m)c&w -j- v9^(n)dn 
unb ba für unfern fpecteQen $all 

jtÄ = Y/T~p^v^— 1 v=i= — v/l ^-w^v^— 1 

bd (13) öefunben mar, worin \r— 1 mit bcm Sorjei(|>en + ober (--) 
genommen »erben börf, mä^renb wir bie anberen SBurjefgrogen ate abfolute 
ßa^Un an^a^tn*, fo l^a^en mir eublid^ 

(19) a = v^— 1 / <I>'(m) v/r + m2 dm — y^-^ 1 /«»'(n) y/T+n^ dn 
STOon fann jebo(|> biefe brei gufammenje^Srijen ©leid^ungen (17) (18) 
(10) ucd; in eine bequemere ®t^<itt bringen, ©e^t man nSmlic^, unter 
u unb V iml üon einanber unaH^ängige SSariaWe ijerflel^enb, <i>(w) = u, 
gj(7i) = r^ fo mlrb man im ©tanbe fein, m burc^^ u unb n inxä) v 
ou^iubrilrfeu , alfo ^hoa 

J*m<iy(jn)dm === y(w) J'n^in)dn = \p(v) 

gu macben, wo ebenfo wie »orl^er <t> unb ^ wittfü^rlt* fein follten, je^t 
g> unb xj) win(ul^r(i4^e Functionen bebeuten, unb wobei xot^tn 

m^(jri)dm =^ q>Xü)du n^(n)dn = tf/(v^dv 

bie {Relationen m = y'(w) n = t/;'(z?) 

©tatt l^aben. laber ift awd} ba« eiufad^ere ©pp^m 

(20) y = sp(w) + V'W 

Ä = v^— l/v^l+y'(w)2rfw — V^— IjV^+^W^^«' 
ba^ allgemeine, mit jwei wiHWl^rlit^en gunctiouen üevfc^ene Sntegral*) 
ber Jjorgelegten Differentialgleichung (1). 

lY) 6d !dme nun auf ein SSerfa^ren an^ um in fpeciellen Rillen, 
wenn Sebingungen über bie Segränjung ber gefucf^ten ^Idc^e gegeben 
{!nb; bie $orm ber beiben wiO(u]^rti(^en S^^nctionen gu beftimmen. SlOein 
bie in biefer 9ti4)tung bid je^t unternommenen S^erfu^e l^aben nur inneri^ 
1)a\i iitmli^ befc^ränfter SJoraudfeftungen einigen Erfolg gehabt unb 



*) 3uertl ))on ^ n 3 e auf anberm S^cge entbecft. 6. Applications de l'Analjrse 
(§. 20 ber 4ten 1(u<g.) obet au(^ liacroix Trait^ e.ct» T. II No.774 (^^ie, ed.). 
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immtt ;u ntäl^fatiim Kecffnungm geflirrt. — 3)ad mtifle Suttmffe bietet 
»offi bergan bar, wenn {»ei gerabeSinten, bie natürlich alö nic^t 
ttt einer (Sbene Ilejenb öoranagefefct »erben, flegeBen pnb, J»{f4>ett »eWen 
bie fragliche g!44)e conflrnirt merben fott. 5)ie g»e{ ©eraben mögen L| 
nnb L2 l^eigen. (S9 li^t {i(^ atabann mittel^ ber befannten 6onßmäion 
ein $aar ^araüelebenen E|^ E^ beßtmmen, fo ba§ L| in ber ebene 
E|, Lg in ber ebene Eg liegt, ffienn mon nnn ehierfcita burcb L,, 
anbererfeitö burd^ L^ eine anf ben beiben gJaraHelebenen fenfreÄte ebene 
legt, fo »erben [x^ biefe j»ei neuen ebenen in einer ©etaben fcbneiben, 
bie auf Ej wnb Ej JJerpenbifuMr jie|>t iinb bie »ir jnr Slxt ber X anx 
nel^men »oHem Dlefe STjce »irb alfo t>on ben ©eraben L^/Lj gef c^^nitten ; 
bie ebenen E^, Ej aber pnb »jaraDel gnr ebene YZ, mitl^in pnb, »enn 
»ir bie 5«eigung«»infcl ber ©eraben L,, Lj gegen bie &tnt IZ mit 
-^1, ^2 i^jeit^nen, 

(21) ar = a, y = ä tang ^^ bie ®Iei(^uugen ber ©eraben L| 

(22) ar = J, y = Ätai)g^2 »r ,r „ ,r L? 
Ueber bie «age ber Qhtnt XZ fefeen »ir ni^t^ ?laf>ered fep, fo »ie »ir 
aui!(> bal^in gejleBt fein Ia§en, cb für bie erpe, m^ y auöjnffil^renbe 
Sntegration »on ^dydx bie ©rSnjen ß unb vi conftant ober ob fie ge* 
gebene gunctionen w>n x fein foHen. 2)ie grage, bie »tr gu beantworten 
fn^en »erben, lautet jefet fo : tft eö möglich baburc^, bap xsi^iXi eine ©erabe 
c^x% ber urfprüttgli<!^en 8age L^ auf irgenb eine SBcife, jebocb unter ftfiter 
Seoba4;tuttg bc^ ^ParaHeaamu^ gnr ebene YZ, coutinuirlic^ in, bie 8age 
L2 uberfül^rt, eine frumme glä^e ju erzeugen, »elc^c in bem allgemeinen 

, Siitegrale (20) einbegriffen ift? unb »ie m\\^ m^w ju biefem 3»e<fc bie 
beiben gnnctionen y unb t// annel^men? 

Sie ©lei^iuugen ber bcwegliilen ©eraben \\\ ivgcnb einer 8age 
2»if((;en L| unb L2 finb 

:r = Const. unb z — Ay'\-B 

2)ie ^Parameter ^, B äubem fid^ ^ barin ix(x^ irgenb einem ©efefce mit 
bem SQBatbfeu Don x) bal^er mup bie ©leici^uug ber gefugten gWc^e fi(^ 
auf bie gorm 

(23) % = yF(a:) + /(or) 

bringen lapen. 

S)a ben ©fei^ungen (13) gemdp 

{m — w)p = — m y/T f '^y-— 1 _ n y/l+m^ y-^ 1 

(m — 7i)q = yT+m^xr— *1 + y/l -f w^ y^— 1 
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if^, tittb ba »ir, ttm bad Snteqral ouf bie gotm (20) ju trinken, 
m = 9'(tt); w = \p'[v) flefc^t l^atten, fo i|t 

3JlaM Mnnte ber f(J^on oben ^tma^ttn (Srlnucnmg gu golge fiatt v^-r— 1 
ÄM^ — V'— 1 fefeenj »Irb btefe SCenbenittg in ben folgenben 8?e(^mmflctt 
siberaK tjoröenommen , fo bleiben bie SRefuItate bie n&mU^tn. — 8Cw^ 
(23) in SSerbinbung mit (20) folgt nun ober 

g = r(;r) = F(i^ + r) 

ballet nmg erftenö , in SRutffid^t auf bie gunction F, bie Sebingung 

(24) -^F(z. + r) = ^^^+^"^ + ^"^^+^"^ 

erfüllt »erben, n?bbei »ir jur glblurjung g>\ \p* onjlott g>%u), tjj'iv) 
gcf^rieben l^aben. Mnb xotwxi xam bie reAte Seite biefer ®lei4>wng baa 
eine ÜJlal nac^ u, ba5 anbere üBal nod^ v bifferentiirt unb beibe 8lu3* 
brtide/njeil ber na* u genommene 5)ifferentiatquotient öon F(u-\-v) 
mit bem naci^ v genommenen ibentifc^ fein mn§, einonber gleich fefet, fo 
erl^&lt man nat^ SOegfc^affung ber 9lennec 

(y'y"i//' 4- y" + (1 + y'2)(/^") v/i+v/'ä 
+ (vVV + V^" + (* + V''^)y") v/i + y'* = . 

ID er elfte 2!^cil biefet ©(cic^mng ift gleic^ bem ^robuft 

folgii^ mu§ entmebcr 

(25) (p'tj)' -f 1 = — y/i Ty'^ VT+V'^« 

ober (26) xp%i + 9)'2)i + y"(l -f ^'2)J = 

fein. Slttd (25) ergiebt fid^, fobalb mm quabrirt, fogfei(|^ bie Sebingung 
(y' — \p*)'^ = 0, alfo y)^ = ip\ Itcberlcgt man nun, ba§ u unb v 
»efenrli^ jiDci \)ou cinanber unabhängige iUawaMe öoifteflen, fo wiib bie 
©teid^^eit öon y'(w) unb i/;'(t;) als etmaö unmöglichem erfc^eincn, wtwn 
nicbt etwa bette guncttoncn jtd^ auf eine (Jonflante, =a, rebuctren. 
Sllöbann aber würbe, ba bei ber (Sntmidelung öon (20) bie Functionen 
y'^ tp^ an bie ©teile ber Dorl^er benu^ten 93ariablen m, n getreten pnb, 
ou(|> m=^n=^a ju fe^en fein; unb biefe Slnna^me iji unjulafiig, »eil 
ttac]^ bem in III) SSewiefenen , infofern p unb q reelle SQÖertl^e ermatten 
foDen, bie SDijfcrenj (ni'—n) \>m 9Iull sjerf Rieben auefÄHt, »ie benn 
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aii4i bic Soan^fetung, baf m unb n unglei^i frim, ber gotiicn Stecb^ 
imng ju @ntnbe liegt. 9Benben mit und ballet gut Sebingungdgfdi^ung 
(26), »el^e ju ber ßonfequenj fu^rt, bap 

(1-1- y.«)* (1+r*)* 

fein mit^e. ©teDen wir biefe Sonflante int^ a Der, fo (iefert bie 3lnte# 
firation Don 

w"(u)du dw* 
adu = — r = r 

(l+y'(M)»)« (i + y'»;« 

fofott bie ®Id(^tm9 9p' + (1 + g»'*)* = 6*^"+"* worin A eine »ilKft^t* 
li^e 0onpante Gebeutet. Unb 1)lttmi {liegt 

(Sienfo Pnbet niAn tf/ = - 1(6'^'+"^ - e-"<^+''') 

unb o^ne SKfii^f wirb man botau« i^erfeiten J'v^Cl +5P'»)rftt= -g»', 

be«jlei4;en Jy^ii -^ tl/^)dv = tp', al\o mmjge ber lefeten @Iri# 

(j^unß in (20) 

aSa nun bie ©utnme bon y' unb V'', welche flleit^wertj^ig mit bem f rädern 

m + w = ^-j ifl, reeO auffallen fott (»«^renb bie S)ifferetij 

9*"— V^ ber f(^on in III) gemo^^ten ©emerfunfl sufolge eine tmagindre 
©röße twn ber gorai Cy^— 1 fein »iib) fo finb »ir genStf^igt, hümit 
» — y reeS »erbe, ber unbeßintmten ßonfianren a einen imaginären 

® ertlf Don ber Jorm C vT— 1 jn ert^eifen , »ofßr wir jeboc^ - vT— i 

feten »oBen. 5)ann ifi 

(27) «-y^aC^p' + V'O 

Sei biefer Sefd^affenl^eit )>on a t^ermanbeln ^6^ aber bie oUgen Formeln 
fir q>', y/ ^t.f ju golge ben befannten ejc|)onentiaIa««briitfen fflt brn 
®intt^ imb Seflma, in 
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V^qr^ = Cos ^-* v^T + v^« = Cos "^ 

morin a tecll {|^, mfil^renb u unb t^ tompUxt Functionen Don x unb 
y fein ntJgen, wenn man biefe lefctetn al^ bie Snbepenbenten auffoft 
£)ie 0(e{(^ung (24) wirb bemna<|^ 

Cos— -1^- 1- €08 ■ 

* F(« + .) = ^-I ^-. _L 

a * a 

b. ^. F(w + «^) = Cotg T 

Snbem wir feW ju ber ®I. (23) jntucffel^ren ^ erl^alten »ir, mit 
Qenii^ung Don (27), ntcffid^tli^ ber anberen no<fy unbefKmmten gunction^ 
/ bie Sebingung 

/(w + 1?) = « — yF(u + v) 

= y + ö5(4P' + VO — (SP + V') J?Xw + v) 

9lttn ijt 9' + 1/;' = (^Siii ?^ - Sin ^±^^ ^- 1 

, + ^ = -. a(Cos^ - Cos^) vr- 1 + C 
mofuT mm au^ 
y'-j-^'= 2Smi(-J ^)Cos Ja ^'" 

I «o. ./W+A t7+Avo,. w-l-r + A + Ä -in 
SP +V'=2aSini(-^: a )^'" 2a ^-^ + ^ 

feten faun. Sind biefen legten gormeht folgt aber, fobalb man bie 3bentitSt 
S.n ^ Z ^ ' Cotg ^ ; ^ = Cos ^^^^ 

berAäft4^tigt, auf ber ©teDe 

a(y' -f V^O — (9 + V')F(w + r) = — CF(w -^ e?) 
S)a^er ijJ /(a:) = y — CF(^) 

92a^ biefen Sejltimmungen Don F unb / er^&It ®[. (23) bie @efta(t 

(28) «_y = (y^C)C0tg^ 

»otel wir A + ä = — ^ ^efeW J^aben. 
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(Sd fottitnt nun nod^ batouf an, bie Son^önten (i, c, y, C ^o in 
befHmmen, ba^ bie gl4(^c bur4> bie j»ei fteflebenen ©craben (21) uiib 
(22) ffirAut^^t^. ©efeen »It ballet iUfx^x = a^ iam x = S, fo 
muß fein 

Ätg;^t-C = (Ä-y)tg^, s^tg;5^,-C = («-y)tgi^ 

ober »enn Beibe ®Iei4)Utt9ett öon einanber fuBtral^trt werben, 

Ä(tg^i — tg^2) = (« - y^O^^g^^ - ^^'^s^ü^) 

worauf, toctl » tt)iDful^rIi(|) ijl, nac^^ bem ©afee üon ben nnbejWttimten 
(SoefPctentcn y = fotßt. Slllein bemfelbcn ©ofee ßemfig mu§, totnn y 
in ben nnmittelbor üorH^ergel^enben jmei ®fcld[)tm.(\en DerWwinbet, an^ 
C = fein. J&jema^ fann man bec ®l; (28) bie ©epalt fleien 

y 

a? — c = 2a Are tang- 

* 

unb inbem man and ben SScbinöungen « — ^ = 2a'ö'^ ^ f — c = 2a^^2 
bie SBertl^e \>m c wnb a bcflimmt, |>at man fd^lieglicl^ 

97lan erfiel^t |ierani$, bafi bie t)orge(egte STnfgabe burd; eine ^tmtint 
©^ranBenflä^e anfgelöji wirb, beren ^xt in bie Äjce ber X fdttt, 
beren erjenflungölinie alfo fortwäl^renb ^jaraHel jnr @bene YZ MeiM. 
2)enn We ©leid^ung einer fold^en ©(3&ranbenjWc|je ifl, wenn ä bie ^S^t 
eined ®(^ranl)engang$ angielit, befanntd^ 

ar — c = :~- Are tang - 
27r ^ z 

unb wenn man barin baö eine SKal bie jnfammengelj^örigen Söertl^e a? = a 
nnb Are tg - = -ö-i ;, baö anbere 5KaI x = ^ wnb Are tg — = ^2 f ^t^f 

fo ergiebt fid^ bei ber ©nbtraction . , 

h h i — ce 



27r^ ^ *^ ' 27t ^2 — ^1 

»aö mit (29) wbereinpimmt. I)et S)it>ifor ^^ — ^1 ifi offenbar bet 
Jleignngdw. ber jwei gegebenen ©eraben gegen einonber; 
J •— a giebt ben Ileinjten abflanb jwif4>en benfelben an. 

SQBenn nnn bie beiben ©rfinjebenen x = a/ x = ^ uon einem 
jweiten 5paate gegebener ©ränjebenen y^=ß, y^='rj ober »on fon^ jiDei 
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@tdnjfl«<^ett i. ®. j»e{ (SpKnbcrfW^en y = ßi = XiCx), y = 17, = x^C^) 
burd^fd^nittcn werben , fo entfielet auf ber @(ä^rcubenflä(|)e eilt t>on g»e{ 
©eroben AC^ BD unb g»e{ (5tttJ>en AB^ CD wmf*fo§eneö SSfcrecf 
ABDC; unb njenn man, bamit Me ©rÄnjgleie^uttgen (®r. (3) %. 74) 
t>ott felbjl befrlebigt »erben, bfe SSerflleid^ung auf btejejiiflen Jlac^barflfid^en 
U\(S)xinlt, ml^t burdj^ eben benfelben fperfmeter ABDC gelten, fo fann 
man bel^aiii)ten, ba5 ble flefimbene %l&ö^t ben mögti* fleinfien Snl^aft 
bcjifee* 3Jlatt »irb fel^r Ui6)tf inbem man »^ p, q, r, 8, t au^ (28) 
berecä^net ODoBet^ = gefunben wirb) ftc^^ baöon iiberjcugen, bag ber 
@[t\^m^ (1) mirflid^ Genüge gefc^tel^t. Uebrigena tagt fi(^ au^ be^ 
»eifen, bag eö oufier bet ebene unb ber gemeinen ©4iraubenfläc^e feine 
anbe?e Steg elf Ucbe (b. % leine burdE^ bie Semegung einer geraben Sinie 
|tt crjeugcnbe glfic^e) giebt, m^t {euer ®r. (1) ©enfige leiftete.*) 



S)ie im SSorl^etgel^enben aufgeldflen S(ufgaben, t)ergtei(^bar ben im 
britten (Sapitel Bel^anbelten , )>errangten bie SBefiimmung tint^ abfoluten 
SWajrfmum obar SJMnimum ijün V === J'J'Ydxdy. fUlan »urbe bage(\en 
eine Slufgabe über reUt{t)ed aRajcimum ober SRinimum Dor p^ 
l^aben, wenn na^ ber ßeinfien gläd^e unter aQen benjenigen gefragt würbe, 
Bei benen bo0 ffiolumen JJzdxdy einerlei ffiertl^ = Jl be* 
fi^t; — ober ani) umgefel^rt (93gl. 8. 53), wenn bie gliche ju er«« 
mittein ifl, weld&e bem Stix)ptt , J J zdxdy ben mSglici^jl großen 
Snl^alt üerfti^afft, wdl^renb bie entfprecbenbe Oberf U^e felbji, 
n&mXii^ ba« Sntegral J J\riV^ + ?^ + ^^dxdy für aKe in SJergleid^ung 
ju gief^enben Jla^barfläcben einerlei SBertl^ Jl befifeen foU. 

Slua ben am $(nfange t>om ))ierten ^aifMtX audeinanber gefegten 
@rfinben l^aben wir bei biefer ?lufgabe, inbem wir 

U = SJfdxdy =^ SS^ip' + ^2 + i)dxdy 
^ = JJWdxdy = JJzdxdy 
fe^en, auf bie Seftimmung eined abfoluten Sninimumd ber @umme 

^ = JJ'Cf + ^dxdy = JJC^dp^ + ?^ + 1) + ^^)dxdy 
audgugel^en. 3Jlii 3uiiel^ung ber f(i(;on am Slnfange bed t^or. S* benu^ten 



*) !02an !ann borfiber nacbfef^en Liouville's Journ. T. VII (1848) p. 203 
(CataUn). T. XI (1846) p« 300 (Roberts) unb p. 4&1 (Serret), 
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auÄrfitfe ffit -^, -^ flnbtn »It ba^ei bie ^aM}»töId^ttng 

Cm? uy 

(1) iK/>» + ?^+0* = (?' + i>--2w« + (;^ + iy 

J^It man fcUfelie mit ®(. (2) bed ^r. J. {ufammctt^ fo erfleht man 

fDglei^, ba§ btc bort s>orfommenbe (Spcfftdent ^on g geaenmdctig b<n 

conftanten ffiett^ A tr^SIt, n>orau6 folgt , b(i§ bie ®umme ber (dben 

fflutjeln jener quobrotifc^en @[ei(|iwnfl, nSmÜd^ o" + »" / fl^ri^ ^ ^ if^- 

£)it gefugte ^Mt U^i^t o(fo bie ii^aratteri^if^e 6igenf(^aft, baf in 
allen il^ren fßnnlten bie mittlere ftrflmmung gleich gto$ 
ift. Sind biefem ®mnbe genfigt benn auci^ ber 9lnfgabe fomol^l bte 
jtngelfl&(|^e aU bie gMd^e eined gemeinen S^linberd, m<H>Ott 
man fi^i au^ birect/ inbem man bie i)artieOen S){{ferenttalquotienten ^^ 
q, r, 8, t wA ben ©leid^ungen ber genannten ^Ij^en entmidelt unb 
(n (1) einfe^t, ol^ne üJlnl^e fiberjengen fonn. 6« ijl jeboc^ leicht, fiitr* 
l^anpt bie ®(e{(^ung berjenigen gtotatlondfl&(^en jn ^nben, »el^en 
bie eigenf4)aft, baf bie mittlere Ärfimmnng conjlant = •— A fei, {nfotiimt. 
£)enn m^^ benfe {id^, nac|fbem man auf ber fragilen $l&^ einen 
fßunft M beliebig angenommen unb o."^ ben bur(|f M lanfenben $araHe(^ 
Ireid bie S^angente gejogen ^at, bur^ biefe ®erabe unb bie SRormale ber 
glSc^e eine @bene gelegt, "i^^xi melier bie 91» im fßuttfte N gef^nitten 
merben mSge. Sitebann ift If ber JMUnmHngdmittetpnnft btd fo ent« 
ftanbenen StormalfdE^nitta 5 bemt toenn Q ben a8ittel)mntt bed ^araOet 
Ireifed begeic^net, fo mn^ (no^ bem betannten Sleunier'fc^en Se^rfa^e 
Aber (S^n{ttcurt)en mit gemeinfcf^aftfic^er S^ongente) bec t>erlangte Arfim^ 
mungdl^albmeger gleich MQ.Sec NMQ fein, mad mit MN einerlei ifl. 
eteOen toir bal^er biefed ©tue! ber SRormafiiuie bur^ N , ben JMm* 
mungdl^albmeger ber !iReribiamur)>e aber bur«^ R s»or, fo \^vx loir bie 
Qebingungag(ei(^ung ' ; 

i + ^ = Const.=:-A 

9le]^men wir bie KotaUondaje {ur %it ber %, unb dx eonftant, fo i^ 
na(^ belannten gormein 

-- d8 ' ds^ . dy d^ 

'^lä dxdPy~ dxWa 

SBir li^ltn bem er^en ^ndbmd^ für R l^ier bad befHmmte aSortei^iett 
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<— ) t)otflefd^rieien , mll tioix, ^ aW l)o|l«oe ®röge anfe^enb, für bic 

ÄtuttUttung bea fparattelfrcif^«, nämlid^ -jr^, einen ^jcfitiöen SBert^ ti* 

1 1 
Ratten, unb weil alfo in ber ®\mmt tt+'d ^<^ i*^^^^ ©ummanb einen 

Tiegatit>en ober ))ofitit>en SBertl^ erl^alten mit§ ; je naii^em bie SJleribian^ 
cur)>e cont)ejr ober concao gegen bie Stotationdaxe liegt @d befielt 

boi^CT bie Steigung -^ — ^ = — A ob« ttmn nton mit ydy mut« 

dar , dxSs . . 

b. ^. j^^+i^lJ^O 

5Dad SntegrdI fjitv^^n lA^t {!(^ ol^ne SSeitered ^infd^reiben yxtib mhb^ na^ 

äkrtanft^nng t>on X mit j; ibentifc^ mit ber @I. (2) bei $. 63, mie ed 

fein xm^, weil unter ber f))ecieaen ^oraudfefrung einer Stotation^Pc^e 

«ttfere gegenwartige Slufgabe mit ber bort iel^anbelten itbereinftittimt. -— 

' • S5a« Allgemeine 3niegral ber obigen ®lei(^uttg (1) fennt txtwx nic^t. 



5)er in §. 73 gegebenen entwicfelnng oon rfü = ijjydxdy l^at 
tie Rnnol^me p ®runbe gefegen, bog bie ®r5ngen fowol^f für bie erfte 
na4) y onöjufül^renbe, da für bie bann folgenbe Sntegratiijn naö) x ge^ 
geben feien, moii^ten nun bie ©rSnjen ß unb tj conpant ober Functionen 
»on X fein, ^txvx bagegen, inbem man U in ben S^ftöwb bea SSariirena 
»erfe^t, oud^ bie genonnten ©röfien tjariiren follen, fo baß aufer ber 8e* 
fcj^affenl^ett wn z ^=f(x, y) iugleid^ bie lyxvx fWaximum ober SWinimum 
WM ü taugli(3^jlen Sntegrationagränjen auögemittelt »erben foflen, bann, 
lebarf tit entwirfelte gormel einer gewigen 3Robif»atton. 

Sielten wir iutjörberji ben gatt in Setrai^t, bag /? unb i? jwat 
%t\vi^i aber bo(^ i\\ Seiiel^ung auf x confiant fein fodeU; fo baß ber 
*on ben ©rÄnjcoorbinaten y = /9; y = ^; x=ta, x===S «Ittgefc^logene 
3;^ei( ber <Sbene XY ein Ste^ted wirb. Sllabann funn man burc^ eilte 
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leiste Setrai^tung ; iit wir im ondogm S^Oe üUt iit ein fairen 
integrale früher (§. 58 I) ernart l^aBeit, fi^ fofort uberjeugen, ba% gu 
bem 9ttdbnt(fe fär ^D^ tDefcbcr unter ber Scraitdfttung t>ott nic^t t>ariu 
renben Ordnjen i;, /?, f , a enhotcfelt »orben Ifl, b. 1^. ju JJfi)^dxdy 
no((^ folgenbe Seflanbtl^eite 

(1) + f V,,^dir.cri?- f Vx.^dr.cT/? 

Ja Ja 

l^injufontmeit. SRan brandet nur, nm biefe^ beut({4i etniufel^en, bie betben 
3nteflrale ü unb U + 'U P* flcometrifc^, nimllti^ att bie Solumina ber 
())r{dmatoibif(^en) Stiiptx %yx t>eronf(^auIt(]^en, s>on benen ber eine bad 
«ec^terf (f — a)(ij — /?), ber onbere bo« «e^ftetf 

((?- flf) + irf - iTaXCi? - /9) + <ri? - */?) 

2ttr Oafid l^at, »Al^renb yx;y bie gugel^Srige J^SI^e in febem fßunfte x, y 
ifl. S)ie S){ffereni {wif^^en ben genannten gmei SRec^teden befielt au^ 
»ier unenbli(^ fcfimalen ©treifen; unb bie Dier integrale bei (1) ficbeu 
nacf) ber Steige biejenigen Sejltonbtl^eile t)on Jü an, beren' ©runbpäci^c 
öon jenen Dier Streifen gebilbet »irb. 

Schwieriger wirb l^ingegen bie Unterfu^iung, erl^ilt aber im ^xtCblii 
auf bie mdgli(^en 3lnwenbungen auc^ größere äDi^^tigfeit, menn volx ß 
unb tj Dariirenbe Functionen })i>n x bebeuten Xa^vx, mAl^renb gleic^jettig 
a, ^ ä(d t)ariirenbe ©rAngen gu bel^anbeln ftnb. Siefe UmfMnbe treten 
}. 9. bann ein, wenn ber fßertmeter bed gefuci^ten gldi^^enftucld auf einer 
gegebenen %\hi)t &(jx, y, ä) = liegen, folglich) aW Dur4^f4)nitt ber 
gefuc^ten ^(icl^e mit ber gfdc^e = gebadet werben foH , ober v^tnn 
er avi^ ben £ur(|^f(|»nittdlinien ber gefud^ten gldcl^e mit me lereren ge« 
geleni^n gldcf^en gebilbet werben fcD, übrigen^ atö eine gef^^Iogene 
gigur ooraudgefe^t wirb, fo bag bie ^tttegrationdgrdnjen enbli^^e @r5ßen 
bleiben. Unter biefem ®eft(bta))unlt if} bie, 93ariation bed IDoppelintegrald 
JJ^dxdy juerjt oon ^oiffon*) unb Oftrograböf?**) nal5>er be^ 
tracbtet worben. 3Dir werben oerfuci^en bad SQefentUci^fle l^ier&ber lix bem 
folgenben $aragra)>]^en audeinanberinfe^en. 

*) Memoires de rAcad, des Sciences de l'fiistitut de France. T. XII (1833). 
**) Memoires de l'Aead.'de St.-Petersbourg^ VI Serie^ Sc. mmib* pkye. et 
nat T. in Ire ptrtie (1388)« 
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I) ^er geänberte fflwtl^ t)on ü = j j \dydx ifl auf bie im t>or. 

S. angebrütete SBeife babttrd^ }u finben, ba§ mir, toSf^xtnb gut Sonfhiiction 
t>Dtt ü In iebem 5punlte x, y iU ©röße V fenfre(^t onf bfe ebene XY 
oufgetragen würbe, jefet {n bem jebeömaf entfi)re4>enben ipunfte X=X'\-Sx, 
Y=y-^Sy bie Otbinate V4r<^V erneuten unb ble Summe aller ber 
:pri^mattf(^en Mxptt nel^men, beren @runb{Id§en t>on ben fRti^ttitn 
dXdy flebilbet »erben, unb beren ^öl^en V+rfV jtnb. SBix ^aitn 
bemna^ 

U + (Tu = I I (V + iYyiVdX 

Ja+dajß + dß 

wobei wir für einen augenblitf V + rfV a\^ Function t)on X unb Y 
benfen. IDiefc« Sntegral »nnen wir itbo^ fo trandformiren, bag wir ftatt 
X unb Y bie Variablen x «nb y aU Snbepenbente einfö(;ren, »eld^e 
mit X unb F burdj^ bie SRetationen 

(1) X = x-j-ßx Y=y + Sy 

Derbunben {tnb. S)en fär dY ein^ufe^enben SBertl^ erhalten wir m^ ber 
lefannten Sfeflel*) babur(|>, baß wir bie ©leic^ung 

mit 0==^dx^ddx^{i^-£-)dx + -^dy 

»erbiuben. 5)abur(3^ entfielt, inbem dx eliminiit wirb, 

^y_ ^ '^ dx^^''^ dy^ dy dx ^^ 

5)ett für dZ gu fefeenben «uöbrurf bageflen finben wir, mm wir bei ber 
^Differentiation t)on x-}-6x ben SBertl^ 5)on y conftant fein la^tn, b. ^. 
üMß ber 93erbinbung t>on 

cfy^O unb dX=dX'^'^dx-]--j-dy 



"!*) Moigno Le^. T. II p. 215. SchlSmileh Hdbcb. d. In(egr.-R. p. 1^8. 
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Demnach ifl 

.r<^.[(.+^)(.+f)-f§]^ . 

tUx ua^ S8egTa§ung ber Unenbf t^ « ffetnen imciter Oibuting, 

geiltet flnb öennefle (i) bte 3ntegrotlon^ranjen ffir y jejt /? m\> t), 
We ©rfinjen für x aber « unb J (»gt. §. 58 11)5 bolzet 

fflirb iietDon U felbft obflcjogen, fo fommt 
gja^ «ttfcrcr gottnel (9)' in §. 70 ifl oJer 

unb b« _J.. + V— = -^^, ^rfy_f_V-^i^ = ^tMo^«. 
Ben mir 

gut bad le^te ©lieb, »eli^ed bte reine Qatiatimt (^)U Gebeutet, tmrk 
ntan ben in §. 73 entwitfelten 5lu«btu(f (7) obet (10) ju fefeen l^aicn, 
ittbem mon nut jlatt rf' bo^ Seiten (J) fc^teiW. «nbctetfeit« ifl 

Dorbel^altlt^ bag man in ben redeten ^l^ilen biefer jmei 01ei^ungen 

unter Mdy bie S)ifferenj [Ndy]^ — \S3yh 
unter Vrfa? „ ,, [Vrfar]^ — [VrfarJ^ 

ücrpfl^t, unb ba3 crftc 9MaI r^, ß al3 Functionen s>on ar, baa anbete 
3Wal gerabe umgefei^it f ^ a al^ Functionen S)on y benft. Dcmna^ 
wirb befinitit) 

(3) + [[id)tdydx 
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II) Slftdfi^n^i bet 8ebeithtns ber ®rin^n 17 ; /? f »i« ber @x&tif' 
Datiattonett cfi;^ rf/? in bem trften, unb Don |, a^ rfj, rfa int jwciten 
ber DOT^el^enben integrale bürftc eine QtomtM^^c Seranfcl^auft^nnf) nu|^ 
li^c 2){mitc leijlcn. & fcl EFGH (Fig. 22) bic q^rojcctio» beS ^crl* 
metetd bca in IBetvocI^t lommenben @t&d^ ber t>erlan8ten aRajctmumd^ 
ober ^^nimnm^^^t, sinb E^F^GjHi bie fßrojectlon einer nic^ßanliegenben 
(Surt>e, »9¥{n ber erfigebaii^te ^tximckt iti bem SSariiren Don U uberi^el^t. 
Slul ber ©leic^ung ber (Sun>e EFGH »trb man bann für jebed :r bie 
.|iific^rigen Orbinaten ju beflimmen l^aben. ^tnrt )« 9. bad im @nb^ 
ynnfte einer beliebig axtitnommmtn Slbfciffe OP =« or auf bie 9lxt ber X 
enif|tete $er)9enbife{ ben Perimeter in jmci fünften E; 6 fi^neibet^ fo 
Mnnen »ir un9 PE = Xi(ar); PG = X2(^) benfen. aföbann jlnb unter 
bem erpen 3nteflra(jei(^en in (3) für ß unb fj bie ©rdnjipert^e ß = X\(.^)> 
rj == X2(^) einjufefeen. S^rdfe eö fidj^, bag bie ©erobe PEG ben ^Perimeter 
EFGH ni^t in }ja>ti, fonbem in Di er ^mfttn burd^fc^nitte , fi> mürbe 

man eiwo ß = X\(.^)^ i?i = X2(^); % = X3(^)/ V3 = XiC^) erhalten, 
tinb bem er^en Snicgrale in (3) mürbe nat&xü^ bie Oepalt 



/: 



{utommen, wobei bie ßlfittn B, 2, i a(d ^nbiced an rj angu^Anoen flnb. 

iRan lann tebo(^ an(l^ umgefe^it, nacf^bem man OQ = y beliebig 
angenommen unb QEF pataütl jur ^re ber X gebogen f^t, bie (Soor^ 
binaten OH. QF ald ^nnttiontn Don y fnt^en, tttoa 

OH = fi(y) OF=f,(y) 

unb biefe auSbrude fi(y); f^Cy) finb t^, bie man unter bem jtoeiten 
Sntegralgeiti^en in (3) ffir et nnb f gu fe^en Ijiat, beDor man gu ber an* 
gegeigten Integration naib y f(i^reiten Unn. 

feiner mü^en aber unter bem er^en ^ntegralgeid^n in (3) au^ bie 
@r$fen Srj, iß, abgefel^en Don bem an il^nen l^^enben $aetor di, alt 
gtinctiDuen »on x, unb i^, da unter bem gwciten 3ntegralgeidj>en a\& 
Functionen Don y angefel^en »erben, weil »Ir fowoljfl ix »ic 6y aU 
eine Function ber beiben Snbcpenbenten x nnb y anffagen (J. 
70 I). 9Ian benfe g. 9« bag ten $nntten E unb 6 ber fragU^en 
©rSugcuroe bie (Punfte E^ unb Gj auf ber Damrenben 9Ja(|barcitrDe ent* 
fpräc^en, fo^ würbe offenbar 

— Ee = rf/5 Gg = ir} 

fein ; unb e$ wirb ni(|>t allein bei bem 5)ur^(aufen ber ©el^ne EG unter 
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ia flwxaf)mt dy = Const )u icbm anbem fßmttte ein anbetet SflSettl^ 
i^on dy gelösten, tnbem ber geomettifcbe Ort beqenigen fßttnite, wel^e 
ben fünften ber @e|ne E6 entf|>red)en , titoa bie bur(|^ bie |>ttnftttte 
<gurt>e Ei6| angebeutete ©efldt l^aben Unnttf fonbem ed -merben au(|^ bei 
bem gortf4)re{ten Don ben fßnnlten E^ 6 gu ben auf ber 6urDe ndc^fi 
anliegenben ^iuntten, wil^renb alfo x Vinx bdd conftante S)tfferenUaI dx 
fuccef jl)) tt?d4){t f bie SSariationen (f/?^ Stj fic(^ continttirlt^ änbent. S)aa 
finaloge gilt t^on ben unter bem jiDeiten ^ntegraljeid^en t>orfontmenben 
Variationen da, 6^, totli^t in Seiiel^una auf OH = a = fi(y) unb 
QF = £ = h(3/) ^'^^^ Hh^ Ff {ur 9(nf 4^auung gebrat^t toerben, n^d^renb 
bie ))un(tirte 6ur))e HiF^ Dieüeid^t bie ber @ebne HF entf)>rec|^enbe Stnie tfl. 

3)lefelben «etra^tungen ilber bie SJariatioiien iy, dx, iß, itj k. 
greifen fogar bann $Ia^; menn bie in ber @bene XY liegenbe protection 
ber ©rinjcurt^e gar ntc^^t Dariirt; mdl^renb bie @rän^curt>e felbft im SZaume 
ald ))aTiirenb gebac^t wirb, totmx biefe le^tere alfo auf einer gegebenen 
@9linberfld(i^e liegen foH , bereu @rieugung^(inien |>araDe( ivli 9Lxt ber Z 
laufen unb bereu Sap EFGH ifl. ^tnn in biefem gaDe lann man fti^ 
tima € unb y ald bie entf))re(i^enben fünfte Don E unb 6 beuten; unb 
ea finb ix, iy variabel, glei(^oiel ob man Iti ber in (2) angeieigten 
bo())>e(ten Integration }uer{l o: couftant fe^t unb bie S3ariab(e y ba^ jwifc^en 
ben beu)u§ten ©rdnjen liegenbe 3>ntert>aa burc^Iaufen (A^t, ober ob maxi 
in umgefel^rter Drbnung o)>erirt. S)ie 9ef(|)r&n(ung finbet je^t nur @tatt, 
ba$ bie SSariationen ber @oorbinaten eines je'ben $un(td ber 6urDe EFGH 
an bie aua ber 5DifferentialgIei^ung biefer (Suroe ju entne^meube {Relation 
gebunben jinb. 

III) Sobalb man nun an irgenb einem ber lDo)^)>eI^3fntegraIe, bereu 
Summe ben urfpnüngii^en $lu^bru(f für d\} bilbet; bie erfle Sntegratton, 
fei eS nac^ x ober nac^ y, audgefAl^rt unb gemd^ ber oben erUärten 
Sotf^^rift bie @rdn}mert]^e eingefe^t l^at, fo finbet man bie ©rdnjen für 
bie äbrig bUibenbe ixotiit Integration mittelft ber folgenben Setrai^tung. 
©teilen mir bur(|> JfKdxdy ben berreffenben öeftanbtj^eil Don rfü, unb 
bur(i^ J\x, y) = bie ©Weisung ber Suröe EFGH öor, toelcj^c nacff y 
aufgddft bie oben oorau^gefe^te gorm y = x(^) unb nacf^ x aufgel^ft bie 
%0m x = f(i/) erlg^ielte; fo beßel^t bie ^Differentialgleichung 

(4.«) . 8.r+9yr^ = 

dx • 

eittmi^ (4./?) 8,r+9xr^ = 
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^at nion nun Bei bet erflen ^nteoration y = OQ att conflant (el^anbelt 
unb in Sesiel^ung auf bie SiatiaUt x {»ifd^en ben ©cingen QH = f|(y) 
%x^ ^ = lj^y) Intejrirt, unb ifl babur4> J jKdxdy in J*Äfy vAtts 
gegangen, »obei H blod aU Function i?on y gebadet mirb ; f o n^erben bie 
@rdn}mertll^e fut bie na^ y au^jufAl^tenbe Integration burc^ bie Reinfle 
unb grSgte Orbinate bec (Surt)e EF6H angegeben. $ur biefe $unHe mug 

bet in (4.a) Dotfommenbe 3)ifferentia(quotient ^ gtei(]^ i^ull »erben, folg« 

li^ Öir=0 fein. J&terau« in 9Serb{ubung mit r=0 fmb bie ßoorbi» 
naten ber fragli^en fünfte ju beflimmen. ^ur^f (Sfiminatlon ^en x 
mtö bem ©ppeme bet ®tei*unflen 

nx, y) = ö,r(a?, y) = 

erl^dlt man alfo eine ®Iei(|>ung, bereu ffiurjeln bie gefüllten ©ranitoertl^e 
)>on y angeben. 

Qrbenfo finbet xa^^f rc^tm man bie erfie Integration na^ y audge« 
ful^rt l^at, bie ©efiimmungdgleid&ung für bie ©rängen ber jweiten 3nte* 
gration babur^, bag vx^"^ au3 r== 0, dyr= bie SSariaMe y eliminlrt. 

IV) 3n Setreff eben jener \xi ber gormel (3) aufgeful^rtett, fo »ie 
bet au« J J{ß)^dxdy no^ entf<>ringenben einfad^en 3ntegrale, xoAöi^t 
gufammengenommen mit bem 5)o|)penutegraIe JJ^^d)zdxdy ben SBert^ 
»on JU ouöma^en (§. 73 ®I. (7)), »etbient \t\i^6^, immer unter bet 
IBotaudfetung, ba§ bie ^rojection bed in Unterfu(|fung ßel^enben ^lic^en« 
ftudd eine gef erlogene Surt)e EF6H fein foS, no^ eine weitere Zxar\»^ 
fotmation aUe ^lufmerlfau^eit. @d^reiten wir in ber ©el^ne, inbem mir 
^ = OP beliebig aber conftant awxt^mtn, bagegen y eontinuirlic^ mac^fen 
lafen, Dom Slnfang^pitnft E }um (Snbpunfte 6 fort, fo mirb, weil ber 
SBertli t>on r(x, y) l^ierbei fucceffit) bie Sncremente 9^rdy erl^ait unb 
mcil fftt ben Slnfangamertl^ y = PE^ fo wie fci^Iieglic^ mieber am 6nb^ 
)>ttn{t 6 ber SSertl^ t>on r glei(|^ !Rua ift, ber Sludbrud ^F anfangt eiit« 
mebet ))of{t{o ober negativ fein , fo ba§ r ))ofitit)e ober negatit)e SQertl^e 
er^lt, alletn bei bem »eitern SBa^jfeu t>on y wirb öyP baa Sorget^ien 
»ei^feln , »äl^renb F ju golge ber SSoraudfeftung , bag jtoifclien y = PE 
unb y = P6 feine fflurgel bet ®lei^ung r=0 liege, baö feinige nicfit 
anbett. 98&re j. S. bie (Surt>e EF6H ein jtreid 

(5) (a: — a)2 + (y-Ä)2 — c2 = 

fo l^fitte man ^F=2(y — b). S)ie SKittelpunft^coorbinate ä ifl nm 
größer al« y = PE,. alfo erl^SIt SyF am ^unlte E einen negatioen 

25 
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$knl^, hei y = b hltt ^tx ffie4?fd im C^tjdilett ein, mi fflt y =» PC 

ifJ Oyr <)iy|itii>- 2:a ferner 

(i _ y)2<;(^, _ PK)2 für PE<y<i 
inifc (y - Ä)^<(Pe - Ä)2 fftr Ä<?^<P6 

ip, ye erhalt pffentar fiir alle jwifiten PE itub' P6 Itcaenben 
aßert^e t>on y ber Hufe Zf)til bcr®f. (5) negative ®crtl^c. 
©etabe «nige!e|rt nmtbe e« fi<^ freilld^ Derl^olten, n>euM man bic 
®Iei(^un8 jeneö Äreifcö in ber gorm 

c^ — (a: — a)2 — (y — Ä)2 = 

cinf*reiBen wellte, iveil bann fowcl^I öor QyF aI3 öor r baö entgegen^ 
gefette 9Sorjeid}en jnftc^en fommt. Ja mir aber bie OleidJnng r(^x, y) = 
in jfbcm galle mit beut gactcr (— 1) multipffciren Bnnen, fo ijl c*5 
iinö crlantt im gcigenben bie BefHmmte SSoranöfc^ung yi ©rnnt^e ju 
legen, ba§ r w^enb M ganjen 3nteri)all3 y = PE 6i^ y = P6 einen 
negativen SBert^ behalte, unb ba§ bem entfpredjjenb bie gnnction 8,r 
für y = PE negatio fei, olsbann bei bem 3«w<J^^«^w öcn y einmal, 
pfcer anc^ brcimal n. f. w, il^x fficrjeic^en dnbere, nnb f((>ne§lid^ für 
y = PG einen pcfitii^en SBertl^ befifec, bamit r »ieber flieicb 
9iun »erben föune. 

£icö öcraitögefdjicft, bemerfen »ir jefet, baj bad in (3) »ortcminenbe 
integral 

(6) f (V, Srj ^ Yß dß^äx 

babur^ ju berechnen fein mürbe, ba§ man für jeben etngefnen $niift beS 

Obern ßmöcngmeigd (i; ==: %^(xy) bew SBcrtl^ wjn Vrfy ndl^mc tinb mir 

(Ix mutti}>Ucirte, ferner auc^ für jeben ^unft be* untern^ bnrc^ ß =* Xi(^) 

Dorgeftellten eur&enjweig« ben SBertlf ijon Yrfy beflimmte , icboA mit 

— dx mnlti|)Uctrte , unb aße biefe (glemente fnmmirte. üJlan »trb a*er 

ben SBert^ bed fc entfte^enben S^ttegrald and^ bann erhalten, toenn man 

t)on irgenb %\\\tm $nn(te ber (^wxu andgel^enb unb ben Don biefcm Sin- 

fangS))uu!t gejal^lten ISogen g M bie ber Integration ju @nmbe liegenbe 

Variable bel^anbelnb, ben an jebem ^unft ber @urDe @tatt . finbmben 

dx 
® ertl^ J?cn VJy mit j- dg multi})ticirt unb bie ©nmme aller biefeif Iprc 

bufte bi(bet, mofetn nur bie nil^ere Sebingnng befrlebigt mirb, bafi m&^rcnb 
dg lang« ber ganjen guröe iJofUiü bleibt, bol a3orjei«|fn be« «wöbniöd 



ds 



Qap, VI. — 387 — §. 79. 

da; _ ±1 ^ ±i ±9jr 

*"v-0+^) <' + (^f) ~ '"'■'^ + '"''■'' 

fo QUgenommen wcxit, ba§ für alle $iui!te bed Dbcm 6ur))cnime{gd bet 

Qurtteut -j- einen popttoen unb für alle ^Punfte be3 nntern ßurüenjmcigö 
dg 

ctttctt negativen Söerft etl^aTte. 9Ja^ beut, woö oien über ba5 33orjciclicn 
S)on öyF fefiflefteHt werben tfl, fcaBcn wir bal^cr gerobeju 

troiei bit Srittegration flct? fangS btr ganjen ßuröe erflredt, aU Xxan^^ 
formation bcö Sntcgrafö (6). 

Wlan wirb p^ Ici^t fiBerjeiigen, ba§ btefer ^(nöbrucf, ol^ne irgcnb 
cfnet SRobipcation Beburftig ju fein, ant^ bann güIHg wäre, xt^cnn ffir 
gcttjtje SBert^e öon a? bie ®I. rCüc, y) = nic^t gwei Orbinatcn ß, ry, 
fonbern öier cber bgf. mel&r lieferte. 

gbenfo pnbct man für baö gweite in (3) öorfommenfce integral 

Yd,rdx 
y/dd.n^ + (9yr)2 

wfccr ben ganjen Ißerinteter EFGH erpretft. IDenn tnbem man p(l& baranf 
ftu^t, ba§ ber anöbmtf r^x^ y) für bie jufammengel^örigett goorbinaten 
aller im Snnern ber gcfd^fogenen Euröe gelegenen ^Jnnfte einen wt^aii^otw 
SQßertl^ beP^e, wirb man avki^ l^ier fofort gn bem @<i^Iu§ gelangen, ba§ 
QJ" für ar = a eine negatiöe, für ar = J eine |)optiöe @rüge fei. £)a^er 
öerbanbelt Pc^ bie gormet (3) in 

^ ^ J v/ Oxry^ + (dyr)2 ^ J J ' ^ 

S)ie nämlid^e Umgepaltnng , welche wir fo eben mit ben betben 
erfhn iBeftanbtl^eilen ber gormel (3) vorgenommen l^aben, ip aber ancb, 
wenn man JJiS^Sdxdy ^mittelp i^artieHer Sntcgratien auf ba« 2) o p p e f ^ 
Sntegral j J^{S)zdxdy, worin SB bie in §. 73 Ui (8) feftgcfegte 
Sebeutnng \jcit, unb einigt einfalle 3nt«grale rebneirt, auf btefe letteren 
anacnbbar. . gßir i^aben namliti^ in $. 73 @I. (2) fdjon gefunbeu 

(8) + f ([8qV (rf)«]^ - {9qV (i)%]ßyx 

J« 25* 



ben SQSertb 1 , ^^^""^ "^ _.A- ^g/ ^^^^^ ^^^ 3ntegration p^ ebenfaW 
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3Qmx toxi fftner, um I | ^^y-^dxdy gu ttanöfonnirett, bte erfte 3ntc* 

dtatton na(^ x attdfu^Tcn , inbem wir unter ^ unb a bte «orl^tn in II) 
bff))ro(^enett Functionen )>on y t>er{ie]^en, fo er^ften »ir 






»00 fi(^ m^ bur(!^ SSertanfc^ung »on y, q, ß, rj mit ar, jr?, «, ^ au« 
ber Doriöen gormcl jofort ableiten Wgt S)te in (8) unb (9) auf ber 
rechten Seite be« @Ieid&l^eit«jei^ena bejtnbH^en S)ot)<)ennte9rore Silben 
©eflanbtlgfeile Don J S^{ß)^dxdy -, ble <B\xmmt ber beiben einfa^en 
Snteflrale bafleflen ift, ju golfle ber ijorl^in gemachten erWutemugett, 
glei^bebeutenb mit 



§. 80. 

9Jf^ratn «Jtt nwn an, Bei einer «ufgobe über ba8 SWaiiittum ober 
SWinimum wn V = JJ\dxdj/ fei bie ^auijtjleic^uttfl © = 
ieteit«-etfflntWOTben} fo pnb bie in V, d,\, 8,V entgoltenen SBanaWen 
», jj, q gewige Functionen »on a? nnb y, beten gotm jebod^, loegen bei 
in ba« Sntefltol bet @(. SQ3 = oetweöten »inhl^rli^en Functionen no^ 
nt#t wHfommen befllmmt ijl, wie wir Bereit» in ben SS« 74 W« 76 
flefe^rn ^oien. 2!ie einem flegetenen V entfrre^ienbe ^a«j)tfllei(^ttnö BlelW 
Äbriflen«, äufclfle ben im m. %. für äV cntwtdelten gormeln (3) ober 
(7), «anj bie nömli^e, gleic^öiel toaS für «eblttgttttgen 
üitt bie ©rdnjcutöen man fejtfe^en maQ. 

««tt^bem ber «eflanbt^eil JJm(ß)sdxdy i«ftt »erfd^wunben ift 
etl^altett wir flemäf ben gprmeln (7) «nb (10) bed öorigen ^xa^iap^ 

J V(ÄrFT(ä7j5 ^ 

wcBei bie onfleaeifite 3«t<0wHcn fiJer ben flonjen qSetimetet bet (5utw 



Süp. Vt — 389 ~ |. 80. 

IXx, y) = att«ittbe^nett ijl, fo ba^ »enu »ir bie ?Änftc biefet Curtje 
im Solsenbeit but(^ / t^orflcffat, bad 3nte8rat{ondintevt)aII ftc^ t>on ^ = 
(td g = l erfhedt. IDa inbeffen <fy l^ier bie im §. 56 befinirte „iu 
titifd^tC Satiatiott )>on y irbeutet; fo gilt att(ff bie bort beioiefene 8te(ation 

iy = {ß)y -T^^^ ^ »oritt ((f)y eine »inful^rii(|>e Function öon a? be* 
tpirb, fo gie^t fl(^ bie oorflel^enbe Sormel {ufammen in . 

äSenn nun tfidfiil^tli^ ber 9egrin}un8dcurt)e ber gefuchtelt g(i(|^e gat feiiU 
itAl^ere Sebingung in ber 9(ufgabe audgefproc^en »Are, fo mürbe vxqlw, 
um ber ^^rberung dD »= ®endge gu (eifien , offenbar ben Soefficienten 
jAer ber beiben »iOfi^rlici^en Functionen (d)y, (dys eingeln glei<i^ ffluH 
gu feigen l^oben. Slllein gerabe fo^ mie bei ben im f&nften ^apM be> 
Baubeiten $[ufgaben über ba9 aRoximum ober 2Rinimum )>on J'Y^ bie 
©ringt^ariationen d^, ia, {ß^y^, u. f. to. nic^t fimmtUc^ gang unbefHmmt 
geladen mürben, fonbem burti^ gemife Sebingung^gleic^ungen untereinanber 
s>erbunben maren ($. 59); fo mirb au(|> bei fol(i^en Aufgaben über bad 
SRaximum ober SRinimum t)on JJ\dxdy, mel(|ie il(|i in ber ^rajid 
»ieüei^t barbieten unb eine Stu^Sfung guIageU; bad ißartiren ber ©rdngi» 
curt^e an bie eine ober anbere Sebingung gefnu))ft fein, ^n biefer ^inflc^t 
s>erbienen einige ^auptfille l^ert)orgel^oben gu merben. 

I) SBenn bie ®leidf>ung r{x, y) = 0, alfo bie iprojection ber 
t^ariirenben ®rfingcur&e gegeben ifl, fo bag biefe le^tere auf berjenigen 
69linberf[ä($e beftimmt merben foD, bereu (Srgeugungdlinien ))ara1Ie( gur 
»jre ber Z laufen, unb bereu Safid bie @I. r=0 l^at. $ltebann ifi 
{ß)y glei^ SRuII, mie fomo^I cM ber 3)efinition oon {d)y (S. 56) ald 
au4» aud ber ®lei^ung 

(cr)y = rfy — ^(ra: = Jy + gi^rfa: 

folgt, menn mwx bebenft, bafi l^ier (fy unb äx bur^ bie Stelation 
ayrjy + 9xrrfa? = oerbunben jlnb. SDie au3 (1) fliiepenbe ®räng* 
glri^ung ift bal^er 

(2) d,Vdir+8,Vöyr=o 
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SiefeKe etgicU f{(^ üu^ au« ber ^omtel (10) in %. 78. S)enn KttteT 
beH geflewnjdttifl gema^ftcii SJorauffetunge» Ijl r]^^=ß^, Va'^^ßar f© M 
in bcT gtnonnten gormel bic beibcn erfien, lerntet JJ^^S^zdydar na(^* 
fofgenbcn einffl(|>en 3ntegta!e s>erf(|n)fnben. SWau l^at bann bte jwd Sf^ 
bingungen 

weld^e auafagen, baf längd bed ganjeit Ißertmetet^ ^ bet Itnie ll^eil ber 
@t. (2) gleich SnuH fein milge. 

S)tc gegebene ©felc^nng rCar, y) = in SStrJtnbnng mit (2) K§t 
ftc^ jefet gerobc fo wie bo^ @9flem ber gwei ®fei(^uttgen einer gegebenen 
@idngcnrt)e gur SSefiimmnng einer »iBKlI^rHti^en Function benufeen. 5Da 
inbeffcn bad allgemeine integral ber ®l S == ixi bem l^ier trotandge^ 
feilten ^offe im äingemeinen gm ei miHfäl^Uc^e gnncHonen entl^dlt^ fo 
n)trb $ur ))$aigen Seftlmmung )>on s =^f(ps, y} not(^ bte eine ober anbere 
Sebingung, g. %. ber SBtrt]^ ))Ott p Ifingd bpd ^erimetet^, ober 
ber SQBertl^ t>on j^ ober bgl. mel^r erforberlit^ fein, 

II) SSenn bagegen ni^t bie fprojection ber gefiui^ten ©üniomt, 
f»nbern eine gläc^e 

(3) e(x, y, «) = 

gegeben i% auf melc^er fle liegen foS ; bann befielet bie Sebingungdgleic^mtg 

Qx&ix + dy&^y + 8i0*« ~ 
ober an^, fobalb man für 6z ben 2ßert^ ^i)» -\- pix -{- qiy , für dy 

ben SBert]& (d)y + ^dx einführt, bie Sebingung 

(8x0 + 8y0^ + qb^Q^+pQ^&)6x 

^tx (Soeffident t>on J^ rebucirt ftc^ aber anf 9lull| benn er iß offenbar 
gleic^bebeutenb mit 

^(9i0rfa? + 9y0dy + 9,0rfÄ) 

infofern man a?^ y, % nnr auf bie ^xvMt ber fraglid^en ®r4njcurt>c be^ 
giel^t -- J&iernac^ be^el^t gwifd^en (% unb (d)% bie 8felation 

Oy© + q&^&)ii)y + 9e0(*)» = 

nnb inbem mm ijermittelji berf elben m^ bem gleicf» Jintt gefeiten SÄljflfi 
ber Formel (1) bie eiitf ber beiben miafä^rli^fm Variationen elimtntrt, 
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0e(imgt mau ju hct OiAnjsIefa^und 

8,r «te ^Vd,0^^Jna.0^*J 

tft. 3)abUT(^ DenDaubelt ft^» (4) in 

eegenmirtig liefert alfo @(. (3) in SSer^nbung mit (5) bad @9{iem ber 
gewunf^ten ©rfinigleio^ungen. IDie ©leic^ung (Q) mirb ubrioend, xotrvx 
man ben Diöifor 9,0 fortf^^afft, unb bonn annimmt, bie gWc^ ,& u?4ie 
ein auf ber (Sbene XY fenfredljt flel^euber (59linber, alfo 9i0 = O^ ganj 
einerlei mit (2), wie eö fein mw^, 

III) @ine Befonberd intercffante Sebingung, bie mir f^(ie§(i(^ nod) 
glauben in Setra(|)tung jicl^en ju mvi^tyXf finbct bann, Statt, menn bie 
®ranjcuri>e auf ber gefuc|)ten glad^e jmat »arüren barf, xotnw aber i^r 
^rimeter wäl^renb biefed 93ariiten5 einen nnöerdnberlic^en SBert^ =Jl 
bel^atten fott. 

Sejei^et mie öori§>er äg ein ßfement ber fpioicction r=0, da 
tin (SIement ber ©rdnjcurtje felbft, meldte Icfeteie alfo burc^ ba^ Spjtem 
ber beiben ©leid^ungen z — fix, y) = 0^ t(x, y) = teprfifentirt wirb, 
ttnb fteOen mir für einen 8(ugenbl{(t bur^i Z^ unb Z| bie gmei Functionen 
»Ott X »or, mel^e au^ /(a?^ y) ^ertjorgejjen mürben, menn üermlttclfi ber 
auflöfung ber @[, r= bie 8lu^bru(fe rj = Xi(jt^, § = Xxix) bejHmmt 
tmb in fix, y) eingefefet mürben, fo ba^ 

^ ^ Z.^^fix, ß)^f(x, xiW) 

toltb; fo folgt na<^ ber befannten gormel fofort 

unb bie oerfangte Sebingung mlrb analptif^ babur^ au^gefproc^en , baj^ 
txan bie SSariation biefea Slu^btudd, mit giüffflc^t auf bie g(eii[^se{tigen 
$lrtiberttn§m »ott jf uAb a, glci^^ 9tuB fkt^t. gur bie Variation bed 
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etflen Suttefitalö finbcn wir via^ bct gomel (1) bed S* 62 unb untrt 
Sujic^ttttfl bcr gormd (1) in 8- 45; inbem wir bafettfl ^/ ^/ •;^ 
liatt V; j?, p feigen, ben «ti^bnitf 

«Sterin bebeutet (d)Z2 bie rftnittelbare reine ${ariation'' )>on ^2^ b. ^. 
biejenige aenberunfl , »elc^e fix, rj) erfil^rt, wenn man jwar a? wifle* 
anbert läßt , ober fowol^I bie Jorni ber gunction f(jü, y) atö bie gorm 
ber gunctiDn X2(^) ^ariirt. S)a ivtr nun bie butc^ bie Slenberung ber 
Sotm ^on /Cor^ y) t>erurfac^te Variation, ald Function ))on or unb y gc 
bot^t, mit (J)» begei(|>nen, fo iji 

93erf£]^rt man je^t ebenfo mit bem {weiten Seftanbt^eile Don jl, 
burc!^ welci^en bie Singe be^nigen Wogend s^ ber @rinicurt>e angegeben 
wirb, beffen ^Projection bie ®t. ß = Xi(a?) I^at, unb abbirt ben entpe^enben 
Sudbrud ju (7); fo finb im ©anjen t>ier integrale Dorl^anben, welche 
P^ paarmeife jufammenfa^en unb bann bur^ bie ®VLmmc 





i^orfteHen fo^en, inbem wir unter x-, y bie (Soorbinaten ber fßunlte be« 
$erimeterd l, unter s bie {ugel^Srige Orbinate ber gefuc^ten ^ä(^e oer^ 
Pelzen, unb bie Sntegration'Don ^ = biö g = Z au^bel^nen. Die Summe 
ber fe^d t>om Sntegrafjteio^en befreiten ©lieber in (7); {ufammen mit ben 
il^nen entf))re$enben; ^vA ber iBariation bed smeiten IBe{lanbtl^ei(^ t>on Jl 
entfpringenbeU; fäDt aber )>on felbft weg. Itm biefed beutli(|f ein)ufe^en, 
bebenfe man, bap erflen^; weil na(|> ber SJoraudfe^ung bie ©ringcun^ 
eine gef^itepene i]% }u ber gefüllten ©r&njabfcijfe a? = ^ nur ein einziger 
jpun» gel^Srt, baß alfo bie Drbinoten i^j, [Zj]^ einerlei mit /?^, \Z^\ 

unb bie JBarfationen (cr)i?g, {{ß^^Z^^ ibentif^ mit ((T)/?^, [(<^)f J^ P»b- 
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dbf du d% 
aSBe» femer burc^ da' '^' dä^^^ Coflnu« bet Sleiftungdwinlel be« (gle^ 

nteiitö da gegen bie btei Soorbinatenajren angegeben »erben, unb meil ftu 
;r Ks f bie ibeiben (S(emente ^^ unb d82 {nfammenfaHen , fo jeboci^, bag 
bie Stiftung t>on dSi gerabe bie entgegengefet^te i^on ds2 ifl; fo Ieu(|tet 
ein, bag 

l5^J5 Ia;J5 ' L&jJs - "" Ld^Js ' Ld^Js Vd^h 

fei , fo mie baf biefel^en 9le(ationen für or = a €tatt flnben. hieran« 
folgt bie Stiil^Hgleit ber obigen Se^an))tnng o^ne SSieitered. *) S)ie gorbe^ 



*) Q< fittb i>oac bie Claotienten [x^]^ ^^ \.dx^^ ^^^ unenMicb/ man muf 

ober ben einen aU See. \n, ten anbem aU — See. ^n aufraffen. Uebrigen^ 
fSnnte man bie obige <)e^auptung fe^c leicbt auf einen aOgemeinem Sebrfab iurficC« 
ffibren. Gott ndfmlid) bie Variation eine« Sntegrod U, wel^e« f[4 fi^» aUe Qle« 

mente einer geWofenen/ ebenen 6un>e Fix, y)=^0 ttftxtdtf glei4 9(uU fein, 

fo (ann man bie 9le4nung mit ber (Sinffi^rung oon S)oIarcoorbinaten t nnb hu 
ginnen/ inbem man M 9)ot irgenb einen ^unit im 3nnem beö oon iener Guroe 
umfc^fofenen 8laum< annimmt^ fo baff 

x = a-{'r Cos B y = J -[- r Sin 6 

aa bie CiteSe t>on ^ unb y tritt «g^anbelt ti fi^ ^M um eine Guroe im Slaum, 

beren ^roiectton bie @U r=0 t^at, fo ffi^rt man » aU britte C^oorbinate in bie 
tran^formirten gormein ein. ^ietna^ wirb U bie Sorm l^bta 

U = /F(«, r, r', r", . . . «, «', «", . . .)dtf 

»obei r* ,'T*' , ... s% s^'^ ... bie na^ B genommenen iDtfferentiatquotienten oon 
T resp« s bebeuten. tAt SutegrationSgr^njen ftnb unb In, ober ^0 ^^ 
01 = 0Q -|~ ^^* ®^ f 5nnen nun sw^r^ wenn ffir gewiffe SSertfie be< 9)o(anoinf el< 
ber f)erimeter bec Guroe JT in me^c M einem fünfte vom 9labtu««Sector gc« 
f(bnitten wirb; (ierautf man<ber{ei 6c^mtertg!eiten entfief^en. 2(tfein o^ne un< hierbei 

«ufsu^aften; i|t bocb gemiff/ baff bte Variation SM, abgefe^en oon ben no4 unter 
bem Sntegralaeicben befinbUcben ®ttebern; ft4 auf bte Sorm « 

+ [N(<r)r]i - [N((r)r]o + [9?(ir)Ä]t - [5W((r)«]o 

-4— •• •• •• •• 

bringen Idffft (S. 68 Sormel (1^), wobei bie ange^dngten 3nbtceS 0; 1 anseigeu/ 
baf ber Ordnawert^ 00 '«»P* ^1 d^<^tt werben fotte. Snfofem alfo in F, N, 9t^ . . . 
bCol trigottometrif^e Sunctionen 9on oorfommen^ wirb für ^i = ^o 4~ ^^ ber 
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ber SCnno^nte dy = Const ju j[ebem anbem fßuntte ein anberer Sett^ 
9on <fy flel^öten, tnbem ber geometrifcie Ort beqcnigen fßttnfte^ mel^e 
ben fünften bcr ©el^ne £6 entf)>Te(i;en, etwa bie bur(|> bie jmnftitte 
(Surt)e EiG^ angebrütete @efta(t ^aben (onnte, fonbem ed -merben au4^ bei 
bem gottfc^reiten ))on ben ^nften E^ 6 gu ben auf bet 6ittt>e nAc^ß 
anliegenben fünften ^ »il^renb alfo or nm bdd conflaute S)ifferentia( c£r 
fuccef {lt> mfi^jl / bie ^Variationen J/9^ iri flcb continuirlt^ inbent. IDad 
finaloge gilt i^on ben unter bem ;n>eiten Sintegralieicf^en Dorfommenben 
gSariationen 6a, 6^, »eld^e in ©eiiel^ung auf OH = a = A(y) ««b 
QF = J = faCy) bnvc^ Hh^ Ff gur 8lttf (|^auunfl flebra^t »erben, »ä^renb 
bie punftirte 6uri}e HiFi DieOeic^t bie ber ©ebne HF entf))rec^enbe 8tnie ifi. 

Slefelben «etra^tunflen über bie Variationen iy, ix, äß, 6rj k, 
greifen fogar bann $Ia^, »enn bie in ber @bcne XY liegenbe ^rojection 
ber @rAnicurt?e gar ni^^t Darürt, »dl^renb bie ©rängcuroe felbft im [Räume 
ald Dariirenb gebälgt wirb, wenn biefe le^tere alfo auf einer gegebenen 
(g^IinberßAcle liegen fod , bcren (Srieugungdlinien paiaM gur 3(jce ber Z 
laufen unb beren Sap EFGH ift. £)enn in biefem ^alle lann man ftc^ 
etwa € unb y aU bie entf))re^enben ^wx^t Don £ unb 6 beulen; unb 
ed ftnb ix, dy }>ariabel, gle{(^oie( ob man Iti ber in (2) angejeigten 
bop^elten Integration guerfl x coiiftant fe^t unb bie SJariable y ba^ gwif^en 
ben bewu§ten @rAngen liegenbe 3ntert>aß bun^Iaufen Id^t, ober ob man 
in umgefel^rter Orbnung o^erirt. S)ie 9ef(|^rinfung finbet je^t nur @tatt, 
ba$ bie SSariationen ber @oorbinaten Anti^ jeben $unM ber @urt>e EFGH 
wx bie aud ber 5Differentia(g(ei(i^ung biefer Suroe gu entnel^menbe dielation 
gebunben finb. 

lU) ®obalb mm nun an irgenb einem ber 3)o)>peI^3ntegraIe, beren 
Summe ben urf^^rungii^^en Sludbntd für i\} bilbet, bie erfle Sntegratton, 
fei e^ na6^ x ober nac^ y, au^gefA^rt unb gemAp ber oben erOArten 
93ctf4^rift bie ©rAngwertl^e eingefe^t l^at, fo finbet man bie ©rangen für 
bie übrig bleibenbe gweite Integration mittelft ber fotgenben Betrachtung, 
©teilen wir bur^ J'fKdxdy ben berreffenben 8eftanbtl§^eU S)on rfü^ unb 
burc^ r(x, i^) = bie @(et(^ung ber @ur)>e EFGH )>or, welci^e nac^^ y 
aufgdöft bie oben ooraudgefe^te gorm y = x(^) unb nai^ x aufgeldft bie 
gorm*^ = %) erl^ielte; fo bepelzt bie S)ifferentta(gUi4^ung 

(4.«) 8,r+9yr^ = 

dx 
ober au(|> (4./9) ö^r -f »^r ^ = 
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^at man nun Ui ber erflen Sntestation j^ ~ OQ aU tonftant M^anhdt 
unb in Segiel^ung auf bie iBariaBIe j: )n>tf^en ben ®rSn)en QH = f^(y) 
M 0P = f2(y) integrirt, unb ifl baburt^ J jKdxdy in jHdy fibcr# 
gegangen^ mobei ^ blod ate Function s>on ^ gebaut mirb ; fo werben bie 
Oränitoettl^e für bie na<|f y au^sufü^tenbe Sntegtatton bnrc^ bie Keinflc 
unb gr8|te Orbinate bet (Sun^e EF6H angegeben, gut biefe ^n^t n\n% 

ber in (4.a) ))orfommenbe IDifferentialquotient ^ ^Ai) StuII merben, folg^r 

(i^ »xr=0 fein. $ieraul in SSerbiubnufl mit r=0 flnb bie 6oorbt# 
naten ber fragli^^en fünfte \n beflimmen. ^urc^ (SHmination t>on x 
mSf bem ©^fleme ber @(ei(^ungen 

iT^, y) = o öxr(rF, y) = o 

erl^dlt man alfo eine ®Iei(|>ung; beten SButjeln bie gefuci^ten ©täniwettl^e 
))on y angeben. 

Qbenfo finbet man^ wenn m^n bie etfle 3integtation nac^ y audge« 
ful^tt ^at, bie Scftimmung3glei(^ung fflt bie ©tängen bet jweiten 3nte* 
gration babut(|>, baß x^^n au« r== 0, 8yr= bie SSatiaMe y eliminitt. 

IV) 3n Setteff eben jenet \n bet gotmel (3) aufgeführten, fo »ie 
ber wA J J{i)^dxdy no^ entf}>tingenben einfa^en 3ntegrale, welche 
jufammengenommen mit bem S^oppelintegrale JJ^(i)zdxdy ben fflert^ 
»cn JU QMmoii^tn (g. 73 01. (7)), »etbient iebo(|>, immer unter ber 
aSotaudfe^ung, bag bie ^rciection bed in Untetfu(|fung ßel^enben gldc^en^ 
{titdd eine gefc^Ioßene Surbe EF6H fein foO, no(|> tint »eitere Siran«« 
formation aOe Slufmerlfamleit. ^itiitn mir in ber Seltne, inbem wir 
or = OP beliebig aber conftant annel^men, bagegen y continuirlic^ wad^fen 
lafen, »om 9lnfang«punft E ^nm (Snbpunfte G fort, fo witb, weil bet 
fflert^ Don Fix, y) l^ietbei fucceffiij bie 3ncremente ^^Fdy erhält unb 
»eil für ben $lnfang«»ertl^ y = FE, fo wie ft^IießUc^ wieber am 6nb« 
))unft 6 bet 98ettl^ )>on F gleicf^ dlnU i% bet $(u«btu(f QjF anfangt tnU 
webet pofUiö ober negatio fein, fo baf F }>ofItiöe ober negative SBert^e 
er^dtt, allein bei bem weitern SSa^^fen »on y wirb QyF bad Sorgetc^en 
we(|feln , »fil^renb F gu golge ber SBorauöfeftung , ba§ jwifc|ien y = PE 
un\> y = P6 feine fflurjel bet ©lei^ung F=0 Hege, ba« feinige ni^t 
finbett. Site g. 9. bie (SutDe EF6H ein jttei« 

(5) (a: — a)2 + (y-Ä)2 — c2 = 

fo l^Ätte mau ^jF=2(y — b^. SJie aRittelpunftöcootbinate i ifl nun 
gröpet att y = PE; alfo erl^filt dyF am «ßunfte E einen negativen 

25 
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5Bc«^, tei y = 6 tritt kcr SBc^fd im ««tjef^rit ein, «nb ffi« y =« PC 

i^, fe ft^alt cffenl^ar ffir ölle gwifiten PE ttnb' P6 Itcaenben 
SBert^c »on t/ ber Hufe Xl^fÜ bct®f. (5) ncgotitje ®crt]^e. 

®ctobt «mgcfc|tt xouxU e6 p<^ freill^ öcrj^ölten , m\m mau bic 
©Icic^uufl jene« Äreifcö in bcr gorm 

c^ — (a? — a)2 — (y — J)2 = 

cinftircltcn »oKte, ircil bann fowcl^l öot 9yr alö Dor F bo3 entgegen^ 
gcfcfetc SSorjcidjen jn fielen fommt. ^a mir aber bie ©leicbnng r(^x, y) = 
in jcbcm galle mit beut gactcr (—1) mnltlplicircn fonncn, fo ijl cö 
iinö erlaubt im {Jp^ö^^t^cJi ^'^ teflimmte 9Soranöfe<jnng yi ©rnnt^e 511 
legen, bap T wfil^renb be« ganzen 3nteröall3 y = PE bi3 y = P6 einen 
negatiöen SBert^ behalte, nub bag bera entf].>red&enb bie gnncHon 9,r 
fiir y = PE negatit) fei, alsbann bei bem ßmxtf^mtn t)cn y einmal, 
pter aiic^ brdmal n. f. w. il^r fficrjei^en änbere, nnb fcfclicßllc^ für 
y = PG einen pefitiöen SSert^ befifee, bamit r mieber fl(ei(b 
ShiU »erben fonnc. 

£iea t?cra\tdgefc(u(ft, bemerfen xoix je^t, bag bad tu (3) i>orfcmntenbe 

Sntegral 

16) f (V, Jry -- V^ &ß)dx 

babnrc^ ju bere(^nen fein »urbe, ba§ man für jeben einjetnen $mitt M 

Obern ßmöengweigd {tj & ;c2(a?)) ben SÖect^ wju Vcfy ttdl^me iinb mir 

dx muftil)licirte, ferner auc^ für jeben $unfr be«. untern, bur^ ß =* Xi(^) 

i)orgeftcIItcn 6uröeujta>etfl« ben 28ert^ j>on Vrfy icftimmte, icbo<^ mit 

— dx multi})licirte , unb aße biefe Slemente fummirte. SÄau »irk aber 

ben Sßnif) bed fo eutfte^enben Integrals aw^ bann erhalten, wenn man 

t?on irgenb einem ^ßunlte ber gur^e anögel^enb unb ben öon biefem Sin- 

fanQd:puu{t gejäblten Sogen g aU bie itx ^Integration gu @runbe licsenbe 

Variable bel^anbelnb^ ben an jebem $unlt ber (Snvot ®tatt ftnbenben 

dx 
3Scrt]^ \>cn Vrfy mit j- dg multi})Iicirt unb bie Summe oller biefeif ^Prc* 

bulte bilbet, wofern nur bie nil^ere Sebinguug befrieblgt »irb, baj »a^renb 
dg longa ber ganjen guröe ijofiti» Keibt, m ®w:jei«[|ett be« «uöbniifd 
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dx _ ±i _ ±i _ ±9jr 

fo ongeuontmen vocxit, ia^ für aOe $u)i!tc bed olberu (Snr))cnimeigd bet 

Oiirtteut -T- einen pofittoen nnb für ade fünfte be3 nntern (5urs>enjnjcigd 

einen negatiocn SÖcttfe etl^alte. 9Jn^ beut, wo8 oBcn fiber ba3 SSorjeld^en 
»Ott dyr fejißejient worben x\t, fcaBcn wir baficr flerabejn 

wobti Vit S^ttegrotion Pd? Mngö ber ganjcn ßuröe erfirctft, alö Jlran^^ 
formotton bc« Sntcgröf^ (6). 

^an wirb ftcf) leitet fiBcrjeugcn, bag bicfcr ?Cuöbruc!, ol^nc irgcnb 
einer ÜMobiftcation Bebiirftig jn fein, an^ bann gültig tt)drc, wenn für 
gewiße SBert^e öon a? bie ®I. r(:r^ J^) = nic^t jroei Orbinatcn /9; t;, 
fonbern öicr cber bgf. mel&r lieferte. 

ebenfo finfcct man für bö3 jweite in (3) öorfommenbe integral 

übet bcn ganjen ^Perimeter EFGH erflretft. Senn inbem man fic^ boranf 
ftfifet, ba§ ber anöbtnd r(x, y) für bie gnfamniengel^örigen 6oorbinaten 
aller im 3nnern ber gcf(^Iogenen ffiurue gelegenen ^nnftc einen wt^aiisitw 
äBertl^ befl^e, wirb man anö^ l^ier fofort gn bem @(i^(u§ gelangen, ba§ 
QxF für ar = a eine negatiöe, für ar = J eine poptiöe 0rogc fei. SDa^er 
öerwanbelt fi^ bie gormet (3) in 

,^} vo.r.f. + 8,rjy) ff 

S)ie nämlid^e Umgefialtnng , meiere mir fo eben mit ben bciben 
erfien Seftanbt^eilen ber gormel (3) vorgenommen l^aben, ift aber and), 
wenn man J J (S^^dxdy mxM^ particUer Sntegratien anf ba« JDop^ef^ 
Sntegral J J'^{i)zdxdy, worin SB bie in §. 73 Ui (8) feftgcfefete 
SSebeutung l^at, nnb einige einfa^e integrale rebncirt, anf biefe le^teven 
anwenbbar. . SBir i^oböi n&vüii) in %, 73 @l. (2) fcljon gefwnben 

(8) + f ([ö,v (j,8], - {a,v («r)«]u)(ir 

J« 25* 
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SBenu »ir fenter, um | | ^^^J^dxdy ju tranöfomirctt, bte crftc 3nte* 

dtattcn na4» ;r atidful^rcn, tnbem wir tinter ^ unb a bte Dotl^in in II) 
bef)^TO(|^enen gitncticiten ))on ^ t^erfle^n^ fo er^ttcn vovt 

»ad fiiJ^ (ii4 btir«^ SSertaufi^tina Don y, q, ß, tj mit x, p, a, f aud 
ber Jjoriflen gormcl jofort ableiten lägt. 2)ie in (8) tinb (9) auf ber 
regten Seite be« @Iei*l^eit3jei(^ena beflnbli^en Do})|)eKnte9roIe bilbeii 
©e^anbt^eile öon SS^{ß)^xdyy ble ^wamt ber beiben elnfa^en 
Sntefltale baßeflen ift, ju golge ber tjorl^m ^tma^im etMuterttngeit, 
glei(^bebeutenb mit 

mix itf4)r«nfert «na l^iet auf bl« gSotoudfcfeung V = F(ar,y, «,p, o). 



§. 80. 

9lf]^mfn wit nun on, iei ein« STufgobe über ba8 SWajIaium ober 
anininiuttt wn \i = Jjydxdy fei bie ^auiJtfllf ic^uttg ffl = 
ietefWeiffiHtwotbenj fo ffnb bie in V, 9,V, 8,V enthaltenen SaoaWeu 
«/ i»^ 2 ««»if« gunetionen »on x unb y, beten gotni iebc^, »egen bet 
in ba« Snteßtal bet ®r. ffi = oetwebten »inw^tlit^en Functionen uoc^ 
ni4>t »oHfornmen bejHtnmt ift, wie »it ieteit« in ben %%. 74 m 76 
flefe^en l^aien. S)ie einem flegebenen V cutfpte^enbe ^OMj>tgIeii^ttttft MeiM 
ttbtiflen«, infolge ben im »ot. %. fitt Jü entwidelten goimeltt (3) obei 
(7), gottj bie nÄmlii^e, 8lei(^t)iel wad filt «ebingungen 
übet bie ©tänjcutöen man feftfe^en mag. 

«Rasern bet «eflanbt^eil JJm^ß^zdxdy Ht betfi^wunben ift, 
et^alten »it gemflß ben goimeln (7) unb (10) be« wtigen ^togtoj)^ 

»obei bie ongejeigte 3«t<gtoHcn öbet ben ganzen «Petlmetei bet 6wiw 
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IXjg, lO — O ait^iitbcl^tten Vit, fo bo^ wenn »ü bie Singe biefei Sur)>e 

im %elittiUn but(^ / t^orfietleu^ bad 3ntegrat{ondinteTt>aII {i(^ )>on $ = 

bi« g = l erfhedt. Da inbejfen Jy l^ier bie im §. 56 beflnirte „qt^ 

mtf^te'' SatiatioK )>on y Gebeutet, fo gUt au^ bie bort bemiefene 9ie(ation 

du 
<?y = (<^)y + ^*a?, »orin (i)y eine »iHMl^riiti^e gunction \>on x be» 

Sdc^net. ^^^^^% = ^^J*' ^^^ 8«^ <^^ + ö,r Jy = a,r ( J)y 
»iib, fo giel^t fi^ bie oorflel^enbe formet {ufammen in . 



SBenn nun rädjl^tli^ bet Segrfingungdcurt^e ber gefüllten g(S(|ye gar feiiU 
nil^ere Sebingung in ber Aufgabe au^gefprod^en wire, fo würbe vxaw, 
um ber ^orbemng JD =: @eniige gu leiflen , offenbar ben Soefficienten 
jeber ber beiben wiDtii^rlic^en Functionen {d)y, (d)X eingeln glei(^ !RnIl 
{n fe^en l^aben. Sniein gerabe fo^ wie bei ben im fänften äapM be> 
Baubeiten $(ufgaben über bad Slajrimum ober äRinimum t>on J^Ydx bie 
©rAnj^^ariationen dS, icc, {i)y^, u. f. w. ni^t f&mmtli(|) gan) unbeflimmt 
geladen würben, fonbem burd^ gewiße Sebingungdgleid^ungen untereinanber 
)>erbunben waren (§. 59); fo wirb aw!^ bei fotd^en Slufgaben über bad 
ÜJlarimum ober SHinimum t)on JJ^dxdy, welche fl(^ in ber ^rajri^ 
«^ieüei^t barbieten unb eine $(upsfung julaßen, bad Sariiren ber ©rang^ 
cur^e an bie eine ober anbere Sebinguug gefnfi^jft fein. 3« ^W^ «&ittfl(^t 
Derbienen einige <l&au))tfSOe ]^ert)orge]|^oben gu werben. 

I) ^zm bie ®leidj)ung r{x, y) = 0^ alfo bie fprojection ber 
)>ari{renben ©ringcurt^e gegeben ift, fo bag biefe le^tere auf berjenigen 
69linberjld4^e befiimmt werben foll, bereu (SrieugungöHnien ))aralle( jur 
Sjce ber Z laufen, unb bereu Safid bie ®I. r=0 l^at. Sitebann ift 
{i)y gleich ^0, wie fowo^I cM ber Definition oon {6)y (S. 56) ald 
aud^ auiS ber ©lei^ung 

iß^y = dy -^ix ^ dy + ^dx 

folgt, wenn vxwx bebenft, bag l^ier <fy unb dx burd^ bie Sielatton 
h^r 3y -{- ^jr ix = oerbunben flnb. Die au3 (1) fliiepenbe ©ränji» 
glei^iung ift bal^er 

(2) d,V8,r+8,vayr=o 
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Siefeliie eTgUH ßc^ üud) aM ber S^'^^I (^0) in §. 73. S>enn unter 
ben ftegcttwdrtifl flemaif^teii ©oraudfetttugm ifl fj^=^ß^, rj^:='ß^^ fo bo§ 

tit bet genannten gormel bfe bclbcn rrfien, l^fntet J j9Si^i")%dydx na^s 
fofgenbett iinfac^en Sntegtafe öcrf^winbeit. SWan |at bann bic jiorf 8f* 
bingungen 

welche (ludfagen, bag lAngd bed gan2en Ißtrimeterd ^ bet (tnle Zf^Ai brr 
@I. (2) gici* Slutt fein müpe. 

2)ic gegebene ©leid^nng r(ar, y) = in 93erb;nbung mit (2) lajt 
fic^ iefet gcrobc fo »ie bö« ©^flern bet gwei ®fei(i&uttgen einet gegebenen 
@idn;curt>e yiii ^t^immwxKi^ einet miDfA^t(i^en ^unetion benu^en. 3)a 
inbeffen bat allgemeine integral bet ®(. SB = in bem l^iet oocon^ge^ 
festen gaOe int SOgenteinen gm ei milHä^Hd^e guttctionen ent^&It, fo 
»itb iut ^iUiytvi Seftimmung i>on z =»/(^^ y) not^ bie eine obet anbete 
Sebingung; }. 9. bet SSettl^ Don p lingd be^ ^etimetet«, ober 
bet SBettl^ Don q, obet bgT. ntel^t etfotbetlic^ fein. 

II) ^tm\ bagegen ni^t bie $Pto|ection bet gefiu^ten ©lAnjcutDc, 
fenbetn eine glAc^e 

(3) 0(x, y, «) = 

gegeben Vjt, ouf meieret fie liegen foO ; bann befielet bie Qebittgungdg(ei<^uitg 

^x&dx + 8y0iJy + 8,0cr« = 
obet avi6^, fobalb man fut dz ben ©ettl^ ^d)%'\-pdX'\-qdy, für dy 

ben fflertb (i)y + j-ix einführt, bie Sebingung 

(8x0 + öy©^ + 2»'®^ -\-p^^&)Sx 

+Cöy0 + «Ö.ö)(% + d.©(<r)S = 
%ti (Soefficient Don dx tebncitt fi(ff abet anf 9lnII$ benn et i^ offenbar 
gleic^bebeutenb mit 

^(Öx0d^ + Öy0cfy + 8.0rf») 

tnfofetn mm x, y, % nnt auf bie f|3unfte bet fraglici^en ®tftnjcutDe be* 
jiel^t. — J&ietnac|^ befielt jwifdjien ^d)y unb (3)» bie St^Iation 

(dy© + ?8.0)(% + 8e©(*)» = 

unb inbem man oermittelfi betfelben aud bem gleicf) 9lnll gefegten dAl^n 
bet ^otmel (1) bie eine bet beiben wi(iru^({(|ien äJanationeit rlimimtt. 
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gefongt mau }tt btt ^iftnjglefa^ung 

(4) T_(»,Y|r+»,T)(||+,) = 

5Ca itioi) Fix, y) nic^t flegeien i% fo fubflitutrcu »ir IJietiu ben fflertljy 

Ol A A 

■loelc^er au« d« *=2?da? + jdy = — äT©^ "~ ä^© ^^ Mort ju gewinneu 
tft. 3)nbur(|» tcmanbclt f!4» (4) in 

gegenwärtig liefert a(fo @(. (3) in SJer&inbmtg mit (fi) bad ©Aftern ber 
getoünf^ten ©r&njgleic^ungen. S)ie ©leidE^uug (5) mirb übrigen^, wenn 
tnan ben S)i\)ifor 8,0 fottfc^^afft, unb bann annimmt, bie ^l&^ ,0 w&re 
ein auf ber (Sbene XY fenfrecfct pc^enber (59liuber, alfo 8,0 = 0^ gauj 
einerlei mit (2), wie e3 fein mn^. 

III) eine befonber« intercffante Sebingung, bie »ir fd^He§fi(^ noc^ 
glauben in Setra(|>tung jiel^en jn mögen, finbct bann,@tott, mnn bie 
®ränjcurt>e auf ber gefu(j^ten %l&6)t gmat öarilren barf, wenn aber i^r 
^rimeter wäl^renb biefed SJartircn« einen nnöeränberlic^en S33ert^ =|l 
bel^alten foH. 

Sejeic^net wie öori^er äg ein efement ber $io{ection r=0, da 
ein Clement ber ©ränjcurtje felbft, n?el(^e Icfeteie alfo burc^ ba« Spftem 
ber beiben ©lei^ungen z — fix, y) = 0, t(x, y) = teprfifentlrt wirb, 
ttnb ftellen wir für einen Slugenblid bur^ Z^ unb Z^ bie jmei Functionen 
Dou X )>or, wel^^e avS fix, y) ^ert^orge^en würben, wmn Dermittelfi ber 
Sluflöfung ber @I. r= bie Jlu^brüde rj = Xii^), fi = Xii^) benimmt 
imb in fix, y) eingefefet würben, fo ba^ 

^ ^ Z, =fix, ß) =fix, xiCo:)) 

toltb; fo folgt nac^ ber befannten gormel fofort 



Ttttb bie tjcrtettgtc Sebingung wirb analptif^ böbur(| au^gefproc^en , ba^ 
tnan bit SSariation biefed 9lu0brudd, mit dtüdfic^t auf bie gleii|)ie{tigen 
Xetiberungfit «»on i Uftb a^ glcii^ 9luU fk^t. gür bie Variation bed 
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rrflen 3iiteflta(d jinbnt mit via^ htt gotmel (1) M %. 62 unb unter 
3ttiie^utt9 ber gomel (1) in 8- 45, inbem »it bafettfl ^^ ^^ -^ 
flatt V, /?, p fefcen, ben auöbmd 

[^.'t-§].'«+[|l('«s-[^L<'«. 



-/i<]''"^-/i<'[^Jo''^'<^ 



^ienn bebeutet ((f)Z2 bie i^ntittelbare teine 93atiation" Don Z2^ b. 1^. 
Wejenifle aenberung, m\^tf(x, rj) erfaijrt, wenn man gwar a? un^t^ 
dnbert läßt , ober fowol^l bie gönn ber gunction f(x, y) ald bie gönn 
ber Function xaC^) t^aciirt. 5Da xoxx nun bie bur^ bie 9(enbentng ber 
Soim oon X^^ y) t>entrfa<|te SSariation, aM Function ^m x unb y ge^ 
baii^t, mit (dys beseif^^nen, fo i{t 

(*)^2 = [(<^)«]i7 + ^nA^y ?) • (*)7 = (*)»^ + J^C*)*? 
SSerfAl^tt man je^t ebenfo mit bem {»eiten Seftanbtl^eile )>on Jl, 
burc!^ soeben bie Sänge be^ienigen Qogend s^ bet ®rinicurt>e ongegeben 
»iib, beffen fprojection bie ®I. /? = t^ix) IJot, unb abbirt ben entpe^enben 
audbntd SU (7); fo finb \xx %w^tn oier ^tttegtale ^^orl^anben , toel^e 
fic^ ))aanoetfe {ufammenfagen unb bann buncf^ bie ^vcamt 

(ß) — J -^(%* - J -^O*)« + ?(*)y>fe 

ootfleüen (a^en, inbem wir unter x, y bie (Soorbinaten ber fpuntte bed 
iperimeterd Ij unter z bie gugel^Srige Dtbinate ber gefut^ten gWc^e »er* 
Pelzen, unb bie Sntegration^on g = bi^ g = ^ au^bel^nen. S)ie Summe 
ber \t6^^ Dom 3ittegra{)iei(i^en befreiten ©lieber in (7), gufammen xx}!i ben 
i^nen entf))re($enben, aud ber 9}ariation bed {toeiten ®efianbtl^ei(a oon ^ 
entf^ringenbeU; fällt aber Don felbß toeg. Um biefed beutlii^ einjufe^en, 
bebenle man, bafi erftend, »eil na(|» ber SJorau^fe^ung bie ©rinjcurDe 
(ine gef^Iopene ift, ju ber gefu(!^ten @rän}abfciffe 2; = ^ nur fXn eintiger 
iPun» gel^firt, baß alfo bie Orbinaten ly^, [Zj]^ einerlei mit ß^, \Z^ 

unb bie Sariationen (c^)i?g, [(c^)Z2]^ ibentifc^ mit (<r)/?|; [(<^)f 1]^ Pub, 




aap. VI. — 393 — j. 80. 

__» (fof da d% 

ffleil ferner bur^ S ' ^ ' 5« ^^^ Coflttu« bet JleiftWttgdwinf el be« (gle* 

meiitö d!9 gegen bie bm Soorbinatenajceit angegelten »erben, unb weil für 
xwBSi^ bie ibeiben (SIemente ds^ unb cfo^ (ufammenfaDen , fo iebocf^, bag 
bie Kic^tMng )>on cfoi gerabe bie entgegengefej^te »on £^2 iß; f^ (engtet 
ein, baf 

L^J5 lä;-I5' L5^J5~"l5^J5' Lrf^J« - ~ l5;;-Js 

fei , fo mie baf biefelien {Relationen für ;r = a €tatt finben. J^ieraud 
folgt bie Kif^tigfeit ber obigen 9e|auytttng ol^ne SBettered. *) S)ie ^orbe^ 



[ttS'jji rdS\ T 

T~J5 ""^ l^Js ^*^* unen^tldj/ man muf 

aber ben einen aH See. ^n, ben anbem aU — See. ^tit aufafen. Uebrigen« 
i5nnte man bie obige ^e^auptung fef^r (eic^t auf einen aVL^tmdntm Sebrfa^ surficE« 
ffibrem Gofl ndmlicb bie Variation eine< Sntegrad U, xotUfii fi^ fiber aUe Sie« 

mente einir geWofenen, ebenen ^uroe F(je, y)^=0 erflrecft/ gleict 9tua fein, 

fo iann man bit dte^nun^ mit ber (Sinffitrun^ von |)o(ar€oorbinaten t* nnb be« 
ginnen/ inbem man M |)ol irgenb einen 9)unft im Snnem betf von ienec Quroe 
urof4(oßenen 9{aum< annimtnt; fo baß 

a? = a -j- r Cos 6 y = J -|- r Sin 6 

an bie 6teUe von ^ unb y tritt. <{>anbe(t ti ft4 babei nm eine (Suroe im fllaum/ 

beren |)roiection bie ®U ^=0 ^at/ fo ffif^rt man « aU britte (Soorbinate in bie 
traniformirten Sormeln etm «^ierna^ wirb U bie Sorm ^ben 

mobei t* ,'T** , ... z' , ssf' , ... bie tta4 ^ genommenen iDifferentialquotienten oon 
r resp. z bebeuten. IDie Snte^ratiottigr^fnsen jfnb unb 2nj obei B^ unb 
(^i = ^0 "f" ^^* ®^ f dnnen nun swar, wenn für gewif e SSert^e be« f>o(arwinf eU 
B ber t'enmeter ber Suroe T in me(^c all mtm fünfte oom Stabtui'Sector ge« 
fcbnttten wirb; (ieraul mancberlei €)C^wiert9!eiten entfte^en. 3(0etn ofine unl hierbei 

«ufsu^alten; ifl bocb gewif / ba$ bie Variation SU, abgefe^en oon ben no4 unter 
bem Sntegraljeicben beftnMicben ®ltebem, 114 auf bie gorm « 

— |— •• •• •• •• 

bringen Idft (t* 68 Sormel (1^), wobei bie angef^dngten 3nbice< 0/ 1 anseigen, 
baf ber Ordn^wert^ ^o '««P* ^i g^<tt werben foQe. Snfofem alfö in F^ N^ 91^ . • . 
btol trigonometrif^e gunctionen oon 9 oorfommcn, wirb fö? *i = *o ~l~ ^^ ber 
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nttiQ, ba§ Bei brm Sariiren ber 0riuicime ber Perimeter bie itiiDcrftiu 
berH((e S&nge g(et(^ ^ bel^alten folle, »trb ballet, infolge (8), burc^ 

,d9 ,d% 



(9) 




da 



da . ( 



+ ^-df)^^^y-^~df^^^''\^^^ 



\ I 



audgebtücft. aRuttt))(idren toit biefe Sebingungagleic^ung mit einem nn^ 
befiimmten Factor i« abbiren bann bie (Soefficienten t>on (J)^ nnb (<f)S 
ju ben entfpred^enben 0rdfen in (1) unb fe^en f((lte§Ii4f ieben (Soef^^ 
cienten einieln ^Ui^ Slnll: fo entfielen imei ®(ei(^ungen, melden man 
unter Qerfidfii^tigung pon 

bie ^onn geben wirb 

v^-i(4+,4)=o 

IT) Um bie 9(nmenbnng biefer allgemeinen Sorft^riften an einem 
W<f>ten golle gu jeigen, »otten wir annel^men, e^ Ijianbele ji^ »ie in §. 76 
«m bie gM^je mit bem fleinfien Snl^alte, welche bei unbefMmmter 
®epart aber gegebener Sflnge ber SegtangungöHnle (=<3l) ober, »enn 
biefe au^ mehreren l>erf(^iebenen Biixitn jwfammengefett ift bei gegebener 
?4nge ber Summe biefer ©tflde mSgli^ ift. ai^bann ift 

unb in ®em&fl^eit ber fo eben entmitfetten ©lei^^ungen (10) l^aben mir' 
bie jmei Qebingungen 

(") ld:^-^dy - a4 = 

V V ^ da 



fS^nt^ oon F^ N^ 91,..« gan) berfetbe fein wie ffir ^o) »Ab ba bte Variationen 
id, ^d^r, (J)0^ « , • mit bem 3nbex 1 (l<ib auf benfdben ))un!t ter C^uroe bejie^cn, 
toit wenn f!e mit bem Snbei; behaftet ffnb, fo folgt/ taf bad ganje 2Cggc(gat bur4 
paanoeife« Vuf^ebeo ber eintetnen S3eflanbtbei(e gu 9^ua wicb. «^ien'n liegt iug(et(b 
bec Orttnb baoon, baf {14 im oorigen 9)atagrop^ett bei bem Uebergange oott ber 

Sormel (9) ju (7) feine oom Sntegralaei^en befreiten ® liebe« mit ii, in ein* 
fcflcltt (Kiben» 
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©ctett »ir alfo j. S5. »oratio, bag in ffolgc onbewcitaiBcblngungcn, bic 
bffflnntH(|> jur ößKiflen SePimratl^eft beö mit jjwet »iWui^rncfien gitttctloncn 
t>erfc^enett 3ntcgraW bn ^a«»>tg(dd^img JicbcnfaB« nod^ erforberli^ Pub, 
ISngd be« gSerimetera ber fproiection r(x, y) = btc Orbtnate s einen 
coit^anien fÖni^ bfjtteu fofle, fo nimmt wegen rfÄ«=0 bie jweite ber 
t>orfte^enben @(ei(^ungen bie 3efiaR an: . 

^c7a? — pdt/ = 
teren SMffl^iwtenflellnng mit dz =pdx -{- qdy = fofort jn bem (Srgebni« 
fä|rt, baß Mng« be^ frögH<^en Perimeter« i? = 0; j = fein mii§e. 
^erna(^ rebncirt p<^ bie erfle ber @(ei(^ungen (11) auf 

dx^Xd'^^O 
de 

£)ief€d ift biefefle @(ei(^nng, n)ie bie in f. 40 mit (1) nnmetiite^ unb 

tut^ft affo but(^ Integration {Ur @(ei(^ung etne9 j(reif ed mit bem ^atbi^ 

meger ±X. gfdfi^ jielt biefe Slnjlöfung, Infofern bie guröe r eint 

^efdi^Ugene ^rdalinie fein mitgte, ni^^t fomol^i auf ein STlimmum 

aU auf t\;f^ !Dtanmum bed glSc^eninl^aft^. S)ad gefunbene Stefultat wirb 

iitbe^en i&rauc^lmr, »enn wir m ber t>orge{egten $(ufgabe eine geringe 

^obiflcation anbringen. £)enfen mir und nämli^^, bie gefuci^e SDtinlr 

mum^fia^e fo8e }wif<i^en gmei mit ber (&htnt YZ fjaraOelen ®rin{eBenen 

entl^alten fein, bie gu ben feften «ifciffen x = a, rr = f ?f^ixtxif el 

^anbele {Ic^ alfo um ein SSiered ACDB^ ^on beffen Scfpunften bie ^roi^ 

iectli*nett A', B', C; D' gegeben feien. Unter ber obigen Soraudfefe^ng, 

tag zlciXicfi bei ^erimeterd ber ®rlnicurt)e conftont fein folle, mftrbi 

man al^ann timn jhei^bogen t)on G' na^ D'^ einen anbern t>on hJ 

]t4t# B' fo ju jiel^en l^aben, bag beibe ifM^e SonDexltÄt einanbet ivlp 

fel&rteu, 9»an würbe n^mH* Don ben ©(dc^ungen (11) leftt eine j»et» 

, malige Stuoenbung }u mai^tn i^aben, inbem man unter x, y bad eine 

9ÄaI bie jufammenget^Srigen goorbinaten dnea ^unltd ber t)on C no^ 

D' gu giel^enben 6urt>e rj=^x2(^)> ^^^ ^wbere 2»al bie goi^rblnaten dne« 

«punft« ber (Suri^e A'B' (ß = Xi(^)) 8« t>erpel^en l^itte. S)ie fec^a J)om 

3ttteftraljei(^e» beftdten ©lieber in (7) finb bledmol »egen S^ = 0, 

Ja = 0, (J)iy^ = 0, (J)i;„ = 0^ rfs = einjeln glei^ ffixtU, unb baffdbe 

gilt t?on ben anbern fe^d Oliebern, mel^e an^ ber SSariation bei 8ogen0 
AB entf))ringen. 
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fttiipang. 



ttelet ben ©eitandl bet Sartatioiieii in ier 

SRe^ttstL 

Set au^ebfl^ntefte Oebtaiu^ t>on Satiationeit t>et&ttbcrn(^ Ovdpcit 
wirb in ber t^eovftifd^nt ÜRetlonit gemad^t; inbeffen Unnte in i»{elm 
%iUm kl^t tili 3wfifel batüi« tnt^tfftn, ob ben in bie ffttd^rtmi eiiu 
gefäl^rtcn SSariationen flenau biefdbe Sebeutung juMme, bie in unfenn 
n^en <So))iteI feftgefiefft unb in bem meitem Sßnlanf unferer Untetfnii^ungen 
fortmAl^Tenb beibcl^aßen morben iß. Siuige (StUutentngen über birfen 
0egtnßanb bfitften bälget l^ier Hntn geeigneten Ort finben. 

Bnerft »erben gemSl^nlii^ in ber ®tatil bei ber SegrAnbung ttnb 
Slttwenbung bed w^ntip^ ber t)irtttellen Slef^itoinbigfeiten'' ge»i$e Siaxia* 
iionen benn^t SBenn an ben 9lngripi)nnften A^ B^ C, . . . ünt^ ht^ 
»egli^en ®9{iemd bie Arftfte P, P*, P^', . . . »irfen unb einanber Ofeic^ 
gewicht l^alten, fo »irb, wenn man bad @|^{lem in eine ^m ber ®Ui^ 
gemi(|»tAage nnenblic^ wenig aboeic^enbe $ofition abe . . . )>erfc^iebt unb 
jeben ber nnenblic^ Keinen SSege Aa, Bb^ Cc^ k. auf bie Sti(^tungdir 
linien ber an bemfelben !lngri{fd))unfte loirlenben ^ifte ))ro|ieirt^ toenn 
man ferner biefe Ißrojeetii^nen mit ip, dp ^ dp", .... beteif^net unb febe 
einjelne aH ))ofltit>e ober negati)>e ©rAfje in Sted^nnng bringt, je na^bem 
fie in bie fRi^bm^ ber Araft ober auf bie rä(ftt>firtd ge^enbe SSert&ngemng 
biefer Ki^iungdlinie gefaOen i% bie Summe aOer ^robulte Pip, P'ip'^ 
P^ip", u. f. ». nimli(b bie (Summe ber fogenannten virtuellen 
SÄomente ber «rdfte P, P* , P",... glei^ Slutt fein. 5)ie »e* 
bingung^glei^ung für ba6 ®(ei4^gemi(^t ifi a(fo 

PiTi? + P'J;)' + P''*;)'' + .••• = ober SPäp^O 
derfegt man aber jebe einzelne ^aft in brei (Som)>onenten paxaM %n ben 
«oorbinatenöjcen, nimll^! P in X, Y, Z, P' in X'; Y', Z', u. f. f. 
fo entficl^en an jebem einzelnen $lngrip))unlte A^ B^ . . . brei ))ittueOe 
SRomente t>on ber ^mn Xdx, \dy, Zdz unb bie t>orige Sebingung^ 
gleii^ung erl^dlt bie @eftaft 

(1) 2(Xcra? + Y<ry + ZdÄ) = 



aii^. 11 — 397 ~ 8. 8!. 

3){e ^Variationen dx, iy, i% {inb l^ier eBenfo wiOIfi^riic^, mte bie t^orl^er 
gebauten unenbltcl» (Idnen SSege AA; Bb^ Cc k. 8et ber ^(nmenbung 
auf f))e€ielle ^iOe mirb jebo(^ DermSge bet imifc^en ben 9rndriffd))unlten 
A, B^... Statt finbenben Serbinbung, ober weU einige fünfte bed 
©pftemd auf gegebenen feften (Sniiyen ober feßen Intmmen glichen fort^n^ 
Tüclen genSt^igt f!nb, nt(|ft jebe beliebige SJerfd^iebung gleich mSgUd^, ed 
»erben xMXxa^x jwifc^en ben in (1) t?orfommenben SJariationen ge»i§e 
IB^ingung^gleic^ungen gu Beobachten fein, ntittelft beren xawi einige iener 
aSariationen bur<^ bie anberen oudiubräcfen int ®tanbe ift. 3nbem man 
na^l^r bie €oeff{cienten ber übrigen eingeln glei^ 92ull fe^t, erl^&It vx^xl 
bieienigen ®(ri(^ungen ; wA mel(^en je na^ ber IBefc^aff enl^elt bed gaOd 
entweber bie ber @(ei(^gemi(|t9(age entf))re(i^enben SBeril^e ber (Soorbinaten 
!>on einigen 9(ngriffd)}un!ten, ober bie erforberfic^e Sti^itnng unb 3ntenf{tdt 
ber rinen ober* anberen j(raft }u beftimmen finb. 

3m SRüdblid auf bie Sebeutung, melii^e \n biefen @ntwi(fehtngen 
ber 9Re4>anit bie Variationen i^p, dp', 3p", • . . dx, Sy, dz, dx', . . . 
I^aben, vxa^ nun »ol^I eingerdumt werben, ba$ man aw oariirenbe $un< 
ctionen inbe)>enbenter SSariablen im @tnne unfered erfien 6apiteM \^\ti nit^t 
itt beulen ^abe unb ba$ alfo tin befonberer ®runb }ur 9(nmenbttng bed 
SJariationdiei^end d nic^t )>or(iege. S)ie ®a^e gewinnt aber ein anbered 
S(ttfe]^en, fobalb an bie @teSe ber bi^^er gebauten, abgefonberten 9Cn« 
griffdpunfte bie beliebigen fßunf te eined continuirU^en ©ebitbed 
treten, fobalb ed f{4i alfo barum l^anbelt, bie ®(ei4)gemi^t^(age einer 
materieOen Sinie ober $(i^e (eine^ habend ober einer frummfld^igen 
@(^i(^t t^on oerfcbminbenber lE)ide) unter ber IBoraudfe^ung }u beßimmen, 
ba^ na(^ rinem gegebenen ©efe^e jeber $unft biefed @ebilbed . oon einer 
jtraft gegogen begm. gehalten »irb. Sei ben nnterfu(|iungen biefer 9(rt 
li^ai man, menn x, y, % bie (Soorbinaten riued beliebigen $unftd M in 
ber ®Iei<^gewi(i^td{age finb/ jioei S(rten oon unenbli(|f fleinen 
2;ncrementen gu uuterf^eiben. ^an lann ndmiicb erflend auf bem 
im ®Iei^gettri<|te beftnbti^ien ©i^fteme fetbft oom ^nvXi M %n einem ndd^ft^ 
anliegenben fünfte H' fortf (^reiten, ^xaixitn^ aber wirb, x^tnn man bad 
@9ftem \n eine beliebige, iebo^ mit ben \n ber Aufgabe liegenben 9e^ 
f(|^r&n(ungen oertrdgIi(i^e unb i^on ber ©(eid^gewi^tdlage unenbli(|^ wenig 
)>erf(|)iebene fßofition oerf(|)oben l^at, irgenb ein ^unlt H^ eriftiren, wel^^er bie 
©teile angiebt, wol^in bei ber geballten Serrfi(tung ber ^nlt H gelommen 
ift. %\t (Soorbinaten t>on M^ werben bann \n l^erldmmlif^er S93rife burf| 
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x-^dx, t/'t'^} s-^-ds anffitlgji, b{e ^ootbinctten ^n Hi oUt imi9 
:g^ix; y + c^y , Ä + <^*- 35le l^ier cingefftl^rten SSoriatlonen jitvb offentat 
M unht^mmk Functionen Ui Soorbinaten M $nnftd M anfguf afen; 
Wcfe (Soorbinaten fclbft fann man ficb batet je^t im Sinne bed $. 2 ald 
t^atiirenbe Functionen benfen, nnb ed ta§eK {tc^ ilbet bie IBeif^tebung bed 
continuirU(i)en @)^^emd ai\9 ber ©(eictgewic^r^lage in eine nuenbli^ x^m^ 
aimtiä^tnit ^ofttion biefe(ben 9etrac^tun(ien aufteilen nnb biefelben Sofge« 
Tungen mac^cU; Koie im Slnfange \yo\i (Sa)). I nnb Gap. Y (§. 2 fgg. $. 54), 
indbefonbete finben g. 9. bie in 9. 3 obet in §• 56 nnb g. 57 ^gebenen 
gecmetrifd^n (Stiöuternngen über ddx, dSy, ac. nnb nbec bie ^benHtat 
idx^=dix, idy = dit/ u. f. i». t)oBlommcne Slnmenbunfl. 

^ud biefem ©runoe mac^t fic^ bcnn anii eine ge»ige Sinologie te^ 
merfli^ {wifi^en ben ^ebingnugdgleubmtgen für bie ©leicbgeuncttdlage t>on 
begrängten Linien ober glasen unb ben Scbiugnngi^Ieii^ungen )uc Se- 
fiimmung bet SDtaxima unb SJlltdma beftimmter integrale. SQtnn nAmli^ 
jeber $un!t einer materiellen Sinie )>on einer Araft gebogen »irb^ bie na^ 
^ntenftt&t unb 9ii4^tung Ui bem gortf^reiten oon ?ßmH ju Ißunft ftc^ 
ftnbcrn mag nnb am fßuufte x, y, % bie bret waä^ ben 9tidtnugen ber 
(Soorbinattnaxen laufenben 6om))ouenten Xdm, Ydm, Zdm liefert, toorin 
dm.fcieüKaffe M (SIementö ber matericOen ginie, alfo X^ Y, Z bie fo-^ 
genannten Sefctieunigungcn bebeuttn; fo tritt an bie ©teSe bei ®ixvxmt, 
tvelc^e ben erften "Xi^tiX ber ©leic^ung (1) bilbet, bad integral 

(2) S{.Xdx 4- Yiy -f- Ziz)dm 

lenlt man fic^ nun , e« eriftirte eine F^^nction V = F(ar^ y, a), beren 
^Differential bur^ ba^ JCrinom Xdx -]- Ydy -^ Zdz angegeben »irb, fo 
ift offenbar 

2:rfar+rtfy4-ZrfÄ = JV 
unb bie »ebingung für baö ©Icic^gcwic^t , ndmiitt Ji\dm = 0, fie^t 
i^frt guabe fo au^ ald wenn man ua^ ben Stegein ber ^ariationarec^nnitg 
baö SOiarimum ober SKinimnm beö SntegraU jydm jn be* 
ftimmen beabftd^ttgte. 

®oQ ber gebac^te gaben unaudbel^nfam fein, fo ifl^ toenn ds 
ba« SSogenelement bejeiti^net , bie SScbingnng Sds^O b, ^* 

Ux bem (SaM ya. bernäfi^itigen. 5Diefed tjl eine Sebingimgdglei^ung )Mm 
ber in %. 47 befjjw^eneai ©attung <J0=O5 man mugte fle mt, bamit 
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Tautet ^tfferentialquoHentett batfu ^oA&mtn, burc^ bad ^Differential dm 
bti>ibtren, tott^c^ gegenmArtig an bie ©teile bed bortigen dx getreten ift. 
fSJlan wirb a(fo nac^ ber bort erMuterten {Reget ben, bnrc^ dm bidibirten 
linfen 3:i^e{I ber ®l (3) mit Xdm multi))!! dren , »obei fid) ber Factor 
dm gegen ken erwäl^nten 3)iöifor dm aufl^ebt, ba^ ^robuft unter bem 
3ntegrafjei(|en in (2) obbiren, aföbann bie Differentialien ddx, diy, 
dSz mittelfl JJartieller Integration auf ix, dy, 6% gururffü^ren , «nb 
fd^Hefli^» bie ßoeffidenten s^on ix, dy, 6% einzeln g(dd6 9tun fe^en. 
S£)ie Slei^nung gefiattet fid^ ba^er jefet fterabe fo, al0 »enn man ba« buri|» 
bie «ebingttttg d0^Q ober /jl(ie=»0 bef#rinfte, b. ^. ün ri(a» 
tioed Slaxintum ober SRinimum )>on JSdm gu befrimmen l^dtte. 
SSi^Ien loir da gnr inbepenbenten aSartablen unb fe^en dm = eds, fo 
baf « bal $robu(t bed Ouerf^nittd be« habend in feine £){4»tig!eit an^ 
9li^lt, fo gelangen mir bitrc^ Sluafüj^rung ber angebenteten Operationen 
f<^g(et($ )u bem ®9fleme ber brei ®{d^ungen 

X€d8 — d{X^)=0 

r€d8^d{x'^)=o 

9tu(fft4itti(^ ber tt)eitemt 93el^anblung bicfer ®]ei4^uttgen bärfen mir auf 
bie ?e]&rbu(|ier ber SKecf^anil öeimeifen,*) (g« mirb bafettjt au^ gejeigt, 
ba§ —X bie @))annnng bed gaben^ im $uidte x, y, % ifl. 



3m gmdten Steile ber ^ti^awit, in ber fogenannteu S^namil, 
pflegt vxm bie Variationen bann gu benn^eU; menn mm Txa6^ bem 
S)'3(Iembert'fd^en fßrincipe gemige f^^pot^etifc^e jträfte riuful^rt, mel^ 
in SSecbinbuttg mit ben mirflicf) Dor^anbenen Gräften bad bemegtii^e Softem 
im @(ei4»gemi(^t {u ]^alten ))ermü4)ten; itm aldbann auf bie @efammt]^eit 
aller biefer Gräfte ia^ $dnci)> bes oirtueOen ©efc^minbigfeiten anmenben 
in liwxtn unb baburci^ bie gemünfc^ten ^Sebingungdgleicf^ungen gu geminnen. 

*) Lagrange Mec. analyt. premiere partie^ aecf, V ar<. 29. Poiason 
Mee. No* £98. Duhamel Anal. Meeb. L No. 95. 9]itinbing tf^eor« SXe^. 9lo. 
43. £)(m fKe(^. 11 §• ise. @ittnd<(|aufeti Oorl^f» If p* 894. 
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dajs du d% 
Do nämlt^ bur^ cf^, rf^, d~ Wc »S^rntb be« 3rftb{ffcrcn* 

tiaU <f^ entßel^enben B^ivi^fe bet nac^i ben SU^tungtn ber ßootbtiiaitti^ 

cüfP cift/ öx 
ajcctt flef4>4*trn ©efcbwinbiöWten ^/ ^/ ^ onaeflciw »etbcn, fo pnb 

m-T^, ^^' ^^ ^'^' Ätäfte, »d(^e om ^Pimfte M [ar, y, «] an* 

gebrockt ber bafelbfl )>rreintgten SRaffe m^ faOd biefelBe gait) frei toire, 
ble ndinlic^e Qefc^Ieuniguug ertj^eilen »urben, »ie biejenige; toel^e fie 
t^ermtfle i^reö ßufamtnenl^ongd mit ben fibrigen glementen bed beioegltc^en 
®^txa» bei ber ©ejiammttoirbtng ber an ben Derfc^iebenen Slngriffdyimtten 
tl^&tigen Stx&^t wirHic^ erl^ilt Seseic^nen »ir bal^er bie einjelnen ebmentt 
(moterieüen fünfte, üRoIetuIe) bea ©ipflemd burc^ rrix, m2, m^,... imb 
fugen bie gleiten ^i^tvx ald Smbieed on bie (Soorbinaten x,y,» fo mie 
an bie Com^onentenfumme X^ T^ Z ber am betreffenben fßuntte mirfcnbcn 
Ärafte; fo mn^, wenn 

m m^ bie brel «rdfte - m, -^, — m, -^, — ^i "d^ 

fPa?2 <Py2 ^^2 

on rW2 »r w w ~"^2"^^ ^^^~dfl^ "~^^"ä^ 

tt. f. m. angebracht »erben, bie ©efammtl^eit btefer (^9))ot]^etif(^en) ftrafte 
ber @efammt]^eit aUer »irflic^ Dor^anbenen jtr&fte Xi, Y^, Z^, X27 ^2^ 
Z2; Xs;... bad @(ei4)gett)i4it l^aften. 2)em ^}rinci)> ber )>irtuel(en ®e^ 
f(^winbigleiten )ufo(ge befleißt alfo bie Sebingung 

(1) 2}(X-m^)<rx + (Y-mg)<ry+.(Z-mg)J«j = 

3)ad ®ummeniei(^en erfhedt ^i^ tuieber »ie im Dor. (. auf alle 9RoIetuIe bed 
®9flemd; unb gerabe toie bort wirb cm^ ffitx \m^ bie Saridttonen 6xj 
ijfy 6s angezeigt; bap man bad bewegli(|»e ©Aftern an9 ber Sage, xoü^t 
ed gur Bett t eingenommen l^at (inbem man ben SBert]^ s^on t beßtbig 
annimmt aber in ©ebanlen unDerfinberlii^ beibe^&It) auf eine fol^c SBe ife, 
bie Don ber jwifi^en ben ÜWoIcfülen m^ , mg , mj , . . . . m^ beflel^enben 
aSeibInbung geftattet wirb, untnill^ wenig )>erf^teben foSe. Se^&nbc 
gwif^en ben n 9Ro(etuten gar leine SSerbinbung, unb w&re nic^t etwa 
bad eine ober anbere gezwungen auf einer feften %l&^t ober 6urt>e fic^ 
itt bewegen, fo würben alle SSariationen in (1), beren Unia^ 3n ift^ 
t)on einanber unabl^angig, i^re (Soefficienten alfo einieln gleid^ ERuII gu 
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fe<^m fein. SRdii cri^Ite bahm^ ein ^vflent t>on an IDif^renttalgleid^imseR, 
loorin ^ aM bie beii flefu4)ten gtttictionen ar| , y^^ Sj ^ ^2 ^ . . . . ^n , ^n ? 
Sa gtt Onmbe (icgenbc 3nbe))enbente auftfite unb toelil^ed jur StfKminung 
jener (Soofbinoten gerabe andreren »ütbe. SBenn bdgegen, mie ed bei 
ben Slnn^enbnngen bet gaS fein witb, eine gemife 9(n|al^t ^n Sebingungen 
i>«r(iegt, etnm )>on bet gorm 

®i(^i 5 yi f «1 5 ^2> ^2 5 «2 j • • • ^»5 y» J »n) = 

®2(^lJ yiJ *15 ^2j y2> «25- •* ^nj J^n , An) = 



(2) 



• • •• •• •* m 4 



fo nKtbeu t>on ben Sn SSatiationot in (1) nui no«^ 3n — i gang »iQ^ 
iü^tli^ fein; man »itb bann bie 9ebingnngdg(eidS)nugen ^0i = 0, <f 0^ = ^ 
lt. f. »• mit ben unbefHmmten gactoren X^ ^ X.^^... Xi mu[ti))Iic{ren unb 
anf bie befannte SSeife »ei fallen (|. 18 III. |. 22 II), fi» ba$ man 
f^(te§H<^, na4i bet (Slimination ber ^aetoren X unb unter B^ic^ung ber 
@Iei4^ungen (2), ivieber genau 3n Seftimmung^gleicbungen ftir bie 3n 
@O0rbtnaten et|^&Ir. — ^tnn man ). 9. jlati be^ Spflemd mi , m^ , . • . 
nia nur einen einzigen materieOen fßuntt m )u betra4^ten l^Atte, auf meb^en 
bie Ardfte X, Y, Z continuirlic^ »irfren, unb »enn biejet genit^igt wärt 
auf einer unbemegH^en unb feinem ItDrude miberjle^enben ^lA^e 

©(ar, y, ä)=öO 
ju Neiben; fo wArbe man auf bem angebeutetcn SBege fofdrt ju ben brei 
€(ct<|^uttgen 

flelMgen, meli^e ^mi^nU^ in ben ^e^bä^^em ber iDlet^anif noc^ auf anbere 
ffielfe abgeleitet »erben, fo baß ber «uöbrucf ^^q^&, ^^^qz ^ Q^^ y , 

«Doritv iV ben ))on ber glicb^ ^eleifleten Oegenbnitf bebetttet, an bie ©teOe 
unfere« X tritt. 

Um aber niber auf bie grage einjugel^eif, ob auf bie l^iet einge^ 
füllten ,fme4Hinif(ben Variationen'' bie in unfcrm erften begiel^g^m. fititfteu 
QapiM gegebenen (SrfMmngen no<^ jutreffen^ bemerfen »ir junäc^fit, baß 
bie ®lcic|iung (1) ffir {eben beliebigen ^ugenblid, b. b- ^Ax jcben SSertl^ 
«>on t güttig tfi^v baß aber, toenn matt fte auf jmei )>erf<|^icbeue 3(tt^ 
momente anmeubc^i mmi^c ber {mifcben ben SRoIefulen beftebenbeu fßtU 
Ibinbung ni^t beibe ^ale bie n&m liebe Vcrfi^icbung bed @9ftemd mögli^^ 

26 
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feilt müh^ h. ^. b^ utiüi tat te ^riotnftnen bof §»dtr 9tol »fallt mflr 
bktfctben äBettl^c «ttl^cil^ t^^, tvie bt itm fcfi^rm fbtgatSIid^ mag mm 
Me oi««n8t(!fr|te ^Setibinbuits in ^i^rm wn ^nftutfbe^nfomvfi ^^ Aie^ 
f dmat; obet ««n daflifil^ ^ei^tfintuingdfibfn ^ifd^ 'ben iringtiani WMtf 
tälm gebaut msfeen ^ 4)ber tu 9«sin lom fewegln^n ISowMett «ber f «itfl 
auf irgenb eint 8lrt gegeben fein. @d folgt ^emtiif ib«! nmiK ji^ inn^ 
fteQen mlilß , bU in Bifiiß fk^enbe» iB«ruiiion<ii (dttteit in Vm^tmüntn 
mit n?a^<()tbtm i .oKtnAl^ge ^ctA^nmflrtt ^ ):)• J^. ^ VMbm gunctio^nen 
t)Ott ^. SSJitt tnott bie @a*c jid^ f9ftentatif(|er gurret iegeii, fo fann 
mott bo« 5(WWw bicr Sc^imrautijg |ber öait allm n USctrl^n t)erfoIflten 
Salinen ieteiM oSif^Ufi bcatleti. HIAattn if!ab bie 3n @oorbtitttfit q^ 
tü^t ^nctienen «o.n ^, pa tesren »vfi^sUgeit ISffttmtmmg freiHi^ %u 
Soocbittotim bcxienigen $uttl^e^ uw #d^ bk Sffioleläle 77t, , ^ ^ < . . m. 
Ibii beut 9(itfaitftlr bd: Semegung bef^unbe» ^abm, fo wie il^te 9lmfan^ 
gef(|nrinbigfeltett obrr bgl. begannt fein mai|m. Qi fei alfo 

!Dlatt «etfefte btefe :^ndi9)tt« je^t in ben du^iatA 4)ed ^niren^, in Ut 
ffibüjjc., baß M iit ©fette -J)wt ^^^ , 5Pi , ^1, ^ öc f4>|i^ SWbriMk »te 
»i(^; t), äji(^,jt), -Ki<<^, 4>, «^^ICäf, t) «. f, H). hÄe^i, »ilc^ ^4^ füi 
t = otif ^i, !^ j :Xi9 ^ it f- »^ tefcucfam. mtm i Mefefie 3«|( 
bebeutet wie oben, fo pnb an — i tm Pm ^nncttonen «», <l>, JC feiner 
»eiteven iSef^tonf uns iiuiftiDorfen., bie «brisen i to^egett inä$at ifo etil:: 
gerietet »erben, ba§ fie ben ®ki^m%tn (2) ®enilöe leiflen, Mb warben 
ficb , fo isft nt«n bie gorm ber erjiere« «nf bie eine ober anbwe «tt otu 
genommen l^atte, aw8 jenen ®Iet(|unjett befKmmen logen, ©nr* biefe 
«r^ac^tuna :finb mir ober ^mm auf ben «tn »n^nge M#t«flten «optie» 
einflenotnniene« ®tanbj)nnft gurüdflefw^rt (|. 54 111). ^e brei jvfa^i^teft^ 
^^i^rige \&lü^n^tn 

wobei a?, y, Ä, «», <!>, JK: mit einem ber Snbicea t>0n 1 «tt b |it 
»erfel^en ftab, beji«ffcn p* mf ;eine ßum, loel^e ffit t=0 iwtt 4>er m 
bm ietreffenben S^«!^ iufi^lm^mtn «nfmnmenfitt, itnb ffiriatr 
berfelben nÄcb? ^irt^ftt ß« i«t*t fewier., to^nn in irgmb «inem «ttecit' 
*Iltfe bie SKolrfflte Wi, mg, . •> Wn irtuf ben wtrfHü^ t>on Ufnm *^c^e* 
ienen ««^n«tt in bie Oite M,, Mg^-.. M« flelöngt flnb, ^ «pffem 
Don fünften Mi ^ Mz.-^ filn, mlfiu id tiner j^%ktm, b«i# M 
^9ßem bct i8tlei(|^iinflen 
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öofflff^riebcttrn ©cweguttg für benfelien SBertl^ bet 3ttbe})ett, 

Renten ^ Mc Utotilid^m fünfte fleritcft fein »flrben. VCnh »eil bie* 

aSebittaungöglei^ttttgen (2) erfüllt flnb/ fo ifl ed in iebem augertWtife 

mö8»<^r ble gjlolefüfe an« ben ipunften M^, Mg.-.. Mn in ble ent^ 

fl}re(^ettben Muntre Hi, ßi,... ßin gu »erfd^ieien. J&iema(|> fann 

an bet SSebeutung ber in ©ejitj^nng auf t gu nel^micnben ©iffemitiaHcn 

i>on SSafiotioncn ber ^oorbinaten , wie ddx, ober ber 93ariatiouen ))on 

<3fe dSx 
®ef(^n)inbigIe(t3^6omi)oncnten, xoit S^ = -3-- , ober iiberl^au|>t an bem 

dt dt 

@innc jener Operationen, n>el^e man ba^ „Slfferentliren mitteffl 

be«3eic|>endrf« (la differentiation par rapport a la caracteristique 

d) IM nennen ppegt, nic^t bie gertngfte UnHar^eit melier l^aften. 3ng^ 

befonbere teuftet ein, bag inner^^olb biefea ©ebictö ber SKe^anif Iti 

allen bnr^f ba3 ^tiiitn 8 angezeigten Differentiationen bie3nbe^)enbente 

t al« eine ßcnftante gn bel^anbeln fei, baf man alfo dt=^0, 

Sdt == \u f. w. gu fc^en l^abe. 

»ic 89ca#tung blefer 8ejle|lttngen jiwfc^en beiben Sfrten öon 3)iffe* 

rentiaüoncn ifl barum )>on SSi^tigfeit, n>ei( in ben ^ler t>on nnd be^ 

f|»ro4>eneit SnhDiiffbtngen ber lü^t^ttami! bie S^ifferentialien t>on S^aria» 

ttonen, ober Sariationen öort 2)iffer<ntialien begiel^gSw. 5)ifferential<|ttotlenten, 

^dufig t>odMnmen. Um bie Ueberfit^t gu DoÜenben, s>erbient jebo(^ be^ 

merft gu merben, ba§ wenn a\\^M eined bidcreten> b. ^. a\x^ abgefonberten 

materiellen fßunften befiei^enben ©^flern^ ble Bewegung eine« co nt in uir* 

liefen ©ebilbed betrad^tet merbert foH, ayx^ l^iet, gerabe »ie bei ber 

analogen, im «vorigen $aragra))^en erlldrten flatif(|)eu Unterfuc|iung, no(^ 

eine anbere 9(rt t)on ^ncrementen ber (Soorbinaten gu unterfd^^eiben fei. 

Sitebann fönnte man e« ndmli^ xaawi^moX für gwedm&gig erachten, unter 

x-\'dx, y-\-dyy ä-[-c?5 ni^t bie ßoorbinaten be^jenigen fpunW gu 

5?erftell^en, »o^in bie in ^[x, y, 0] gur 3eit t beflnblic^ geioefene SKaffe 

m md^renb bed 3citblfferenttaJ0 fortgerürft ifl, fonbem bie gur 3eit t %t^ 

me§encn (Soorbinaten eine« fol(ben $un!t« H^ mefc^er auf ber iw ^t* 

»egung begriffenen ?inie ober gl5(^e, ober ilberl^aupt \\\ ber beweglid^en 

SJlaffe bem fünfte M nA(^ft anliegt. S)a bie in biefem @iune genom;? 

menen £)ifferentialien Don x, y, z ebenfo menig mit bem conttnuirlic^en 

Sad^fen s>i)n t mie mit bem in bie t)oraudgel^enben Selra^tungen eiuge^ 

fül^rten Sariatton^argumente t einen ßu]ammm1fanQ l^aben, fo mSrc e« 

26* 
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aU eine Sonfeqnen) {u vei^tfertigen, wenn man neben d nnb «f ttoc^ ein 
britte« 3ri<l>«t füt nnenbliii^ Heine «enberunflen anwenben wollte. 3ttbeffcn 
f^i man bied bi« je^t in ben wenigen pilen, wo man an§er ben Saria^ 
tionen no(^ bie beiben etwäl^nten Sitten i>on Sifferentialien wtrfft^ in 
9etYa(i^tnn0 ju iie|^en l^atte, ). ^. bei ber (Sntwidelung bei: ^ifftxtniiaU 
fllei^^nngen ffic bie Sewegnng bev ^üH^tn Xitptx, babnr^f tnthtl^xli^ 
fiema4^t, ba^ man wenigftend fo lange aU m&Qli^tt SBeife eine 3mtug 
l^&ttt entfiei^en ISnnen, bie na^ ben Siici^tunQen ber (SoorbinaieitaTcn ge^ 
nommenen ®ef<^winbiflf eitt ^ (5om})onenten iux^ befonbere Snd^flaben u, 
V, w bejetcbnete. ♦) J&ietbnrc^ ergeben fl(|) n&mü^ ffir bie in ber tinen 
iSSebeuhtng genommenen £)iffeTentiaIien dx, dy, ds bie gleic^toert^geH 

»ndbrntfe udt, vdt, wdt] ferner tritt — an bie ©teile »on ^j-, u. f . w. 



§. 83. 

0ar l^fittfig befiften bie Sebingnngegle^ungen, bnr^ wel^e fär bie 
im t>origen ;paragra))^en gebac^^te 93erf(b{ebbarfeit ber n aRoIefiUe bed be« 
wegliefen Softem« gewlf e ©ci^ranfen gefegt fmb, ni<^t bie einfa^c ©eftalt, 
wie wir bei (2) angenommen platten, t>ielme^r wirb man ea Idifyt finben 
bttr4^ einfiil^mng wn anbem .^iilfdöariablen ^, g>, tfß,... j. 33. i>on 
$o(arwinfeIn, ober gewifen $[bftAnben u. bg(. bie 3n (Soorbtnateit einjeln 
andinbritden, fo ba^ etwa 

^i == ^i(^ ^> V; V/ • • 

«i = 8i(^ *; y, V^; . . .) 
(4) ajjjpF^C^ ^, SP, V'/..-) 



• • • • • 



• • < • 



«n = giiC^ ^^ SP; V';-«-) 

ift. e« wirb l^ierbel bie ««gli^feit berucffld^tigt, baß unter ben Ürgit^ 
menten ber gnnctionen F, J, % awb t tx^Mi oorfomme. — 9Ran nnvXt 

*) SSgl. Poisson Mec. No. 649. Duhamel Anal. Mecii. T. tl No, i66. 

IDagegen beMent 1i<ft Lagrange (Mec. anal, secoode partie, sect. XI art. 2) 
gons in ^erfctben entwirfelung \>H »ttt^ftaben« D M ctneö brttten ©iffercnHation«-- 
Setdjcnö, weldje« er frfftec (ariicle JO), ba nur noc^) partieHe 2)tffrentia«(nottfRtfli 
fibdd geblieben ftnb/ wirrer mit d oertauf^t. 
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tiitn {Will mit bft SfimiiiaHon t^cu O-, qt, tff,. . . m^ Dorflcl^eitben ®\tu 
^imQtn if ginnen, worauf man eine SlnjalS^f (=0 ^on S3cbingungdglei4^ttngen 
ivie (2) fleminnen mttrbe. Sniein man n>irb fi(^ bie fütä^nun^ met{)eiu 
tf^tiU erleichtern, »enn man oerabe nmqefel^rt barauf au^gel^t, axt^ (1) 
fAmmtltc^e Goorbinaten nebfl il^ren IDifferenttalien unb 93ariationen fort^ 
in\^afitn, nimli^^ bur^ bie 93ar{aB(en ^, g>, tp,... nebft beren IDiffe^ 
Tcntialien unb Sariattcnen ju erfe^en, unb ajdbann, inbem man bie 
titfu^ormirte ^(eic^ung in fo )>ie(e Ginjelflleic^ungen gerfiOt, aU ed Don 
einiinber unabhängige Variationen ix^, 3tp, äip,... giebt, 
bU SJariaUen &, q>, tp,... aU Functionen Don t }u beflimmen, me((^e 
tmn {4llie({i4^ in (4) ju fuBfiituiren l^ätte. Sa grau ge l^at ^u biefem 
ßmetfe gen?i$e oHgenieine @(ei(|>ungen Don fe^r merfwurbiger (Siufa4^l^eit 
auf gcfleOt *) , »oburc^ in ben meifien gADen bem 6alfu( bie grdgre ®t* 
fdinteibigtcit Derf<|fa{ft mirb. S)a ed ntanci^em unferer Sefer Diedeic^t an* 
gene^ i^ biefelben l^ier gu finben, unb ba fi4^ bei ii^rer Verleitung baa 
im Dorigen !patagra))^en ftber bad SJoifommen Don Sifferentialieu ber 
fBariationen ®efagte befifitigt, fo la^tn wir biefetben l^ier folgen. 

9lua brei beliebigen jeboc^ in Stfitfr^c^^t auf tfen ^nhtx Don rn in* 
fattmengel^örigen Gleichungen in (4) erl^ält man 

dx dF , dF , dF , dF , , 
dt dt ^d^"^ ^dy* ^d^r ^ 

^^J dt dt^d^ ^d^^^difT^ 

dt dt ^dO^ ^dg>^ ^dijj^ ^ 
worin &*, g>', tf/, . . bie 5)eriDirten ber gef u(|>teu Functionen ^, y^ «/^; . . . 
iebeuten. üu^erbem folgt an^ (4) auc^ 

^ dF.^ , dF, . dF^^ , 



• • 



(«) 't = -S'» + %'9+%'1' + - 



'•=§'*+!'»+>+ 



• • 



*) Mec. analyt. •ecoDde partie^ Sect. IV. SDiefelbrn ftnb neuerbingd in einem 
gewi^en Setracbte f^dfcfec bcgränbet unb bur4 einige inteccffante Aufgaben erUuftfct 
wölben oon SteUle in Liouville Jourm T. Xiv (1849) p. 901. SBon Diefee 
;(bb<tnMang flnbet man in Grunert's Archiv Cur Math. u. Phys. T. XVIII p. 9i 
eine oon )Di enger gelieferte Uebevfe(2ung (worin fi^ iebo^ einige au4 im Original 
rcrfommenbe fUtnc !Ber|ef^en eingef<^ttd)en (aben). 
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Um nun bie @nb{lUutton biefer SluSbtäde in (1) bequem audfu^ten {u 
f innen, wirb eine gewi§e S^tandformation bed ®ummenaudbru(f$ ^ ti>e((^er 
ben linfen I^eil ber ®I. (1) bittet, fefe forberlic^ fein. SWaii tarn 
n&mli6) bemjelben an^ bie ®t^a\t 

2(Xix + Ydy + ZcTs) - 2m(^dx ^^dy + ^^cTs) 
geben, unb ba 

ift, fo Detwanbett fi^ bie ©leic^ung (1) in 

hierin l^ätte man .jefet bie in (5) unb (6) ongejeigten fflert^e für 
dp ^' ^' *^' *^'' ** einjufefcen unb ba« entflel^ertbe aggrejat naib 

ben Variationen id-, dq>, dtp, k. ju otbnen. S)a aber, fo lange »ir 
ben 6aBuI in ber bidl^erlgen aDgemeinl^eit bur(^f ül^ren , bie Sariabfcn -d^, 
9, V^; . • . überall f9mmetrif(]ji auftreten, fo reicht e§ l^in, ben (Soeffictenten 
öon dd' allein gu beregnen, »eil avi^ i|fm burc^ einfa^e 33crtauf(^mig ber 
betreffenbcn S3u(f)ftaben bie (Soefficienten ber übrigen SJariationen d^, itp, 
jc. gebilbet »erben Bnnen. 

SBenn »ir nun bie gormein (5) in'« Duabrat erl^eben unb ber 
Äürge »egcn 

^dt^ ^^dt^ ^^dt^ ~^' dt d^'^ dt d&'^dt d»~^ 

.^^2 , /rf/N2 , /^X2 _ I ^^ I ^M ! ^^ — K: 

W^ '^^ddJ '^^d^ ~^' dd-dff'^ dd'dtp'^ d&d^~^ 

dFdF,d^dl.^d%^^ 
d& dtff'^ d^ dtp'^ d^ dtfß 

• • • • • • 

• • • • • • 

fefecn, fo erl^alten »ir 
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+ rH 4-J^' +Kg)' 4-Lv^ +««j<r^' 

-4- •• •• •• *• •• 

9Dic itfi^t ^gcf^rici^nctt (S^Ke^ec {Inb mit ten ^Joqati^neu 49 ] ^t^; • • • 
re»p. ^y', f^\ . . . bf^faftft, 

üftbestrfeitt 9tt§ft atid (5) ifttb (6) wenn 19>{| iml 4^191(1 \)'m ^ 
Wr euWrttfdung bev »ÜAtx mit J^ ftf|b ^^' Hf(^iMtfir^ 

alfo 

3tt biefett iciben gormeln (8) unb (9) finb bie Slflflregatc, totlä^t 
beu Sactot (f^^' mit ft(i^ f ul^ren, gan) ibentif^, uitb werben {t(^ bafet Bei 
b^ ijeid){Ut)itij»n in (7) ^rgcH eiitanber ^ffycbent S)(^ <fi^' au^ ber 
S^t^nnni toUitt a^df a0<n tpeibfi konnte m^ im ^oratt4 eirt^art^u, uni^ 
ba« 9iftwl% fliÖ JM>tt dfy', 6ip' ^. 5)fiui »ewn m«« i^ bie ®f. (0 
ftpi^ ele ^ aKf bie gorm (7) geira^ mar, bie ^udbräde (5) nxii (l^) 
ft^fiititirt l^fti^r fP würben bariu nur bt< Sariatipften d^^ i^, i%f>f . r • 
itrtb tti(^ il^ $eri)>trten ißtHoetr^ten feint 

®(^(ie§(i(^ er^fiit man no4^, wenn ttxaw mit ^iX\t Don (6) bie^^ 
ienlflen öeflanWI^ire ber ®nmme 2(Ji6x + YJy -f ZcT«) auffu^^t, wel^e 
mit i^ mii(ti)>Hcitt fisnb; bii» H^^mt . 



m <ig+T'i+^S)» 



Jtad (8) (9) (10) foljt nun, ba^ lA ber ©ntwWefnnfl ber tranSförmirten 
@(ei(i^ung (7) bie @nmnie aSe« berj[en|gen ^W^tt, 4o^ ))on ber S^riation 
i» am^ifs^f ^Q^M^ bur(|^ ben €iinfnitiimf<hnidf 
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(11)' _ ^Irf (H + J^ + Ky' +L^ 4-0 W 

+^(^^ +''% +4) 

ongefielen tt>trb. SBit btnfen l^ier^i, bo§ avii^ in X^ Y^ Z bie 3iibe^ 
<>fttbetttett ^, SP; V/ • • • ^«ttfl^^rt »otbeit fden. 

Qclanntn^ bcfegt man bei einem in Setoegung Begriffenen StixTptt 
boa ißrobntt feiner SRaffe in bad Duabrat feiner 0ef4fwinbigfeit mit bem 
Flamen r;Iebenbige Jtroft biefed Itixpa^^ ) unb vnan be^nt biefe S)efinitti>n 
att(|^ anf ein ®!^f}em mel^rerer fi^ flletc^)ettig Betoegenber Slaffen and. 
9Iennm n>ii^ bal^er bie ®umme 

bie lebenbige jtraft be6 ©^{lemd unb beiei^inen biefelbe bun^ 
ZT, fo ifl ond (8) iu fci^Iiefien, ba§ ber erfie ©ummenandbrud m bem 
bei (11) gefunbenen (Soeffldenten )>on 69 nic^ta anbered fei, atö bie 
il^ilfte bed in QejielS^ung auf bie Variable d- genommenen 
))artienenS)ifferentiaIquotienten)^onber lebenbigenitraft 

dT 

bed ®9flem«, ndmlid^ ;^. 

ferner, ba bie in ^ejie^ung auf t genommenen )>arttenen 3)iffcren' 
tialquotienten ^iF, BtJ, di%, beren Duabratfumme wir bur(^ 6 sn>rge» 
ftellt l^atteU; ben urf))rängli(^en ®(et(^ungen (4) {ufolge fein ^^ enthalten, 
unb ba baffelbe t>on ben übrigen S)ifferenUaIquot{enten gilt, and »el^en 
bie Hudbritde J^ K^ L^... gcbilbet worben finb; fo finbet f!i^ in 6, 
U,1,JL,*>* {ein &^ ^ox, folglich ift ber ^meite Bmtmtnan^ivnd in (11) 

gleiil^Bebeittfnb mit — x^>^/ ^^^ ^^^ ebenfaW m9 (8) fogleicf^ erfleht 

dt dir 

(Svlbli^ {{1 ho^ in erinnern^ baß bei ben meiflen Slnmenbungen eine 
gunetion JI=¥Cx^, y^, z^, pc2, y2, ^2;.-. ^n, Vn, «n) erifKrt, beren 
^Differential bie Summe :S(%jdx + Ydy + Zcfe) ifl, ndmlici^ bie fogenaunte 
^,9unction ber ArAfte''; fo bafi 

(13) /i(Xe& + Trfy + Zrf«)=;?Zr+Const. 

rvirb^ $)er britte Seflanbtl^eil bea in (11) beregneten (Soefficienten ))on 
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dn 

i'9' ifl bann offtnlat ^. (Sdmirbba^erbfrganie<Snmmenatt^bnid (11) 

s^oD^anWfl btt«^ \jL9^'^di^'d5^''^dd^^^ angegeben} nnb hibem »ic 

\t%t and ben oben erörterten @rdnben ben (Soefflrienten i^on i& glrii^ 
fRnH feten^ nnb bann fueceffit» an bie Stelle ^tn & bie anbern 93artab(en 
9>/ itff, K treten Ia|en, erl^alten wir 



(14) 



dt d»' d^ d^ 

Ld— -^ — ———0 

dt dg>' dg> dy> 
±^dT ^dT_dn^ 
dt d^ d^ d%lf~ 
• • • • -• • 



S)iefed finb bie Detfangten ^leid^nngen; il^re 9(n)a^( <^ biefelbe »ie 
Me ber Sariablen ^^ 9, fp,..' Sei i^rem @ebrauc^e mitb man bamit 
Anfangen, baf mati and ben nrf))räng(i(^en Sebinguiigdgleii^ungen (4) 
nac^ Anleitung i9on (12) nnb (5) bie Function T, n&mli^ bie l^albe 

lebenbige itraft bed ®9fiemd, burcf^ bie Variablen t, ^, 9,tp, 

itnb i^re S)eri)>{rten ^, 9', tp',... aufträtft. S)ur(^ eben biefetben 
Variablen finb bie i>on ben bewegenben Arifren ab^ingigen Orifien in 
(14) andjubräden. 9lHbann lommt ef barauf an, bie fo entflanbenen 
S)i{ferentia(gIei(^Hngen ju integriren; wenn biefed gelungen ift, fo wirb 
rnan, inbem man bie gefunbenen j^unctionen oon t an bie SteOe oon &, 
q>, tp tt. in (4) einfe^t; bie @oorbinaten eine« |eben SRoIefute für jeben 
S3ertl^ oon t gn berechnen im ®tanbe fein. 

SSenn in ben Sebingungdgleicbungen (4) bie 3^it t ni<^t txpMt 
oorlontmt, nnb wenn au^ bie bewegenben JtrAfte X|^ Yi^ Zi; X2; . . . Zb 
bM gnnetionen ber (Soorbinaten o^ne t nnb o^ne S)ifferentiaIquotienten 

-^ ober bgl. finb, fo M§t ft^ fel^r leicht eine ber @(ei(^ungen, welche 

bem S^ftente (14) aM erfte SntegraTe entfi^recfien , gan} aOgemein finben. 
3n biefent gaHe mfd^winbett n&mlx^ für jeten ber Snbice« 1 , 2^ . : . n bie 

dx^ dij^ dss^K 

^nmmtn G nnb E, nnb man pe^t ana (5) baß für T= i^^(33-+ ^ + ^) 
ein Üudbmd oon ber gorm 
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• • 



inm 9)0Tf((fein (pmmt, xotl^tx in IBeiie^ung auf bie S)er{t>trtfn ^, g>', 

^^ , . . eint j^onwgenc %untüen mn itttfttn &xa\ft i^. !Ra^ bem Ir« 

fannten (Sulet'fcl^cn Sel^tfa(^e üitt ^omogme S^ucttonm befielt alfo bic 
ibntHfc|Fe dMc^mtg 

^.•-^ «5l _. , dT . , rfr . , --_ 

VlulÜpMttn xok nun bie 0(d(^ungcn (14) Mai^ bct 9l(i^e mit d9; dg), 
dtf>,. ., abbirtn bie ^robiifte nnb bebenfen , ba$ 
,dT -, , ,dr , , ,(<iT ^ , dT , . dT ,, , ^ 

dT ... <fr . , dr 



• • 



d^ dg>' ^ dtf/ ^ 

ift, fo erhalten »ir mit KÄdfl^t auf (15) bad (Sfflebnia 

dT ^^ dT, dT ,^ , 

dir .„ dir, diu, 

i:\t ®nmmt brr in ber igelten ßtiit \ttf)cn\>en ^tiebrir lufammen^cuommen 
mit bcn auf dC2T) in bei: rrflcn ^cilc forgenben ©Hebern bi(bet rter ba^ 
Malt ^Differential ^m T. Stnbererfeit^ ift bei ber über bie bemegenbeti 
j^rdfte gemachten SSoraudfe^ung bie ©umrne ber ii\ be? brittm Qvüt 
Pel^enben ©lieber glei^bebeutenb mit bem 5)ijferential »vn Ä gpfeü^ 
I^§t fi(|> bie t)orf}el^enbe ©lei^^unfl {ufammeniiel^m in 

d(2Ty ^ dT-^ dn^ dT^ dn=^ 

imb giebt mitielß S^ntegratien 

T^ Zr+ CoDdt bv ^. ^Smv^ t=^ /3(Xdir + Y cfy 4. Zefa> -f C 

ober nac^ ®ubfUtution be$ Sertl^ed von J7 

(16) r= l^m»* = F(Xi, y^, «i , arj^ . . . . «n) + Const 

«^ierburc^ {{l bie|enige (Sigenf^^aft ber Bewegung ber n ÜRoTefnle betoiefen, 
wel(|e man gewöl^nli^ bie (Srl^altung ber lebenbigen Jtrafte bei 
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X)o itx wefentlti!^ Unttrf^icb }ti>if^en Ibtn S^fidtiontii 6x, dtf, 
dz,... d^9 igt, i^f,... tH\ä^ lA biefen Unierftt^tttiQni ber S)9nami( 
lenutt ju tperbien p^t^tn,, uitb bot S){feteittiälien dx^ dy, dz,.... d^, 
dg>, diff,... badn Ui^tf^, ba§ bmiä^ Ue Ic^em btejmigen Slenbeiuttgeit 
^or^eflcQt »erbcn^ totl^t Um Saufen ^ontint^^ tnt^pxti^tn, w&^tti\> 
tnan Ui bet Silbtm^ bei erfieren immtc ben mqtnhUHl^tix Sertl^ )M>tt ^ 
ald conflant bc^aitbeln unb ttttt an tm Serfd^tmg be^ (noegU^tn ®t<f 
Hlbed in dne itnenb(t(i^ »entg geAnbcrte ^pfltion beHfrit f^Q; fo Um 
ven htt aSariattDtt J^ in aScn beraitigen 1Sntm{(fo(ungen feine Siebe fein, 
)Dad mit <iii(|) »len (®. 403) andbtfiiHid^ kmerft l^ett. 3nbrffen baif 
«lan nt^ oud bem 9(uge tterlieren^ bafi l^ec ibfod )>9n frld^en Sel^ett bet 
SD^namit bie Siebe toax, Vit f^ in i^rm legten @ränben auf ba« ^rinrtp 
bet t)irtuellett ©efci^mmbigleiten jutittffäl^tn lafen. 0ieBen btefen iDitb 
man im (Stilett ber SRe^anil rw^ man^t anbete Slnmenbungen bei 
SSatiotiondcalbttt antteffen^ nn>t{n iSatiattonen toie ii, dSt m. bgf. eine 
ganj tefUmntte Sebentung l^a&ett nnb entoebet tovAxi^ Dorlomnten obet 
gtioi^etniafen {ufdlllg aud bet Kec^nung megblieben. 9i\^ 9eif|He{ tann 
tin6 ein Xl^eotem ttenen, mel^ed untet bem Siamen be9®ate0 Don 
bet Ileinflen JSSitlung (principiuin miiiimae actionis, prineipe 
de la moindre action) ^tx&^mil^txi rAan^i l^at unb beffen Segrünbung 
ntittelft bet Satiatlon^teffinung 9(nlap jn einigen \>kM^i nid^t gnnj un^ 
xA^tn etlinterungen ^giebt. S)ie 9el^au))tung beftef^t batin, baf n>enn ein 
einjelnet ntatetiellet cpunft m^ obet ein ©^ßem l>on einjelnen in itgenb 
n)el^em Sufammenl^ang untet emanbet fiel^enben matetieSen $unlten {i(^ 
in Sewegting ^efinbet; unb xotwx auf biefe fünfte m&j^rtnb bet Qetoegung 
entwebet befd^Ieunigenbe Ätäfte gat xAä^i einmitlen obet eine gewife fo^ 
gleich ju ettt)fi]^nenbe Sef(^affen]^eit l^aben, baöSntegtal J'mvd8 = mJ'v^dt 
Uiitf)^w. bie ©unime SmJ'vds = J*2(mv^)dt ein SWinimum fei, wobei, 
in Sejiel^ung auf jeben einzelnen bet gegebenen ^nltt, m bie üßaffe, 
bie man fx^ in if^m oeteinigt benfen foQ, v bie ©ef^winbigfeit bebtutet, 
unb wobei tjotausgcfe^t witb, ba§ Stnfang^ijunft unb enb^junft be6 »oft 
einem leben 5ßunft bur^Iaufenen SBegeö s fo wie bie 8lhfang5gcf(^winbiö^ 
feiten fut bie mit bem fragli^en 5Wlnimum ju ötrgleid^enbeu (Datiitenben) 
IBewcgungen biefelben fein foHen, wie bei bet wirflic^ s?ot fic^ gcl^cnbeu 
Bewegung, — ^an 1)at in ättetn unb }u metat»i&9ftf<^en ©pecnlationen 
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dcttcigtcrnt ICaifleOutiAnt itt ^ynamil bad $robuft bct SRaffe in bie iSu 
fc^toitibtAlrit unb eintn mit btcfct Ocfc^minbigfcit bun^faufencn unenbH^ 
neinen SSrft att eine QIemeittar4ljction *) unb bad integral ^tert»on, ii>cuit 
ein einjelnet ntaterieOet (pnnft fic^ bewegt, ober bie &nmmt ber eintelnen 
3ntegra(e im %aUt mU ^^ be»egeuben ^p^tm^, aU bie Xotal^Kction 
aufgefaßt, unb ffat it^laubt aU oberften ®ntnbfat^ für ia9 SßaBcn. bcf 
p^p^^^ Sttiftt, att ein mit ber f^i^fttn ßtotdmiii^Uit in bee üivu 
licl^tung bed Unimfumd fibeteinfKmmenbed 9ljriom etUAren in Unntn, ba$ 
{nt .Herbeiführung einer me^anifcben 93erinberung ber üufwanb t>on biefer 
Z^itiittit mi^im Mein fei««). 

3n betreff ber »i^renb * ber 8e»egung bed ®9ßemd einwirfenbev 
ief^f'eunigenben itri^e wirb übrigen^ inm Qefte^en M 3:^ecremd erforbert, 
ba$ fk in bie Kategorie berjenigen ge^dren, f&r wet^e bie im vorigen 

iParagrat^b^ bef^ro^^ene rrSu^^i^^^ ^^ Ardfte" 

JJ = J* J(Xdr + Yrfy + Zds) = FCar^ , yj, »|, X2, y^, «■) 

eriflirt, »clc^e mit ber (ebenbigen ftraft bed S^flemd nad? SRafgabe ber 
0L (16) gufammenl^ingt. 3n ben meiften Rillen, n&mlic^ Ui bem IBor^ 
l^anbenfein folc^er Jhrdfte, welche ber (SrfUnmg ber Slaturerf (Meinungen 
gre§tent]^eild ;u ®runbe gelegt »erben »nneU; M (Sentralfrifte, bie t>on 
fefien SRittelpunften au0 ausiel^enb ober abfto^eiib mirfen, fo mie angie^enbe 
ober obfto§enbe Stth^t jmifd^en ben einzelnen !DIo(efu(en bed ®i^tm9, 
ob^ingig noi^ irgenb einem ®efebe s>on ben betreff enben SlbßSnben, tfl 
jene Sebingung mirflid^ erfüHt, wie mm lei^t beweifen lann*«*). 

3){e0 )>orou^gef4^i(ft, wenben wir und nun iwax Ceweife bed @a|^ed. 
S)a wir jeboi^ l^ierbei feine anbere 9bfl(^t b^^ben, aU ju er(&utem, wie 
bie ivi unfern fräl^em 6o)>ite(n erörterten ®runbbegriffe bei bpnamifi^en 
Unterfuiliungen oon . ber l^ier t^orltegenbeit Slrt )ur Slnwenbung (ommen, 

*} C{it(er in einer fef^r meritvficbtgen TCb^anblung De motu projcctoruM, 
ioeId)€ bem me^cfi(b Mn uni dtictenSere«: Mcthodi» invcniendi ect angefügt tft/ 
nennt baffelbe ^^motus elementuris*^. 

**) flKattpecttttl, ber drf&ibev biefe« f)nncip</ fagt: Lorsqu'tt «rrirc quelqm 
changcment dati« U natare^ I» quantite d'action neceasaire poiir ce changanieiit 
«at la plua petita qu'il aoit poaaible (Hiat. de l'Acad. de Berlin , Ann* 17l€ p. 
2M). 2>er SBerfudi/ » priori na<bdumcifen^ baf für biefen (^9pot(etif4 angenommenen 
möglt(b ftetnflen Vufwanb gerabe ber Xuibcuct J^mvda bai nötige 9Xa| fei, 
!onnte aber ni^t gelingen, 

«**) Poiaaon Mec. No. 846* Duiiamel^ II« No. 63« fRinbtng t^eoc 

Vlt^. 9to* 6e. £){fm fleib* m t* 133. fBott(borUt Sle^. $• ft23. 
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fo »itb ti j^inreif^m, la§ wit imfere 9ttxaAtmfi auf bie Oemgitttg dne^ 
finjigm fpttnM befci^riitfen: !Rüd^ä)Mä^ ber fi(^ gunA^^ft aufbriitgenben 
^xa%t, tt)a9 bte unmttteliac t^arUrenben guncticuen feien, l^aben mh baranf 
l^injtitDetfen ; bag ita^^ ber 93orau^fe^ung 

1) aUt ju s>erglet4ienben Gurken in bemfelben $nnfie A anfangen unb 
in B enbigen follen; 

2) bei aDen lingd bet Daciirenben (Suwat Der fi4^ gel^enben 99en)egungen 
fine filct(^e Slnfangdgef^winbigfeit )>oraudgefe6t »iib, unb bag 

3) wenn n>it biefe Slnfang^fc^winbtgfeit burc^ v^ nnb bie re^twinnigen 
eocrbinaten be^ ^unltf A inxi) a, ß, y ^ot^tUtn, bte ®ef(^winbigteit 
be6 Beweglichen 3JloUl&U fortwnl^tenb nad[^ ber formet 

(IJ »Wf2 = mrS + 2¥ix, y, «) — 2F(a, ß, y) 

ju beredinen tfi, welche a\\9 @l (16) bed Dor. |. burc^ Seßimmung ber 
3ntegration«conPanten tnitteip Vq, a, ß, y ]&ert)orge^t , — mag xxm ber 
Ort bed beweglichen SRoIefutd ein $unft ber urfprflnglicb gebac^ten (»irtli(|| 
bnr^(aufenen) @urt>e fein, ober mag er au^erl^alb berfelben ficb auf einer 
s^ariirenben 9Ia(^barcnr)>e befinben, worin wir i^9)>ot|ieHf(|i bie Bewegung 
t>or fi(^ ge^en laltxi) 

f nb(i4i 4) wirb in ben SSOen, wenn i^orgef^rieben Vjt, bafi bie urf))riing(i(^ 
.gebac^te Bewegung auf einer gegebenen gM4^e 

(2) e{x, y, ä) = 

@tatt finbe, M felbfii>er{linb(i(^ Dorau0gefe|^t, ba§ auc!^ bie in Sergfeii^ung 
ju jiebenben 9la(^barcurs>en nur auf biefer glätte ju gießen feien. 

SSir finnen l^iemacb, inbem wir anftatt bed Sel^rfat^e^ \m^ t>ielme]^r 
bad $ r D b I e m t)or{egen, bie fraglt^e 9Rinimumdcurs>e ju beßimmen, gerabe 
wie bei ben i^nltc^en 9lufgaben in S. 45 fgg. y unb z atö t>ariirenbc 
Functionen ber ^Hbepenbeuten x anfeilen, unb brauchen, weil bie @nb^ 
l>unfte A unb B feß fiub, leine IBariation dx in ben (Salhd eingufäl^ren. 
S)ie 0rdge; we% ein ÜRinimum werben foU, ift, wenn wir bie £toge 
ber gefu(|iten @uts)e AB mit S unb bie beut 6nb))unfte B jugel^drige 
abfciffe X mit J bejciclinen, 

S)ie ®ef(i^winbigfeit v erleibet l^ierin, infolge (1), nur eine mittelbare 
Variation dv, wi^renb iy, Sz ald immittelbare 93ar{ationen (S. 5) auf' 
}ufa(en {htb. Dnb ebenfo er leiben auc^ bie beiben anbern in Setrac^tuug 



"=/>=/ 
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fa ikfjttlttn SBüxiaHm, nM&^ m^i Uo^ ber bttr(|ilaitfette SScg s, fonfactn 
M^ bk im; 3urittf(fguno bi^e< SBegd nöt^ioe ß^i mtttfßott IBariattonen^ 
fo baf bie Sodatton 6t ctutn :beflimtiiien Biun ffai rvak Dett (fj^ unb cfs 

Sir Isabel! bemna^ ju fej^ 

Unter bem lifeUu biefet SRtegraljeid&Ätt tfl 

vo T-dx = v-^ 7 o^er aucp = r: 

dx ds dt 

aJItitcIfl |?ort(epcr ^nte^ratteii et^AIt man ba^cr 

Ünbercrfeit^ f«>f(|t aud (1) 

dy ^ ' OK 

unb ba bie ijartiellcn S)iffcrentiaIquoHentcn bcr Function F(ar,.jr, s) nicf^td 
anbered f{nb, ali bie n<ic(» ben Soorbttiftienaren genomnteneit Sim»|»nenteit« 
fummen ber bemegenben Gräfte, fär »tlc^e ntait na;($ ber Soraud^r. 
fefeuufl biefelben »uöbrötfe X, Y^ Z gu benttften ^at, gfci*:? 
i»iel «b bte ^emtgting (itigd ber einen ober längd ber anbertn Surt^c ge« 
bactt n)erbe; fo l^aben mir 

Sv = — d y -j rf» 

mv mv 

S)er er^c ^Sfjlanbtl^eiJ j>ott JÜ ift bal^er fo »iel ofö 

mv ^ ^ mv J j ^ J ^ 

fo(g(i^ »trb im ©anjien 

(3) +J(|*_,|),. 

^iefe ®umme mu§ fic^ itun auf Sinn rebuciren. hierbei erforbem ahtx, 
0evabe mte in §. 45 I> itnb III) bie {wei f4»»n ermähnten %iSit, ba§ 
nAmli^ mtwebet t tne gtfi^e = gegeben (jl , ober ni^t , tiwt t>er^ 
f#iebfne 9t\^m)Am%. 3m le^tevn gaDe, »o m<in ed tnit einer, ftetrit 
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Omt^tn^ IK i^m ffot, jjini dy «nb f% ^/m^ uiitt&i^itglfl )>on rintn^i^ 
imb man «eUmgtJf«^ {u bnt 9ckingiin4i0ft(ci4fungcn 

Ä w ^ dfi m 

^^ M Z . cP« Z 

d^-~Ä = b. ^. ^=- 

dt m ^ dfi tn 

ÜJhtlttj^kht man ble erfte ber ®W*ttttftcn (4) mit ^, We gweitc mit ^ 

itnb abbitt i\t iptobulte {um Si^rtenKal bn^ @)(ei(^ung (1), nad^bem 
mw, bkffd but^ 2m bioibirt ^ai, nimlx^ ju 

m dt dt dt^ m 

S)ie ibfet 0It{4iungrn (4) unb (5) {iub ab^v genau bte S)tffaentiar({(e{> 
4;uosen für bie freif 9eiof0unfl eine« )>9n ben Sixi^ttn X, Y, Z 
angcteiebtnen äJ^oIefütt m. S)a fcnteiP iin hm &x&nipmlUn A unb ß bie 
in <3) aitfer^K bed ^^nteAtafseid^end befinMi^ien ®(i^ber )»^rf4im{nben, fo 
i(t bei ber »rfrRic^ »or ^^ ^e^mbru Sr^jeguiig bie ^anaticn iü in ber 
2;i^at fllei(^ ^uU. 

ffi«nn bagejrn bie S?e»e$Hn0 auf ber b^rJ|^ (2) geflebenen gWc^e 
)»or {fa^ flel^ fcK, fo befielet jwifcfien iy unb Sia bie ^ebinguug^gleic^un^ 

atultiy^liriren ivir biefetbe mit einem no^ unbefHmntten ^actiM: i'-^da 
b. % IMy unb bringen bad ^rpbuft auf bie belfiunte Sßeife in Srrbinbnng 

^^^ dt m ^ ' 

0erabe »ie oben gef^iel^en i{l, »irb man barau^, bur^ Serbinbung mit 
bem ^iffetttttiof mvi{\), ttnb unter Serudfi^gung ^on dB^x, y, 0) = 0, 
bie britte @(fi#unB 

(7) • dJ = ?* + W0Ä 
^ dt m ^ 
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